NOTES PER A UN ESTUDI DE LA GEOMETRIA SOBRE GRUPS
INVOLUTIUS (*)

per

E. Trillas.

INTRODUCCIO:

V. Glivenko (2), G. Birkhoff (3) i L. M. Blumenthal (4) estudiaren,
seguint les idees de K. Menger (1), Fespai métric associat a un reticle nor-
mat, concepte generalitzat més tard pel Blumenthal mateix (5), per C. J.
Penning (7) 1 per D. O. Ellis (9) al cas d’algebres de Boole auto-metritza-
des. E. Trillas (10) generalitza el concepte d’espai métric i de reticle va-
larat, ocupant-sc més tard A. Vila (11) d’aprofundir 'analisi dels reticles
amb valoracions generalitzades i les algebres de Boole auto-metritzades
sobre llur grup involutiu i A. Cuxart (12) relaciona les geometries métri-
ques i valorades en aquest darrer cas. Per tot aixé semblava escaient de
cerca un enquadrament dins el marc dels espais meétrics generalitzats de
Riesz, introduits per I'autor, de les distancies amb valors en grups invo-
lutius qualssevol 1 aix0 és el que ddna lloc a aquesta nota, en la que, a més
a més, es relacionen els métrics de Riesz amb les «distancies dirigides»
de D. Singmaster (3) i es respecta la idea de «distancia naturaly d’un grup
abelia, donada per K. Menger (14): si algt hi troba quelcom d’aprofitable,
aleshores ha de saber que N. Batle, C. Alsina i A. Cuxart han aportat més
d’'una idea i han estalviat més d’'un error.

1. — Concepte de métric booled.

Si (G, +) és un grup involutiu amb neutre O, I"dnic ordre compatible
amb l'operacié és la igualtat, per conseqiient G = (G, 4, =) és I'iinic grup
ordenat sobre (G, +) i el designarem per «grup ordenat involutiuy.

Anomenarem métric booled tot espai métric de Riesz (10) del tipus
(S, G, d), és a dir, tota terna en la qual S és un conjunt no buit, G és un
grup ordenat involutiu i aital que d:SxS — G (distancia booleana) verfica
les tres propietats:

— d (p, p) = O (anul.lacif)

—d(p.g) =d (g p) (simetria)
—d(p,q =d(p, )+ d(r,q) (triangular),

(*) Treball realitzat gaudint d’un Ajut de la Tfundacié «Juan Marcl,.
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per a qualssevol p, ¢,  de S. Notem que la desigualtat triangular es redueix
a una igualtat triangular.

Prop. 1. — Condicié necessaria i suficient per tal que (S, G, d) sigui
un meétric boolea és que existeixi una aplicacié v:S — G, tal que d (p, q) =
= v (p) + v (g) per a tot (p, g)e SxS.

En efecte: Si v:S ~ G, aleshores 4, (p, q) = v (9) + v (p) és obviament
una distancia booleana. Reciprocament, si d és una distancia booleana,
fixat 2zeS amb v, (p) = 4 (p,2), es verifica 4, (r,s) = v, () + v,(s) =
=d((rz)+d(s,2)=d(r,s), don d = d,,.

Per tant és clar que tota distancia booleana prové d’una aplicacid, fet
en el qual el caracter de grup involutiu té un paper essencial.

Si veGS i veGS podem definir (v 4 v') (x) = v(x) + v'(x), i si keG
s'identifica amb k(x) = &, aleshores

Prop. 2. — d, = d, si isolament si existeix keG tal que v’ = v + k.

En efecte, si v' =k + v, obviament d, =d,,, i reciprocament, si
v, v'eGS id, = d,, és v(p) + v(z) = v'(p) + v'(2) i tixant zeS, v'(p) = &, +
+ v(p), per a qualsevol peS, amb k&, = v'(z) + v(2).

Es clar, doncs, que a efectes métrics és suficient treballar amb G¥/~,
on ~ és la relacié d’equivaléncia definida perv~ v' <= d, =d, <= v =
=k + v, keG. Les classes (v) = {v'; v" = k + v, keG} de G5/~
agrupen les aplicacions que defineixen la mateixa distancia i les anomena-
rem G-normes de S. G5~ amb l'operacié puntual ((v) 4 (v')) (x) =
= (v(x) + v'(x)) és un grup involutiu amb (0) = {' = &k, keG},
essent O(x) = 0. Quedant doncs les G-mormes definides a menys d’una
constant s’hi val considerar que Oey(S), puix que en altre cas prendrem
v' = v(z) +v, amb zeS fixe; veurem immediatament que aix6 no alterara
les caracteristiques geométriques que pretenem estudiar. En el que resta
v representara (v).

Via aplicacions v:G — G, el mateix G pot dotar-se d’estructura de
métric boolea (G, G, d,); en particular amb v = I; s'obté la métrica boo-
leana natural de G: d(p, q) = d;, (p,q) =p + g. Si S té estructura d’al-

gebra de Boole, amb l'operacié «diferéncia simeétrica» a A b = (a \/ b) A
A (@ Vv b) hom té el grup involutiu (S, A) i cada aplicacié v:S — S permet
de considerar el metric boolea (S, (S, A),d,) on d,(a, b) = v(a) A v(b)
(vid. (15)); si v = I, es retroba al meétric boolea natural (S, (S, A), d(a, b) =
=aAb) (vid. (15)). De fet, tot conjunt S pot dotar-se d’estructura de
métric boolea considerant només (P (S), A), v(x) = {x}, d,(x, ¥) = {x} A {v},
que ésigual a ¢ six =yia{x, y}six £ y.

En aparenca la «geometria» d'un métric booled és simple, puix que per
exemple, el concepte d’ «entrellaty («between», vid. (4), (10)) degenera, de
manera que en tota terna de punts, qualsevol esta entre els altres dos. En
un altre ordre d’idees, el concepte d’ «entorn esféric» (vid. (15)) quedara aci
reduit al de «ircumferéncia» E, (k) = {g e S: d,(p, 9) = k = v~ 1k + v(p)),
conjunt que és no buit si i solament si 2 + »(p) € v(S). Aleshores E,(0)=
= v~ 1(v(p)), 1 aixi les clases de S/v romanen caracteritzades com a cir-
cumferéncies de centre en un dels seus punts i radi 0. Si v és injectiva,
aleshores E, (k) es reduex a I'dnic punt v~1(k 4 v(p)) o és buit, segons que
k + v (p) estigui o no en v (S). Quan E, (k) conté més d'un punt, existeixen
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«triangles isoscelesy de veértex p i és suficient que 20 per tal que els dits
triangles no siguin «equilatersy, puix que siz, se E, (k) és d (r,s) = d (7, p)
+ d (p, s) = 0. Amb aix6 veiem, a més, que tota parella de punts de E, (&)
estan a distancia nulla, per la qual cosa tot % € G fi que E, (k) esta con-
tingut en una classe de Sfv. A més, si E, (k) # ¢ existeixen punts g € S tals
quev (q) =k 4 v (p)iE, (k) = v! (v(g)), és a dir, com a conclusib, els
E, (k) o sén buits o sén les classes de S/v.

2. — Geometria en un métric booled. —

Si (S, G, d,) és un métric boolea amb G-norma v, aleshores podrem
considerar (vid. (15), (4), (6), (7), (9))) el conjunt de transformacions bi-
jectives GM, = {a € €g; d,o(a X o) = d,} = {a € B dwy = d,} que, amb
la composicié d’aplicacions déna el grup (GM,, o) de les isometries, que
anomenarem la geometria métrica (vid. (10)) del meétric boolea (S G, d,).,
La geometria métrica no depén de ’eleccié de v dins la norma, car per a
tot ke G és GM,_, = GM,, puix que d, = d;_.,. En virtut de la proposicié
2 del § 1, és clar que de dy, = d, se segueix la.

Prop. 3. — a e GM, si i solament si existeix %, €G, tal que voa =
=k, + v

A més, donada «, k£, es unica: si existissin %, i &, 1 si z € S, seria
ky -+ v(z) = ki, + v(2), 1 k, = k. En conseqiiéncia disposem de 1’apli-

cacié @:GM, - G, o(a) = k,, que és un morfisme entre la geometria me-
trica i (G, +), donat que si oo ) = ky.p, de vo(xoB) =k, .5+ v, se
Segueix que & .p -+ 9(x) = v(e @ (1)) = &, -+ (@ (x)) = b, + ks + 9(x),
d'on @(aoP) == ky g = ky + kg = ¢() + ¢(B). Per aix6 ker ¢ = { € GM,;
o(B) == 0y = B e GM,; vo B = v} és un subgrup invariant de la geometria
métrica, que consta d’aquelles isometries que conservan la valor de la G-norma,
i que designarem per GV, (vid. (11) i (12)). Es clar que per tot 2 € G, es
GVisy = GV,

Si el subgrup de (G, +) format per {(&,; « € GM,} = o(GM,) el desig-
nem per «espectre» del meétric boolea (S, G, 4,) i el notem sp(v), s’obté la

Prop. 4. — GM, |GV, ~ sp(v).

Aixi sp(v) representa les classes d’isometries « amb igual &, és a dir,
els tipus d'isometries de (S, G, d,) que son realment possibles i, sempre que
sp(v) no coincideixi amb G(p no epijectiva), existiran elements del grup
que no definiran cap isometria.

Les segtients proposicions tenen validesa si S conté més d'un punt.

Prop. 5. — GV, = {Iy <= v és injectiva « .= ¢ dés injectiva.

En efecte, si v és injectiva i B € GV, de v o B =1 se segueix f(x) = x,
per a tota x € S. Reciprocament si v no és injectiva existeixen p # ¢ tals que
v(p) = v(g), i definint B:S — S per B(p) = g, Blg) = p, B(z) = zsi z ¢ (P, g,
resulta B € GV, — {I4. Trivialment GV, —= (I3 «=- ¢ és injectiva. Iin
aquestes condicions GM, ~ sp(v) 1 la geometria és un grup involutiu.

Prop. 6. — GV, —= €5 <= GM, == GV, = 3 <« v é constant,
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En efecte, si v és constant 1 « € &, de v(x %) = cf = v(») se’n segueix
a e GV, per tant ;s € GV, ¢ GM, € &g i tots sén iguals. Reciprocament
si GV,=8s1p, qeS (p#¢q), considerant la permutacié a,, tal que a,,(p) = ¢
(que sempre existeix), v o a,, = v(q) = v(p) i v és constant.

Donat p €S, el grup d’isotropia de p, I(p,v) = {6 € GM,: ¢ p = p},
és el conjunt d’isometries que deixen p fix. Si ¢ € I1p, v) és &, + v(p) =
vo(p) = v(p) = ks = 0, d’on I(p, v) € GV,. Per aixé té sentit (16) parlar
de (GV,, 0) com a grup de simetria del métric boolea (S, G, d,).

Prop. 7. — Si a € GM, — GV, per a tot a €v(S) existeix un dnic
bev(S) tal que &, =a + b.

Demostracié: Com que &, 7 0, si fos a[x] € [%] per a tota classe de S/v,
aleshores de a(x) € [x], que equival a v(« (x)) = v(x) se’n seguiria &, = O:
per a tota isometria que no sigui de GV, tot element vesulta canviat de classe
médul v. Aleshores per a € v(S), considerem v~ 1(a) = [x] i [« %] # [#] amb
que si [ x] = v~1(b) haura d’ésser b # a i de v(x) = a, v(a x) = b, resulta
a+vex)=a-+b=>b+v(x) = k,= a-+ b Donats a i «, és clara la
unicitat de b. En particular.

Corol.lari: 0 € v(S) = sp(v) c v(S).

Basta aplicar la proposicié amb a = 0 puix que aleshores 2, = 0 4 b
e 9(S).

Prop. 8. — Si v és amb dos valors, v(S) = {0, 4}, tenim:
e GM, — GV, <= permuta entre elles les dues classes de S/v».

Demostracié: 0€9(S) = k, e v(S) = k, =a. Si x ev~1(a), aleshores
vex)=k +a=a+a=01iaxecv1(0). Siyecv1(0), aleshores v(axy) =
=k, +v(y)=Fk=a i ayev-1(a). Reciprocament si «:S —S és una
bijeccié que canvia entre elles les classes, aleshores:

—x€v71(0) > axev-1(a) > v(ex) =a+ 0=2a + v(x)
—yevia) > ayev-1(0) = v(ay) =a+ a=a+ v(y),

i aix{ v« = a + v, amb a # 0 1 per tant « € GM, — GV,

St v té un nombre finit de valors difevents i aquest nombre es senar:
GM, — GV, =¢. En efecte, si v té, per exemple, tres valors {0, a, b},
o € GM, — GV, canviara de classe els elements de S com ja s’ha vist.
Si xev—1(0) porta a axev-1(a) aleshores v(ax) =a + 0=a + v(x) i
k,=a. Si y ev~1(d) es canvia en:

—ayev1(0), seravay=0=0+b=0b+uvy = k, =0
—ayevla),serdab +vay=b+a=a+vy->vay=(a-+ b +
+ovy = k,=a-+0b,

iambaixba=0b=a-+b = a=>b=0 é una absurditat.
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3. — Meétrics booleans amb G-norma injectiva.

S'ha vist que GV, es redueix a la identitat si i solament si v és injecti-
va, cosa que indica en particular que, d’isometries amb un punt fix diferents
de la identitat n’existiran només quan v no sigui injectiva.

Una propietat desitjable de tota meétrica és el caracter separador:
(@(p,9) =0 == p =¢q) que aqui ara equival a v(p) = v(q) <= p =g;
en conseqiiéncia, en un métric boolea (S, G, d,) és d, separadora si i solament
st és v imjectiva. Atés que v és injectiva si i solament si ho és & 4 v, per a
qualsevol % € G, resulta que el caracter separadov de d, equival al cavacter
wnjectiu de la G-norma que la defineix. :

Vegem ara que donat un meétric boolea (S, G, 4,) amb métrica no sepa-
radora, sempre és posible dotar S/v d’estructura de métric boolea sobre G
amb meétrica separadora. Com que d,(p, ¢) = 0 <= v(p)=v(g),en S/v X S|v

I'aplicacid ?lv([p], [q]) = d,(p, q), si és ben definida, és una distancia sepa-
radora. Siguin x € [p], vy € [q]:

A%, [v]) = dy(®, ¥) = dy(x, p) + (b, ¥) = du(p, 9) + dg, ¥) = dp, 9).

A més ;.'S/v — G, 9[p] = v(p), és ben definida, puix que si x € [p] és

v(x) = v(p), 1 aleshores d5([p], [q]) = v(p) + v(g) = d, (’[Z‘J], [q]), 1 arribem
aixi al métric boolea (S/v, G, d,), donat per una G-norma v que és injectiva,
cssent dbviament v(S[v) = v(S) 1 GVy = (I}

Prop. 9. — Si v és injectiva, a € GM, si i solament si existeix k£ € G tal que
voa =Rk 4 v

En efecte, « és injectiva perque si « p = « ¢, aleshores: v(«x p) = v(« q)
= k+o(p) =k +v() = v(p) =v(g) = p=gq. Per a qualsevol p €S, és
va(np) =k + v(ep) = v(p), i a(x p) = p, o sigui p € «(S), 1 « és epijectiva.

Prop. 10. — Si v és injectiva ¢ «, B € GM, coincideixen sobre un ele-
ment, és a = f.
En efecte, si ap =8p, v(xp) =k, + v(p) =v(Bp) = kg + v(p), 1

Ry = kg, doncs va =uvf, o sigui a = B.

Prop. 11. — Si v és injectiva i v(S) és un subgrup de (G, +), aleshores
sp(v) = v(S).

En efecte, si & ev(S), es & = v(p) amb p € S, per conseqiient & + v(x)
=v(p) + v(x) € v(S) = v~ 1k + v(x)) €S, Vx € S. L’aplicacié «,:S — S,
ar(x) = v=1(k + v(x)) verifica v o,(x) = k& + v(x), que vol dir o, € GM,
amb &, = k esp(v), d’on v(S) c sp(v).

Corol.lari. Donat (S, G, d,), si v(S) és subgrup de (G, +), aleshores
sp(v) = v(S).

Ambdés resultats manifesten el caracter maximal de sp(v) quan v és
injectiva.
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Prop. 12. — sp(v) és subgrup de sp(A)

Demostracié: 1) Donada o € GM,,, sia a:S/v - S/v, oc[p] [ap]l, apli-
cacié ben definida puix que s si jb e[p], v(oc P) = ky + v(p) = v(x p’), ales-
hores [ p] = [ocp] A més, v(oc[p]) v[ocp] =v(ap) = ky + v(p) = Ry +
—i—v[p] o sia Vo=k, —|— v, pel que we GM; i ky = k, 1) Laphcauo
Y:GM, - GM3;, V(o) = « satisfa:

— Wy =WB > a=f == ky =k == va = vB: ¥ ¢s injectiva «
v és injectiva.
N A A . R

— o B[pl=[aoB (p)]=[x(B (P)]=(xoB) [p]= F(xof) ="F (x) o ¥ (B):

és morfisme.

—ker W= {qa =I5} = {a;[ap] =[p], VPeS} = (o;va =10
=GV,

III) En conseqiiéncia, GM,/GV, ~ W(GM,), i ¥(GM,) és un subgrup
de GMy = GM3|GVs = sp(v).

Resta la identificacié de GM, en el cas que v és injectiva.

Prop. 13. — Si v és injectiva, per a tot « € GM, és: a(x) = v 1(k, -
+ v(x)), VxeS.

En efecte, si x €5, by + v(x) = va (x) implica &, 4+ v(x) € 9(S), amb
indepéndencia del caracter de v, perd essent v injectiva es pot isolar «.

Corol.lari Si v és injectiva i v(S) és subgrup de (G, +), « € GM, si i
solament si a(x) = v~1(k + v(x)), per a un ke v(S).

Es v(S) = sp(v) i va = ky + 0.

Precisament, en el cas que »(S) és un subgrup de G, sia v = v~1 (k 4
v(x)), de k& € v(S) = sp(v) se segueix per la proposicié 7 del § 2 que, per a tot
p €S, existeix b € v(S) tal que & = v(p) + b, pero per la injectivitat de v,
existeix un dnic g € S tal que b = v(g). En conseqiiéncia.

Corol.lari. Si v és injectiva i v(S) és subgrup de (G, +), per a cada
aeGM, i cada peS, existeix un tnic g€ S tal que a(x) = v~ 1(v(p) -
+ v(g) + v()).

Observem que a(p) = v~ L(v(p) + v(g) + v(p)) = ¢, doncs q és el trans-
format de p per la isometria a.

Prop. 14. — Si v és injectiva i p +# g (p, ¢ €S), existeix una tnica
isometria «,, € GM, — {Ig} tal que a,(p) = ¢.

En efecte, considerem &k = 'u(j)) + v(g) # 0 i definim o, (x) = v~ (k+
v(x)) s’obté una isometria que no és la identitat i transforma p en g¢. o,
és tinica, perqué si B en fos una altra tal que a,(p) = B(p) = ¢, ales-
hores a,, = B, per la proposicié 10.
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En el cas d’un métric boolea (S, G, d,) amb v injectiva i v(S) subgrup
de G, existeix 'inic element a,,(e) = v=1(v(p) + v( ) + v( )) = v~ 1(v(p) +
+ v(¢g)) € S, obtenint-se una operacié en S, p & g = v~ 1(v(p) + v(g)) que
dota a S de l'estructura de grup involutiu (S, ) isomorf al (v(S), +).

Teorema 1. — Si v és injectiva i v(S) subgrup de (G, +), aleshores
GM, és el grup de les traslacions de (S ).

"En efecte »(%) = x @ p (traslacid) = vt,(x) = v(x @ p) = v(x) + v(p):
t, és una 1sometrxa amb k, = v(p). Reciprocament, si a € GM,, prenent
Pelement ¢ e S tal que v(e) = 01amb p=¢ @ ale) és t,(e) = oc(e) d’6n
o =1,

Corol.lari. Si v és injectiva i v(S) subgrup de G, GM, és un grup isomorf
al »(S).

En efecte, el grup de les traslacions de (S, ®) és isomorf al (S, Q) que,
alhora, ho és al v(S).

Teorema 2. — Si v és injectiva, v(S) subgrup de G i 6: H — S una
«congruéncia» (bijeccié tal que d.(r,s) =d, (67, os), Vv, se H, amb
¢ + H c S), aleshores existeix una tnica isometria de S tal que, sobre H,
coincideix amb o.

Demostracié. Prenem » € H i 67 = s e 6 (H); la traslacié {(x) = 2 &Q (»
®'s), x €S, és 'dnica isometria de S que canvia 7 en s. Veiem que ¢ coin-
cideix, en H, amb o; si x€eH es d (r,x) = d, (c7, 6 x) =4d, (s, 6 %) =
o(s) + v (o), i dfr, %) = &), Hx) = d(s, {x) = o(s) + v(K(x), d'on
v(o x) = v(¢(x)) 1 o x = {(x), per x € H.

4. — Meétrics booleans sobre um grup.

Sigui (S, G, d,) un métric booled i (S, @) un grup amb neutre e. Per
trobar v:S — G tal que d, = d, cal considerar només v,(p) = d(e, p) i
aixi, si ve (v,) serd v = k 4+ v,, és a dir & = v(e): les aplicaciéns d'una
f;—norma queden individuades per la valor que prenen sobre el neutre de
S, @).

Es possible que v(e) # 0 encara que 0 € v(S). Per exemple, si junt amb
G = {0,1} (grup involutiu amb dos elements), considerem un (S, @) que
sigui suma directa de dos subgrups H,, H,, aleshores v : S — G definida per
vix) =1,sixeH;iv(x) =0, si xeHy — {¢}, déna v(S) = G perd v(e) =
=1 # 0. Cal notar que I'aplicacié v verifica v(x @ y) = v(x) + + v(y) + v(e)
per a qualssevol %,y €S, que v~1(1) = H; és un subgrup i que v=1(0) =
= H, — {e} no ho és.

~ Prop. 15. — Una condicié necessaria i suficient perqueé (S, G, d,) adme-
ti com a isometries les traslacions de (S, @), és que v verifiqui:

v(p ® q) = v(p) + v(g) + v(e),

qualssevol que siguin p, g e S.
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En efecte, si v verifica una tal igualtat, d,(x @ p, y @ p) = d,(x, ¥).
Reciprocament, si les traslacions de (S, @) sén isometries, de la igualtat
anterior se segueix v(x D p) = v(x) + v(y) + v(y D p), i aixi si x = ¢ i
p = —y, resulta v( y) = v(e) + v(y) + v(e) = v(y), per tant, cal només
fer y = —p perque o(x @ p) = u(s) + o(—$) + o6) = v(a) + v(p) + vl
Obviament, de v, = k, -+ v, es dedue1x v(x + 2) = k, + v(x), d’on
ke, = v(2) + v(e): per tant, a GV,, hi s6n només aquelles traslacions per a
les quals z e v=1(v(e)).

Es clar que v(x @ y) = v(x) +
és un morfisme entre els grups (S, €
per conseqiient,

Prop. 16. — Si v(x @ y) = v(x) + v(y) + v(e), aleshores S/v és un
grup quocient amb neutre v—1(v(e)) que és isomorf al grup v(e) + v(S), i
és involutiu.

En efecte, p = g (v) == v(p) = v(g) == v(p © ¢q) + v(e) = 0 ==
<= p@D q € v-1l(v(e)) = ker v', per tant S/v = S|ker v'. Es clar que les
classes son del tipus [p] = v~ 1{v(p)) = p + v~ 1(v(e)), 1 que S[v =~ v'(S) =
= v(e) + v(S). El caracter involutiu es inmediat, essent isomorf a un sub-
grup de G.

Teorema 3. — Si (S, G, d,) és un métric booled sobre un grup (S, @)
amb neutre e i la G-norma verifica v(x @ y) = v(x) + v(y) + v(e), qualsse-
vol que siguin %, y € S, aleshores val l'isomorfisme de grups sp(v) ~ S/v.

v(y) + v(e) si i només si v’ = v(e) +
)1 (G, +); amb aixod v—1(v(e )) kefv i

‘Demostracié. ¢ : GM, — S|v, #(a) = [« €], és un morfisme entre ambdés
grups puix que v-l(v(xe) + v(Be) + v(¢)) = B(x) D $(B) = B« o). Es
ker ¢ = {a e GM,; d(«) = [e]} = {x € GM,; v 1(v(ae)) = v 1(v(e))} = {cx €
GM.; v(xe) = v(e)}, perd v(xe) = v(e) es verifica si i solament si &, = 0,
per tant ker ¢ = {« e GM,; v & = v} = GV,. Cal notar que, si bé ¢ sera
injectiva si i només si GV, = {I s} és a dir, si i només si v es injectiva, ¢ és
epijectiva, puix que per a cada [p] € S/v, la traslacié ¢, és de GM, i ¢(Z,)
= [e + p] = [p]. Dones GM,/GV, ~ S/v.

Corol.lari. — Eu les hipotesis del teorema 3, es sp(v) ~ v(e) + v(S) i,
si v es un morfisme, aleshores sp(v) ~ v(S).
Obviament si, en les hipotesis del teorema 3, és v(e) = 0, aleshores

d,(p, q) = v(p ©g).

Prop. 17. — En les hipotesis del teorema 3, el grup de les isometries
que s6n automorfismes de (S, @) és un subgrup de GV,.
En efecte, vap) =v((p@e) =v(p + ae) = v(xp) 4 v(xe) + v(e)
=1v(p), és a dir aeGV,.
Es clar, per tant, que si, a més v és injectiva, aleshores 'dnica isome-
tria que és un automorfisme de (S, @) és la identitat.

Prop. 18. — En les hipotesis del teorema 3, amb v injectiva i v(e) = 0,
es:
® =&
En efecte, v(p @ q) = v(p) 4 v(g) equival a p® g = v=1(v(p) +
+ () =p Dy
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5. — Notes finals.

Si el grup (S, ®) és involutiu, aleshores pot dotar-se d’una meétrica
natural sobre si mateix, considerant v = I i aixi d,(p,q) = p @ ¢, amb
GM, igual al grup de les traslacions i GV, reduida a la identitat: tenim
doncs, per tal com (S, @) és involutiu, el metric boolea «naturaly (S,(S,
@, Iy), dr,). Perd, d’altra banda, (S, @), com a grup abelia, és proveit
de la «distancia natural» de Menger (14) obtinguda assignant a cada parell
(p, q) el «parell desordenaty (p-q, g-p) = (p D g, ¢ D p). Vegem que dins
el marc dels espai de Riesz, ambdues distancies no sén essencialment di-
ferents.

Si (S, @) es un grup abelid amb neutre e, i considerem P (S) i en ell
Toperaci6 A @ B = {a®b; a e A, b € B} s’obté el semigrup commutatiu i
ordenat &7 = (B(S), ®, ) amb neutre {0} i minim ¢. Amb 4:5xS — B (S),
a(p, q) = {p-q, g-p} s’obté el meétric de Riezs (S, &, d), ja que és evident
qued(p, 9) = {0} == p = g, qued(p, q) = d(g, p)iés d(p,r) ® d(r,q) = {p-q,
p-q-27, 2r-p-q, g-p} D d(p, q). Podem considerar que (S, 75, d) és el me-
tric boolea sobre el grup abelia (S, @) que, si és involutiu, déna d(p, q) =
= {p ® ¢}, amb la qual cosa entre ell i el métric boolea natural (S,(S, ®, Ig),
d;,) existeix un morfisme de semblanga (vid. (15)) ¢ = (L5, F), amb F(p) =
= {p}, car .

— (oI X I) (p,q) = dIs(p), Islq)) = d(p,q) = P D g
— (Fodry) (p,9) = Fld(p,9) =F(p+q9 =pDg,

sense cap inconvenient a considerar a I© com a creixent respecte als ordres
corresponents.

Si S es un algebra de Boole, aleshores v:S — S es una (S, A)-valoracid,
si v(xvy) A v(x Ay) =) A v(y) i (vid. (11)) és condicié necessaria i
suficient perqué aixo es verifiqui que v(x A y) = v(x) A v(y) A v(0), essent
0 el minim de I'dlgebra de Boole i neutre de la diferéncia simétrica. En
conseqiiéncia, de 'anterior i de tot quant hem dit, es retroba el resultat
(vid. (12)): Per al métric waturaly d’un algebra de Boole S (d(p, q) = p A ¢,
considerant (S, A) = G i v = Ig) la geometria métrica coincideix amb el grup
de les traslacions de (S, A). Analogament, si v es una (S, A)-valoracid, es re-
troben altres resultats (vid. (12)).
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