SOBRE EL RETICULO DE PROXIMIDADES DE LODATO
por
J. A. MarriNn Rioja

Dado un conjunto Q, se llama proximidad sobre Q a una relacién, 3,
definida en P (Q) que verifique:

(A1). ASB =~ BSAV A, Be P (Q)
(A42). ASB =~ A #¢y B £¢

(43 AnB +¢ - ASB

(44). (AU B) 8C «= ASC6 BSC
(45). ASBy b3C VbeB - ASC.

Se dice separadora si a 8 b implica a = b. (47)

El par (Q, 3) recibe el nombre de espacio de proximidad 6 espacio de
Lodato. Sobre uno de estos espacios se define un espacio topolégico (Q, t,)
asociado a § tomando por adherencia de un conjunto M a la familia de to-
dos los puntos proximos a él, es decir

=xeQ|xdM =M
Tal espacio topoldgico verifica el axioma R,, es decir
x €y implica y €%.

Reciprocamente, sobre todo espacio topolégico (€2, 7) en que se
cumpla R, la relacién § en P (Q) definida por «4 § Bsi ysélosi 4 n B
# ¢» es una proximidad sobre Q.

Designando por A la familia de todas las proximidades sobre €, nos
proponemos probar que (A, o) es un reticulo completo. A tal fin conside-
ramos las siguientes proposiciones:

Proposicién 1. — Si I' es una familia de topologias R, sobre Q, tam-

bién |J = es una topologia R, sobre Q.
i
Demostracién. Una cierta base, B, de abiertos en {J 7 es la familia

Tiel
formada por las intersecciones finitas de elementos de U ;, de forma que
€l

VAeU~,cond #¢,yVxeAdresultaqued BeBtal quexe BC 4
el
vy B es de la forma B=A4, n..n A4, con ;e j=1,.,n

€Ll
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. Puesto que [J 7; es mds fina que 7, V 7, € T', si designamos por ¥

el
y % las adherencias de x respectivamente en (Q, [J =) ¥ (Q, ;) tendremos
€l
xcxcdij=1..,n
va que para cada j € {1, ..., #} existe algin ¢ tal que 4; € 7. Por tanto
xcBcd

y (Q, U 7,) es R,.

el

Estamos ahora en condiciones de poder enunciar la

Proposicién 2. — La familia F de todas las topologias R, sobre Q,
ordenada por medio de la inclusién, constituye un reticulo completo.
En efecto. I,a (Prop. 1. —) nos asegura que dada cualquier subfami-

lia (en particular dos) I' € F, la topologia (J 7 € F y es el supremo de

€l
I'; asi mismo implica que la topologia engendrada por todas las topologias
R, sobre Q incluidas en (] 7; (la grosera serd una de ellas), también serd
€l
de la familia F, es decir.

U

ﬂ“

y serd el infimo de I'. Tendremos, pues, que (F, c) es un reticulo com-
pleto y completo, de maximo ¢ (Q) y minimo {¢, Q.

La intersecién de dos topologias R,, sobre un mismo conjunto, puede
no verificar esta propiedad, tal como muestra el

Ejemplo. Sobre Q = (0,1] consideramos dos familias de cerrados que
engendran espacios topoldgicos R,: C,;, formada por ¢, Q v las uniones
finitas dc términos de la forma (1/(mw -+ 1), 1/u] con n e N,, y C, = {9,
Q, 0, 3], (¢, 1. La intersecciéon C; n C, = {¢, Q, (4, 1]} genera sobre
Q un espacw 7n0-R,.

Se conocen qemplos en que no es proximidad sobre Q la unién y/fo
la interseccién de dos proximidades sobre dicho conjunto. Con todo, es-
tudiaremos ahora el subconjunto A, ¢ A, de las proximidades sobre
que inducen la misma topologia =, probando que sobre él, el orden dado
por 2 es de tipo reticular, con infimo dado por la unién.

Proposicion 3. — Si A, es el conjunto de las proximidades sobre Q
que inducen =, ¥ {3; |1 €A} € A, entonces {J §; € A..
P€EA

Veamos prinleramente que U 3, verifica los axiomas de proximidad.

Respecto  (41), (42) vy (A3) bast'l considerar que
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4, B)eUS»EIkeA (A,B)ed,>3FkeAr (B,A)ed,~ (B, A)elU?’;
PEA
4, B)EUS =3JkeA (4,B)ed,>A #¢ v B # ¢ por ser §, prf)m-
midad. Por ser §; proximidad para todo i € A, tendremos que
AnB+#¢ = (A, B)el;, Vier = (4,B) 3.

€A
Probemos que verifica (44):

(Au B, CelUyd <= Tker (Au B, )€y,

i€EA

que por ser §, proximidad, equivale a

ke (4,0)ed, 6 (B C)ed, == (4,C) el 6 (B,C)el 3.

ieA i€A
El mayor interés reside en la demostracién de (A5), en la que inter-

viene la hipétesis de que todas las 3; € A, inducen la misma topologia =.

Observemos que si §;, 3, € A, se tendrd para todo 4 ¢ Q que A =A% =
= A% es decir x € 4% «= x € A% § equivalentemente x §; 4 == x 3, 4.
Si (4, B) U d; yVbeB (b, C) € U d; resultard que, existe algun

i eAparaelque (A B) € 3; y existe algtn . k € A tal que (b, C) € 3,V b € B.
Pero puesto que (b, C) € §, <= b e C% = C = C¥% que equivale a (b, C) €},
tendremos que

JjeAtal que (4,B)ed; y (b,C)ed; VbeB
y por tanto, para algin jeA (4, C) €3§; que implica (4,C) e U 3;.

Probado que U d; es una proximidad sobre Q, vemos que pertene-
ce a A;

xed "H\Si == v(U\S) A <> 3FkeAtal que x5, 4 «= TJkeA
para el que x eA::c = xeJdn =4
por ser A% = AV ieA. “
Podemos ahora afirmar:
Proposicion 4. — E]l subconjunto A, de las proximidades sobre €

que inducen la misma topologia <, ordenado por inclusién constituyc
un reticulo completo.

Hemos visto que §,, 3, € A, implica que §, U 3, € A,, y estd claro que
se trata de {nfimo de ambas.

Consideremos la unién de todos elementos de A, incluidos en §; y 9,

simultdneamente; |J §; se trata de un eclemento de A,, precisamente d
-BO;Cblnbz
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menor de los que son simultineamente mayores que 8, y 3,, es decir su
supremo. Podemos extender la existencia de supremo a una familia cual-

quiera {3; |7 € A} # ¢ de los elementos de A, por medio de |J §;
Az38 CN&
icA

Llegamos pues a que (A,, D) es un reticulo completo, con supremo 3,
(proximidad generada por =) e infimo |J 3;.
SieAT
El punto fundamental de este p{'imer objetivo es probar el cardcter

reticular de (A, o); disponemos ahora de medios suficientes como para
enunciar la siguiente

Proposicién 5. — El conjunto A, de las proximidades sobre Q, or-
denado por medio de la inclusién, constituye un reticulo completo.
Sean 3,, 3, € A, y 75, 75, sus topologfa asociadas; ambas son R, v,

por tanto, también lo es 75, U 75, (Vid. Prop. 1. —). Veamos que la pro-
ximidad 3, unién de todas las proximidades cuya topologia asociada es

Ts, U T, y son mayores que 8, y 3,

8,, == Usj

A=g5,U75,38,C8:N5:

es el supremo de {3,, 3,}. Desde luego 8, c & n 3, v por tanto 3, c §,
y 8, € 3, v ademds 3, € A,y -, es decir, genera la topologia =, U =,
Si & c 8 vy ¥ c s, resultard que 5’ D %, ¥ T, D 7, luego 7 3 7 U
T ¥ osi 8 2 3, tendriamos 7' € 7, U 75, ¥ por tanto §'e Ars, U =,
La (Prop. 4. —) asegura &' = 3,.

Partiendo nuevamente de 3,, §,€ A y 7, 7, consideramos la topo-
logia, R, sobre Q, infimo de {7, 75}, que designaremos por <, N =, En el
reticulo condicionalmente completo (A 7.5, D) de las proximidades que

eneran <5 N 7, tomaremos §,, definida por
61 62 A

O = u 3

A5 NT5,38i D 81US:

y probaremos que se trata del infimo de {3;, 3,}. En primer lugar 8, > §,
U 3,, luego 84 D 8,y 84 D §,. Dada §’ D 3, v ¥ 2 3, tendremos ;' © 7,
Y Ty € T, ¥, por tanto, 7y < 7, N 7, si ademds & c 3,, resultard
Ty D T, N T, ¥ 8 €Ass N, donde 8, es la mayor entre las que verifi-
can ser menores que 3; y 3,.

Obsérvese que la demostracién anterior permanece valida si se subs-
tituye {3;, 8,} por cualquier subfamilia no vacfa de A, por lo que (A, o)
constituye un reticulo completo, con las proximidades discreta y grosera
como primer y tltimo elemento.
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