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por

Davip NUALART RODON

INTRODUCCION

Ia teoria moderna de la integral estocdstica parte de los trabajos de
It6 (1) en los que se resuelve el problema de definir la integral de un proce-
so estocdstico respecto a un proceso de movimiento browniano.

No pudiéndose definir esta integral por trayectorias, por ser las del
movimiento browniano de variacién total no acotada, el método de Ito
consiste en definir primero la integral de los procesos escalonados en inter-
valos, continuos por la izquierda, adaptados y de segundo orden, como una
suma de Stieltjes, y extender esta integral utilizando bésicamente la con-
vergencia en norma de orden dos.

En esta construccién de la integral, un resultado fundamental es el
teorema de Itd: «Todo proceso ¢ = (d,) .1, medible, adaptado y tal que

[ E(})dt < oo es integrable respecto a un proceso de movimiento brow-
Jr

nianon.

El paso siguiente en el desarrollo de esta teoria fue dado por Doob
(2), quien utilizando la misma construccién de la integral de Itd, defini6
la integral estocastica respecto a una martingala X = (X,),.r de cuadrado
integrable, que verifique la condicién E(X; — X?/X,, u < s) = f(t)— f(s),
si s < ¢, siendo f una funcidn creciente y continua por la derecha.

Si f es continua, Doob demostrd, generalizando el teorema anterior,

que todos los procesos ¢ medibles, adaptados y tales que { E(#D)df(t) < oo,
Jr

son integrables respecto a X.

Un cambio de perspectiva en el estudio de la integral estocdstica lo
dieron los trabajos de Courrége (3) y de Meyer (4), en los que se define la
integral respecto a cualquier martingala X = (X,),., de cuadrado inte-
grable, siendo T = [a, b].

Su método consiste en considerar los procesos como funciones definidas
en el espacio producto (Tx Q, B X &), siendo & la g-dlgebra de los borelia-
nos de T, en el cual se introduce una medida v a través de la probabilidad
P en (Q,a) y de una funcién de transmisiéon de Q a T inducida por el pro-
ceso creciente natural A = (4,),c7 asociado a la martingala X, es decir,
obtenido aplicando la descomposicién de Doob a la submartingala X2.

Procediendo como en la construccién de Itd y designando por (I7y)ser
una sucesion creciente de sub c¢-dlgebras de & adaptada a X, la integral
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estocdstica definida primero en el subespacio £ de L2(T x Q, % X &, v)
de los procesos de la forma ¢ = ¥ ¢; 14, 1] siendo ¢, € L2(Q, F,_,, P),
i=1

es una aplicacién lineal de £ en L2(Q, &, P) cuya propiedad de isometria

) 2
E (J &, dX,) = ng,z dv permite extenderla a la adherencia de £ en L£2(v).

En el estudio de condiciones para que un proceso sea integrable, se
comprueba que los procesos previsibles de £2(v) (procesos medibles respecto
a la o-dlgebra (G generada por los procesos adaptados y con trayectorias
continuas por la izquierda) son integrables. Si se supone que el proceso
creciente A es continuo, Courrége demostré que son integrables los proce-
sos fuertemente adaptados de [2(v) (es decir, ¢; es Fr-medible para todo
tiempo de paro 7).

En este trabajo, siguiendo en la linea de dar unas condiciones minimas
de integrabilidad de un proceso, se demuestra en primer lugar (1.3) que
los procesos adaptados de [£2(v) son integrables respecto a una martingala
de cuadrado integrable con proceso creciente asociado continuo.

El camino seguido para demostrar esta propiedad ha llevado a pro-
bar la existencia de una funcién de transmisiéon para la medida v en el
producto cartesiano, del espacio T al espacio Q, basdndonos en la hipé-
tesis de que el proceso creciente que da lugar a la funcién de transmisién
de Q a T sea continuo.

Por otra parte, en el caso de una martingala cualquiera X de cuadrado
integrable, se ha obtenido (2.2) una condicién necesaria y suficiente para
que un proceso adaptado de £2(v) sea integrable respecto a X, a través
del estudio de los tiempos de paro correspondientes a las discontinuidades
del proceso creciente asociado a X.

La propiedad de martingala de la integral estocdstica indefinida

t
(gﬁ ax = (J o, dXs) da lugar a que los procesos de la forma I7(X),
R a teT

donde F es una funcién real y X una martingala, no puedan expresarse
simplemente como integrales estocasticas indefinidas, sino que se verifi-
quen descomposiciones como la denominada «Férmula del cambio de va-
riablesy de Kunita y Watanabe (5):

t t
F(X,) = F(X,) —]—J F(X,) dX;, + 1]2 I F'"(X,) dA, cs., para
todo te T, siendo FeC?(R) y X una martiﬂgala local continua.

En este sentido, hemos hallado (3.3) una descomposicién semejante
en el caso de una martingala X de cuadrado integrable, sin imponer hipd-
tesis suplementarias de continuidad, mediante la utilizacién del concepto
de proyeccién previsible de un proceso estocdstico y teniendo en cuenta
que si la funcién F es cdéncava, la descomposiciéon de Doob de la super-
martingala F(X) en diferencia de una martingala y un proceso creciente
es andloga a la «Férmula del cambio de variables», por ser F" < 0.

Finalmente, partiendo de la expresién del proceso I(X) como integral
indefinida en el caso de una martingala X continua, sec ha obtenido (4.1)
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una férmula general de descomposicién de F(X) en suma de un polino-
mio en los incrementos de la martingala y del proceso creciente asociado,
mis un término complementario.

1. INTEGRACION RESPECTO A UNA MARTINGALA CON PROCESO
CRECIENTE ASOCIADO CONTINUO

1.1. Completacion de la o-digebra G de conjuntos previsibles.

En lo que sigue, supondremos que las ¢-dlgebras de la sucesién (Fy)ser
contienen todos los conjuntos negligibles del espacio (Q, &, P) y designa-
remos por M, el espacio de las martingalas de cuadrado integrable, de las
cuales tomaremos siempre modificaciones continuas por la derecha.

El conjunto £ € L2(T x Q, BX A, v) de procesos integrables respecto a
una martingala X = (X)), de M, puede caracterizarse, teniendo en

cuenta la estructura de los procesos de &, como el espacio £2(T x Q, G, v),

donde § designa la ¢-dlgebra generada por G y por los conjuntos de medida
v cero.

Por tanto, la determinacién de los procesos integrables respecto a X
comportard el estudio de los conjuntos de medida v cero. Desarrollaremos
este estudio suponiendo primero que el proceso creciente asociado a la
martingala es continuo, lo cual equivale a que la martingala sea quasi-
continva por la izquierda, para lo que basta, como es sabido, que la fami-
lia de o-algebras (I7),. csté desprovista de tiempos de discontinuidad.

1.2 Propiedades de la medida v inducida por un proceso creciente continuo.

Indicaremos por p la proyeccién de la medida v en el espacio (T, ).

Para poder determinar que un conjunto A tiene medida v cero, a
partir del estudio de sus secciones M,, para cada ¢ € T, necesitamos dispo-
ner de una funcién de transmisién para la medida v del espacio T al espa-
cio Q, lo cual queda establecido en el siguiente.

Teorema. — Si el proceso creciente A (f, ) es continuo, entonces
existe una aplicacién Q(f, A) de Tx & en R tal que:

a) Q(¢,.) es una probabilidad en (Q, &) absolutamente continua res-
pecto a P, para todo feT.

b) Q(., A) es una funcién medible, para todo 4 €4, tal que

~

ABxA)=| QU Ay, siBesydea.

Demostracién. — Para cada 4 € @, podemos definir la variable Q(Z,
A)e L1 (T, B, p), como la densidad de la medida v,(B) = v(B x A) res-
pecto a la medida p, con lo cual se verificard la condicién b).

El problema de elegir para cada 4 €& un representante de la clase

de variables Q(¢, A) de modo que sc cumpla la condicién a) se resuelve

sabiendo que Qt, A) e L (T, &, u) (pues Q(, A) < 1, p — cpt) y to-



24 David Nualart Rodén

mando el representante p Q(f, 4), siendo p un difting» en L® (T, &, u).

Las propiedades de la aplicacién p: L® (n) - L*® (u) junto con las
propiedades de la clase Q(¢, A) comportan que para cada teT p Q(t, 4)
sea una medida positiva, aditiva, de masa total igual a 1 y absolutamente

continua respecto a P.
Falta probar que para cada t € T, p Q(f, A) es c-aditiva, lo que demos-

traremos viendo que si 4,€8, 4, | ¢, entonces p Q(¢, 4,) ¥ 0.

En primer lugar, para todo B € B es JBQ(t, A,) dp=v (Bx4,) {0,
y por tanto se cumple.
1) Q¢ 4,) ¥ 0, p-casi por todo.

Por otra parte, si F, y F son las funciones de distribucién de las me-
didas v, v @ respectivamente, es sabido que

u-casi por todo.

Entonces se verificardn las condiciones 1) y 2) para cada 4,, a menos
de un conjunto de medida p cero. Por tanto, si suponemos que la medida p
no es idénticamente nula (en cuyo caso el teorema es trivial), existird
algtin punto ¢ € T para el cual se cumplan las condiciones 1) y 2) simultd-
neamente y para todo A4,.

Fijado este punto ¢ € T, definimos para cada # € N la funciénf, : T — R
de la forma siguiente:

7 = T =Tl i s 20y 100 = 0 4.

Cada funcién f, es positiva y continua, puesto que si s s ¢ es continua
en s por serlo las funciones F, v F, y en el punto ¢, f, es continua como
consecuencia de la condicién 2).

Al variar » obtenemos una sucesion decreciente de funciones continuas
que converge puntualmente a cero. En consecuencia, el teorema de Dini
asegura la convergencia uniforme de la sucesién de funciones f, hacia
cero en 7.

Por lo tanto si fijamos un ntimero real € > 0, existird un nye N tal
que f,(s) < € para todo # > ng y todo seT.

Luego para todo # > #n; se cumple

Qu, A,)dy = F,(s) — F,(t) < e[F(s) — F()] = e+ plt, s, si s > ¢
[z, s1

y

f O, A)dp = Fy(l) = Fofs) < e[F() — F()] = e pls, 4 si s < 1.
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En consecuencia, para todo intervalo [¢, d] € T la desigualdad

r

Qu, A,)dp < e-plc, d] implica Q(u, 4,) < ¢ wp-casi por todo,
J e

de lo que se deduce Q(«, 4,) < «.
Finalmente, por las propiedades del difting» se obtiene p Q(u, 4,) < ¢

para todo # > ny y todo u € T, lo cual implica p Q(#, 4,) + 0 para todo
uel. O

Corolario 1. — I,a medida v es absolutamente continua respecto a
w® P.

Corolario 2. — Un conjunto M € & Q & tal que P(M,) = 0, p-casi
por todo, es de medida v cero.

En efecto, basta observar que v(M) = JTQ(t, M,)dy..

1.3. Condiciones de integrabilidad de um proceso.

Todo proceso equivalente a un proceso integrable, por el Corolario 2,
difiere de ¢l en un conjunto de medida v cero, y por lo tanto es también
integrable.

En consecuencia, sabiendo que todo proceso fuertemente adaptado de
L3(v) es integrable y que dado un proceso medible y fuertemente adaptado
existe un proceso medible y adaptado equivalente, obtenemos finalmente
el siguiente resultado:

Teorema. — Si X es una martingala de 7, con proceso creciente aso-

b
ciado continuo, los procesos ¢ adaptados, medibles y tales que EJ ¢ dA, <o

son integrables respecto a X.

1.4. Prolongacion de la integral estocdstica mediante la convergencia en
probabilidad.

En el conjunto M(Q, &, P) de clases de variables aleatorias finitas
c.s., el «éearty N(X) = E(|X|/1 + |X]) induce la topologia de la convergen-
cia en probabilidad.

Si X es una martingala de M, con proceso creciente asociado continuo

y $e LT xQ, G,v), la desigualdad

w{[nen) o[ ( o))

debida a Courrége (3), prueba que la integral estocéstica es una aplicacién
lineal continua de L2(T %, G,v) en M(Q, 4, P), considerando L2(T x €,
G, v) incluido en el espacio M(T x Q, B X &, v) de los procesos medibles
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b
y tales que | @7 d4, < oo c.s., en el que se toma la topologia inducida por

7 9) =N(\/J'Z¢,2 14,).

De esta foma puede extenderse la integral estocdstica a la adheren-
cia de L2(T x Q,_g, v) en M(T xQ,$BQ8,v), que caracterizaremos de la
forma siguiente:

el «cart»

Proposicion. — ﬁz(T x Q, 53 = M(T xQ, G, v).

Demostracién. — Si ¢ e—,CZ(T_vg, \; , entonces existe una sucesion
(#"),cx o0 L2(T x Q, G, v) tal que 7(¢" — @) — 0, lo cual implica que existe
b

una subsucesién (¢*),.y tal que | (47 — $)2 d4,—S—» 0.

Por lo tanto, designando por u, fa medida inducida en el espacio
(T, ®) por la funcién creciente A(., o), se tiene w, (i¢r () — ¢,(w)! > <)
©%_» 0y por estar esta expresién acotada por p, (1) = 4,(w) € L1(Q, 4,
P), resulta que E(ue, (i¢) () — ¢i(w)! > ¢)) -» 0 para cada & > o, lo cual
implica que ¢* —'—» $, ¥ en consecuencia, ¢ es o (-medible.
“b

2 . o
Como por otra parte J ¢y dA, < oo c.s., se tiene en definitiva que
a

peM(TxQ,G,v).
Reciprocamente, si ¢ € M(T x Q, G, v), podemos suponer que ¢ > 0 y
tomar una sucesién ¢* € £ tal que 0 < ¢* 1 ¢, v-casi por todo, de lo que

se deduce 7(¢* — ¢) — 0, ¥ por lo tanto pe L2(T xQ G,v). O
Aplicando los resultado anteriores, se obtiene finalmente el siguiente:

Teorema. — Si X es una martingala de M, con proceso creciente aso-
ciado continuo, entonces los procesos ¢ medibles, adaptados y tales que

b
J ¢7 dA, < oo c.s. son integrables respecto a X.

2. INTEGRACION RESPECTO A UNA MARTINGAIA
DE CUADRADO INTEGRABLE.

2.1. Estudio de la o-dlgebra completada (.

Si X = (Xy)ier es una martingala de M, v A = (A)ier su proceso
creciente natural asociado, la descomposicidn A = A°¢ - 4% siendo A°
un proceso creciente continuo y A¢ un proceso creciente puramente dis-
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continuo y natural, permite construir las medidas v* y v* y las o-dlgebras
G° v G? asociadas a estos procesos crecientes.

Considerando que un proceso es G -medible si y sélo si es §° -medi-
ble y G¢ -medible, nos interesard determinar en qué condiciones un

proceso es (¢ -medible
La estructura de la parte puramente discontinua A?¢ = % A,.lr, <4
neN

Ne!
siendo %, > 0y T, tiempos de paro previsibles, ha conducido a la siguiente
caracterizacién:

Teorema. -— Una condicida necesaria y suficiente para que un proceso
medible ¢ = (4;);c7 sea G¢ -medible, cs que para todo tiempo de paro T la
variable ¢;.1¢4, 2 4,y sea Fy_ -medible.

Recordemos que Fr_ designa la o-dlgebra generada por I, y los
conjuntos A n < T} con te R+ y AeF,; y que los tiempos de paro
se suponen a valores en [a, b] U {o0}.

Demostracién. — El conjunto de discontinuidades D = {(¢, w)/A(t, )
# A(¢~, w)}, que pertenece a (G por ser el proceso 4 natural y por tanto
previsible, verifica v¢/,,c = 0, con lo cual la traza de G* en Dr contiene
todos los subconjuntos medibles de D¢ y por lo tanto ¢ es G¢ -medible
si v sblo si lo es ¢.1,,.

Como D= u [7,], donde [T,]={{¢, 0)/T(w)="tc¢c]a, b} perte-

neN

nece a G por las propiedades de los tiempos de paro previsibles, que ¢ sea
G* -medible equivale a que ¢lr sea G -medible para cada neN.

1.9) Suponiendo cierta la condicién del teorema, ér, .11, < ooy € Fr1,~
-medible para cada n e N.

Cousideremos la composicién de aplicaciones

{T,, < o) f [Tnj /[ 1] —>R,

donde ¢[ir,; 0 f = ¢r,l(1, <0y €8 Fr,— -medible.

De la igualdad @|r,) = ér,l{1, <o} 0 7!y de la propiedad f~! (G) =
= Fr,~, demostrada por Meyer (6), en la que la c-dlgebra Fr,- se restringe
a {T, < oo}, se deduce que ¢|;r,; es G -medible y por lo tanto G -medible.

2.9 Supongamos que ¢ es G¢ -medible. Si T es un tiempo de paro
cualquiera, 4, es Fr— -medible por ser el proceso A previsible, y en con-
secuencia {A; # Ay} € Fp_.

Consideremos la composicién de aplicaciones’

{Ar 75] Ar-y —l Ar # Ar — ITQ

¢Tl(f‘ r# A5}

La traza de G* en fiA; # A, _} es la o-dlgebra generada por G v por
los conjuntos cuya proyeccién sobre ) tiene probabilidad cero.” Por lo
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tanto, como f~!(G) = Fr — y Fr_ es completa, resulta f~1(GY) = Fy_ y
en consecuencia ¢rl(a, -4, € Fr_ —medible, O

2.2. Condiciones de integrabilidad de un proceso.
Aplicando los resultados anteriores puede enunciarse el siguiente.

Teorema. — Una condicién necesaria y suficiente para que un proceso
e LT xQ, B&Q A, v), adaptado, sea integrable respecto a una martingala
X de 9%, es que para todo tiempo de paro T la variable ¢;.1 1, 2 4,
sea Fr— -medible.

3. ESTUDIO Y OBTENCION DEL PROCESO F(X) COMO INTEGRALI,
INDEFINIDA

3.1. Semimartingalas equiintegrables.

Puede definirse una semimartingala equiintegrable como un proceso
que se descompone en diferencia de dos supermartingalas equiintegrables
y continuas por la derecha.

Si X es una martingala acotada, la descomposicién de toda funcién
I de C?(R) en diferencia de dos funciones céncavas de C?(R) da lugar a
que F(X) sea diferencia de dos supermartingalas. Sin embargo esto no
implica que para una martingala X cualquiera, F\X) sea una semimartin-
gala equiintegrable, ni atn imponiendo condiciones de acotacién a F.
Basta observar, por ejemplo, que la parte céncava y la parte convexa de
F(x) = sen x no estdn acotadas.

En este sentido, como el objetivo de este apartado es obtener la «Fér-
mula del cambio de variables» para una martingala X de M, cualquiera,
necesitaremos suponer para ello que F(X) es una semimartingala equiin-
tegrable. Esto se consigue, por ejemplo, si F'’ estd acotada, o si la martin-
gala X estd acotada.

3.2. Extension de la integral estocdstica mediante la proyeccion previsible.

La proyeccién prevesible ¢? de un proceso ¢ medible, positivo o aco-
tado, estudiada por Meyer en (7), es un proceso determinado a menos de
un conjunto de proyeccién negligible sobre Q por la condicién ¢4 = E(d;/Fr-)
c.s., para todo tiempo de paro previsible y finito T.

SiXeM,ydel2(TxQ, B&A,v), entonces se verifica ¢* = E(¢/G)
v-casi por todo, y puede extenderse la mtegral estocéstica a todo el espacio

L2(TxQ, BRA,v), definiendo (qi, ax, = ] ¢, dX,, aunque esta integral

ya no es una isometria de este espacio en L2(Q &, P), a menos que se res-

trinja al subespacio L3(T x Q, G, v) de los procesos integrables respecto a
X en el sentido ordinario.
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3.3. Expresion del proceso F(X) como integral indeﬁm'da.

Si X es una martingala de M, se demuestra (8) que su proceso cre-
clente natural asociado A puede obtenerse de la forma siguiente:

=

gs (L1, L*)

't 2 2
h I E(Xs+lz ]:XS/FS) 7T 0 > Ab para cadateT.

Esta convergencia nos ha llevado a probar la siguiente propiedad.
Lema. — Si Y es un proceso positivo, acotado y previsible tal que

3
[ Y, aA" converge debilmente si 2 | 0, entonces se verifica

Ja

't 1 ) t
J Y, dA" o (L1, L7) > { Y, dA,, para todo teT.
a kO Ja
Demostracién. — Si v* y v son las medidas inducidas por los procesos

crecientes 4* y A, la convergencia débil de Al implica f Zav20 f Zdv
para todo proceso Z escalonado en intervalos, continuo por la izquierda

y acotado.
Entonces, dado G €@, la convergencia de f Y.l dv* hacia [Y.1;dv

cuando % | 0, se deduce de la existencia del limite por hipétesis, y de
aproximar el proceso Y.l; por dos sucesiones, una creciente y otra decre-
ciente, de procesos escalonados en intervalos, continuos por la izquierda y
acotados. O

Como conclusién de este apartado, utilizando los resultados anterio-
res y aplicando el teorema de descomposicién de Doob, demostraremos el
siguiente.

Teorema. — Si X es una martingala de M, con un proceso creciente
natural asociado 4 y I es una funcién de C?(R) tal que F(X) es un proceso
de cuadrado integrable, entonces se verifica la igualdad

t t
F(X,) = F(X,) + | F'(Xy)? dX, + % [ F"(X,)? dA; c.s., para todo te T,
si se cumple F'(X) e £2(v) o bien F"(X) e L2 (v).

Demostraciéon. — Si para cada M > 0 definimos el tiempo de paro
Ty(w) = inf || X,(w)| > M}, Ty(w) =0 si el conjunto es vacio, bastard
probar la igualdad para X}’ = X, ATa» ¥ luego hacer tender M a infinito.

Por ello podemos suponer que X estd acotada y, por ser F(X) una
semimartingala equiintegrable, que F es céncava, con lo cual F(X) es una
supermartingala acotada.

1.0 Aplicando el teorema de descomposicién de Doob, F(X) = M — B,
siendo M una martingala continua por la derecha y B un proceso creciente

'E(F(X.) — F(X:14)|F) gs o (LY L%)
a h hy0

Y

> B,, para

natural tal que J
todo teT.
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Desarrollando por Taylor la funcién F en el punto s se obtiene,

[—, E(F(X,) — F(X;n)[F) .o _ fF"(X ) E(X?,|F,) — X? s _
Ja ]Z * a $ h
o [E(FX A+ 0K — X)) = PUE)) Kees = XPIF) g

a) Probaremos que el segundo término converge hacia cero en L.

ds| <

B J"E((F'%Xs +0(Xoss — X)) — F(X)) (Xors — XJY/F)
“ h

t 2 2 7~
<E [ sup |F/(X, +0(X, 11 — X)) — F"(Xsn.j En X/ ds] — @)

s€fa,t]

Por la continuidad uniforme de F”, fijado un ¢ > 0, existe un § > 0
tal que | X, — X < 8 = |F"(X, + 0(Xs3» —X|)) — F'"(X,)| < ¢ para
todo se€|[a,t].

En consecuencia,

t 2 2
() <J K.A} dP +e. F_@i‘f_]';:é_)ds <
{su{p J]F"(XS +0(Xoyn — X)) — F'(X)| > s.} ¢
S € [a,
< KJ AVaP 4+ e M.
{ sup | Xon — X > 8}
s€la, 1]

Si se define el tiempo de paro S(w) =inf {s|s < ¢y [ X1 (0) — X,
(w)] > 8 v S(w) = ¢ si el conjunto es vacio, se cumple

{ sup|X 541 — X| > 81 c{{Xs4x — X{|> 8} y por tanto

s€fa,t]

hy0
S.P{ sup | Xspn — X > 8} < E Xy — X, ——i—> 0, por ser la mar-

sela, t]
tingala X continua por la derecha.

Teniendo en cuenta que la familia de variables (4})iso es equiinte-
grable, queda probada la convergencia buscada.

b) En virtud del lema anterior, el primer término converge debilmente
t

hacia — 3 [ F"(X,)? dA, para cada te T, de lo que se deduce la descom-
. a rt
posicién F(X,) = M, + %J F'"(X,) dA, siendo M una martingala conti-

nua por la derecha y acotada, que ademds es valida para cualquier fun-

cién F de C2(R).
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2.9) Probaremos que la martingala N = M — | F'(X)? dX es cons-

tante, y por tanto igual a I'(X,), para lo cual bastard ver que el proceso
creciente natural asociado a N es nulo, es decir, que

N2 = M2 — ([F/(X)? dX)2 — 2 N. J"F'(X)P ax

es una martingala, lo que demostraremos mediante los siguientes pasos:
a) Las martingalas N y X son ortogonales, es decir, el producto N.X =

= X.F(X) -t X. J”F"(X)’5 a4 — X. J'F’(X)” dX es una martingala
Lin efecto, el proceso natural de variacién acotada asociado a X.F(X),
teniendo en cuenta lo demostrado en el apartado 1.9, cs

“r  (X.F(X))] d4
v puede deducirse de las propiedades de la integral estocdstica que

J’ (X.F"(X))r dd — X. j F'(X)dA y X. f F/(X)? dX — J“ F'(X)? dA son
martingalas.

Como consecuencia, las martingalas N y fF "(X)? dX son también
ortogonales.

b) T,as martingalas A y f F'(X)? dX tienen el mismo proceso creciente
natural asociado, puesto que partiendo de la igualdad

M2 = F(X)* — F(X). [ F/(X)" dA + 1/4 ([ F'(X)? dA) =
F(X)? — M. [ F/(X)? d4 — 14 ([ F"(X)? aA)

el proceso natural de variacién acotada asociada a F(X)2, por lo demostra-

do en 1.9, es j (F'(X))? dA + j (F (X).F"(X))? dA =

= f(l"’\X)2)” ad + [(J[.F"(X))f a4 + % f(f F'(X)? d4). F"(X)? dA,

y basta comprobar finalmente que [(M.F (X)) dA — M r F'"(X)? dA es

una martingala, que los dos tltimos términos de las dos expresiones anterio-

res se anulan y quef (F'(X))? d4d = J (F'(X)?)?dA c.s.,paracada te7. O
Como aplicacién de este teorema podemos citar el siguiente
Ejemplo. — Si X es una martingala de L4 continua por la derecha,

[
se verifica X7 = X2 -+ 2. ( X; dX, + A, cs., para todo teT.

T cfecto, por ser X una martingala, se verifica X? = E(X/G) = X~
v-casi por todo.
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4. APROXIMACION DEL PROCESO F(X) POR POLINOMIOS EN LOS
INCREMENTOS DE ILA MARTINGALA Y DEL PROCESO
CRECIENTE

4.1. Expresion gemeral del polinomio que aproxima al proceso F(X).

Sea X una martingala continua de M,, A su proceso creciente continuo
asociado y F una funcién real derivable con continuidad un ndmero su-
ficiente de veces. Partiendo de la «Férmula de Itd»:

re

FUX) = FUX) + | F(X) X, +1 | F(X) a4,

y aplicando sucesivamente esta descomposicién a las derivadas de la fun-
cién F, nos proponemos expresar el proceso F(X) como suma de un polino-
mio en los incrementos de la martingala y del proceso creciente mds un
cierto término complementario.

La «Férmula de Itd», extendida por Meyer (9) a semimartingalas
continuas a valores en R", permite calcular las siguiente integrales estocds-
ticas

13
J F™ (Xa) (Xs - Xa)p (As - Aa)q dXs =

a

R
PH1
3
J Fe (Xa)' P(Xs - Xa)l)_ 1. (AS - Aa)q dAs -

— Fm (X,) (Xy = X )P+ (4, — A7 —4

t
q -
— | Fm™ (X,). 1 (X, — X )P+1 (4, — AP~ dA,,
L (x). 525 ¢ e )

siendo m, p, g€ N.

La aplicacién de esta férmula ha llevado a obtener la siguiente pro-
piedad, que se demuestra por induccién sobre #.

Lema. — Si designamos por S, (Z), siendo % y # naturales tales que
k < m,la suma de las () integrales reiteradas de la variable Z, F, -medible,
n — k veces respecto a X y % veces respecto a A, obtenidas al permutar el
orden de las integrales, se verifica

k F—;J (—1y (X X \n—k=2 (4 A Veii
s,,(Z)=Z.j§o(n_k~2j)!k!].27( ¢ — X,) (4 — 4,)

Con un procedimiento de calculo de integrales reiteradas basado en el
lema anterior y probando también el resultado por induccién sobre #,
hemos obtenido el siguiente



Contribucién al estudio de la integral estocastica 33

Teorema. — Si I es una funcién de C*+2(R), se verifica la descom-
posicién )
F(X) = P,(I(X) + Qn (F(X) + T, (F(X,), siendo
PL(F(X) = ¥ 4 F0 (X) (X~ X",
: N
F(X)=YFrh(x )1 ¥ = (XX, )24, - A, )kt
QUEEN=IFH 0| 8 e X A
n+1 1 '
T, (F(X)) = X 5 Sar (Forken (X)),

Observemos que los términos P, v (), son combinaciones lineales de
expresiones del tipo I'V) (X,) (X, — X,) (4, — A,), siendo » =i + 2j y
variando 7 desde 0 hasta 2#. El ntimero ¢ + 27 puede interpretarse como el
grado del producto (X, — X,) (4, — A,)7, si asignamos al proceso crecien-
te el grado 2 teniendo en cuenta la relaciéon E(4, — 4,/F,) = E(X, —
- Xa)2/ F a)'

El término T, que viene dado en forma de integrales reiteradas, lo
denominaremos término complementario y estudiaremos su convergencia
hacia cero cuando ¢ — a.

4.2. Convergencia hacia cevo del tévmino complementario.

Considerando en primer lugar el caso particular de un proceso W
de movimiento browniano, y teniendo en cuenta que la dificultad de ob-
tener aproximaciones polinémicas por trayectorias indica que deberdn
utilizarse convergencias en norma y 1o casi seguras, hemos obtenido la
siguiente

. . w, L?
Proposicion. — El cociente L) > 0 para cada # € N.
mj2 t—0
Demostracion. — Por induccién sobre #, expresando T, en funcién de

los términos complementarios anteriores y aplicando el teorema del valor
medio del calculo integral. O

En el caso de una martingala X continua de 7, con proceso creciente
asociado 4, la generalizacién de la propiedad anterior da lugar a la conver-

E(T3) _
A, w) i e 0 para cada e N y cada w € Q.

gencia
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