SOBRE TOPOLOGIAS LLOCALMENTE CONVEXAS
EN ESPACIOS DE SUCESIONES

por
MANUEL TorT PINILLA
(Segunda parte)

¥n el presente volumen se publican solamente los dos ultimos capftulos de este articulo. Los tres restantes
aparecieron en el numero anterior.

Carituio IV

CONDICIONES PARA LA COINCIDENCIA DE LA TOPOLOGIA
NORMAL CON LA DE MACKEY EN LOS ESPACIOS ESCALONADOS
Y CO-ESCALONADOS DE ORDEN p.

Los resultados de este capitulo suponen una ampliacién de los resul-
tados sobre la coincidencia de la topologia normal con la de Mackey en los
espacios escalonados y co-escalonados de orden p, que presentamos en
las T Jornadas Matemadticas I uso-Espaifiolas [17].

En este capitulo, las topologias débil, normal, de Mackey y fuerte
en espacios de sucesiones E > ¢ se considerardn siempre respecto del sis-
tema dual (E, E¥).

Para cada sucesién positiva a = (a,) y cada ndmero real p > 1, con-
sideremos el espacio A2 formado por todas las sucesiones x = (,) tales
que la serie

-
J
Y a,1x,[P
n=1
es convergente.

Dado un sistema creciente y completo de escalones (¢*) y un ntumero
real p > 1, los espacios

E=f(M v F=/{) 0
k=1 k=1

sc llaman los espacios escalonado y co-escalonado de orden p, respectiva-
mente, correspondientes al sistema de escalones (at).
Estos espacios son perfectos v ax-duales el uno del otro. Para p > |,
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el espacio escalonado de orden p es un espacio de Fréchet reflexivo con la
topologia de Mackey.

Si E es un espacio escalonado de orden 1, E es un espacio de Fréchet
con la topologia normal que, por tanto, coincide con la de Mackey. Estu-
diamos, a continuacién, la coincidencia de la topologia normal con la de
Mackey en los espacios escalonados de orden p para p > 1.

OBSERVACION 10. — Sea M un subconjunto de un espacio normal
de sucesiones E. Se verifica trivialmente que A estd contenido en la
envoltura normal de un elemento de E si y sélo si la sucesién s = (s,),
s, = sup |x,|, pertenece a E.

reEM

La necesidad de la condicién expresada en el siguiente teorema la
demostramos en [17], proposicién 5, pag. 210.

TEOREMA 28. — Sea (a*) = ((ay)) un sistema creciente y completo
de escalones y sea E el correspondiente espacio escalonado de orden p
(para un p > 1). Una condicién necesaria y suficiente para que la topolo-
gia normal en E coincida con la de Mackey es que para cada & € N exista
un N (k) > & tal que la serie

ko\q
¥ (%})P’ con ! + L 1,
y b q

sea convergente (la suma extendida a los indices # € N tales que aj ® 7 0).

Demostracion.

Suficiencia :  Suponiendo que se cumple la condicién demostraremos
que todo subconjunto acotado de E* estad contenido en la envoltura normal
de un elemento de E*. Por tanto, todo subconjunto acotado de E* serd
equicontinuo para la topologia normal. Tuego, la topologia normal coin-
cidird con la fuerte, y por tanto con la de Mackey.

Sea B un subconjunto acotado de E* = loj( N)*. Por ser la topologia
k

del ntcleo localmente convexo

E= (] Ma[BNe (W]
k=1

la fuerte B (E, E¥), B es equicontinuo para esta topologia. TLuego, existe un
keN y B esta contenido en (Mx)* y es acotado en este espacio. Suponga-
mos, primero, ue a* tiene infinitos términos iguales a cero e infinitos tér-
minos distintos de cero.

Sean

N;={1zeNiaﬁ=:0} by NZ:meNIaﬁ%O}
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’ " ., . . . .
Ni vy N con la ordenacién inducida por la de N se identifican con su-

. . . ’ ’ "
cesiones estrictamente crecientes de ndmeros naturales {#;} y {#;} res-
pectivamente.

Mi=0®8l vy (Ma)f=o¢ 43U

(M)* descompone en suma directa de dos subespacios seccionales: ¢ co-
rrespondiente a los indices de N} y el transformado diagonal de ¥ = (i)
por la sucesién ((ak)!/#) correspondiente a los indices de Nj. Sean

B = {(uy) |u=(m)eByce vy
B"= {(#,y) | v = (u,) e By c 81

i

B’ y B” son acotados en ¢ y en 3 respectivamente.
Por ser B’ acotado en ¢ es de dimensién finita. Luego,

S,y = sup |u,| < o
i u€ B g
v existe un nidmero finito de indices 2 € N para los cuales Sy, 7 0. Luego
(Sn;) €.

Puesto que B” es acotado en 3/, existe un nitimero real R > 0, tal
que para todo # = (#,) € B se tiene

ol \ & (il N o
n‘e‘:N,’; (an)ti? i§1 (dﬁg) vp ) S

Si n e Nj se verifica

_]u'n]q < E ( Iunl )q < Rq.

(abyite ~,exi\(ak)re

Puesto que esta relacién es valida para todo # = (u,) € B, se tiene para
todo % € Nj.

se =sup |u,] < R (a,)"?. (14)
ueB

Por verificarse la condicién del enunciado, existe N (k) > % y la serie

. aﬁ alp
2-”‘ B (15)
"Ny \O

" Nk .
es convergente (Nyu == ne N |ah® = 0}). Puesto que el sistema de es-
. . s " "
calones es creciente, se tiene facilmente Ny c Ny .
Tuego, se tiene
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) q \q
3 (i) =3 i)+ Bl 00
neN" (a;:l(k))l/p ncN'f -—.\’; k))lli’ n:\ ( " (k))I/p (

N (&) N @

La primera suma es finita puesto que tnicamente hay un ndmero finito

de indices # ¢ N” tales que s, # 0, y la segunda serie es convergente por
(14) v (15).

Si suponemos que el complementario de Nyw, N — N_'{-(k), es infinito,
se tiene por (16)

(sn)nc N ) € 8 Zq

(s )”¢Nv(k)e ?-
Por tanto
(Sn) EpDON = (7\{,’1\'(1-))'1‘ c E*,

y B estd contenido en la envoltura normal de (s,).
Si el complementario de Ny fuera finito, la relacién (16) implicaria

(s,) € 81 = (Mww)* ¢ E,

y se llegaria al mismo resultado.

Si la sucesién a* dnicamente tiene un ndmero finito de términos igua-
les a cero, por ser el sistema de escalones completo, podemos encontrar
un k' > k tal que la sucesién a* tenga todos los términos distintos de
cero; en este caso

Bc (M)F ¢ (M),

y la demostracién es andloga.
Si la sucesion a* pertenece a o, se tiene

T

(M) = o.

v B estd contenido en la envoltura normal de un elemento de ¢ puesto que
es acotado y, por tanto, de dimensién finita.

LeMA 10. — En las mismas hipdtesis que en el teorema 28 si se veri-
fica la condicién: Para cada £ e N existe un N (k) > % tal que la serie

ko o\alp 1 1
¥ (—aﬁ—) , com - A - =1,
=g g
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es convergente (la suma extendida a los indices # € N tales que a;, ® 7 0),
para un pg > 1, también se verifica para p = 2"(pg — 1) 4 1, para todo
neN.

Demostracion. — Sea k € N. Por verificarse la condicién para pg, existe
un N (k) > k& y la serie

k
¥ (o)™ e L
nepr (lf(k) ’ 150

es convergente (siendo P = meN |ay® # 0y).
Dado N (k) € N, aplicando de nuevo la condicién para pg, existe un
N (N (%)), que representaremos por M (k) tal que la serie

N (k) \ q0/to
¥ (%
dnd M m

neP \QAy

+ o =1,

1
90

es convergente (siendo P = (neN |ay® #0)).

Puesto que M (k) > N (k), se tiene P ¢ P, lo que implica que la serie

N (k) \ do/p
ner di{ ®
es convergente.
Para n € P, sean

o LV
(1 "
Yn = X Ye Vo= =rm (17)
a (k) a¥ (k)
y sea
w1
Po Po—1

De (237 — 3¥%)2 > 0 se deduce (x,y,)%% < 2%* + %2 Luego, la serie

X (w3, (18)

ner

es convergente.
Sustituyendo en (18) las expresiones (17) se tiene que la serie

ak wf2

A £

Y (7@5) (19)
nel an

eSs convergente.
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Si we P — P, entonces # ¢ P y por tanto a, < ap " = 0. Luego
ak af2
Q e
s ()
neP—P ‘Qy
y por (19) y (20) la serie
k a2 k a2 k af2
a a a
3 <_L_) = 3 (_1_) + 3 (__"_)
wep \ay wep—p \ay ner \a,
es convergente.

Sip=2(pg— 1) + 1, se tiene g/p = go/2p9 = «/2 Luego, hemios
demostrado que para todo ke N existe un M (k) e N tal que la serie

3
S ar qlp
i M (k)

neP \Qy

es convergente para p = 2 (py — 1) 4 1. Por tanto, la condicién se cumple
para este p.
Por recurrencia se obtiene que la condicidn se verifica para

p=2"(pg — 1) + 1, para todo nel.

Lema 11. — En las mismas hipétesis que en el teorema 28, si se veri-
fica la condicién expresada en el lema 10 para un pg > 1, también se
verifica para todo p < p.

Demostracion. — Si p < pg, se tiene
w0 4
o P
donde
1 1 1 1
b0 9o Y 37T g

de donde se sigue la conclusidn.

LemA 12. — En las mismas hipdtesis que en el teorema 28, si se veri-
fica la condicién expresada en el lema 10 para un py > 1, también se
verifica para todo p > 1.

Demostracién. — Si p < po, se verifica la condicién en virtud del
lema 11. Si p > pg existe un # € N tal que p es menor que 2*(po — 1) + 1
y el resultado se obtiene por aplicacién de los lemas 10 y 11.
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A partir del teorema 28 y del lema 12 se obtiene de un modo inme-
diato el siguiente:

TEOREMA 29. — Sea a* un sistema creciente y completo de escalones
y sea E, el correspondiente espacio escalonado de orden p. Si para un
po > 1 coincide en E, la topologia normal con la de Mackey, también
coinciden en E, para todo p > 1.

Estudiamos, a continuacién, la coincidencia de la topologia normal
con la de Mackey en los espacios co-escalonados de orden p para p > L.

OBSERVACION 11. — Sea E un espacio perfecto. Si K es un subconjunto
o (E, E*)-compacto de E, entonces K es N-compacto y la envoltura abso-

lutamente convexa y cerrada I' (K) es N-precompacta y, por ser E[N]
un espacio completo, es N-compacta y por consiguiente es ¢ (E, E*)-com-
pacta. Luego, todo subconjunto de E o (E, E*)-compacto estd contenido
en uno absolutamente convexo y o (£, E¥)-compacto. Por lo tanto, la
topologia de Mackey « (E*, E) es la topologia de la convergencia uniforme
sobre los subconjuntos o (E, E¥)-relativamente compactos de E.

A k . .
Txma 13. — Sea (a*) = ((a4)) un sistema creciente y completo de es-
calones. Si para toda sucesién ¥ = (x,) tal que, para todo & € N, se verifica

lim (af)i/Px, =0

n—> oo
se verifica también, para todo ke N, que la serie

ok
.\.-l Ay Ixulp
n=1

es convergente; entonces, para toda sucesién x = (x,) tal que, para todo

s 2 k: .
ke N, la sucesion ((a.)!* x,) es acotada, se verifica, para todo ke N, que
la serie

"k
2& an Ixnl[)

n=1

es convergente.

Demostracion. — Sea ¥ = (v,) una sucesion tal que, para todo ke N

., k ., .
la sucesién ((a.)!/?x,) es acotada. Sea v == (,) € ® una sucesién conver-
gente hacia cero. La sucesién (|y,|'/?) también es convergente hacia cero;
entonces, para todo ke N, se tiene

lim (“ﬁ)”ﬁ xnl%l””’ =0
#-—> 00
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lo que implica, para todo %k € N, que la serie

) ap | %, 1P 1,]

es convergente.
Para cada k € N, puesto que se cumple para todo elemento (y,) € ¢,

se tiene que ((a}) |«,|?) pertenece a ¢j — 11. Por consiguiente, para todo
todo % € N, la serie

Sk
Y oay x|
n=1

es convergente.

TEOREMA 30 (¥). — Sea (a*) = ((a})) un sistema creciente y completo
de escalones y sea F el correspondiente espacio co-escalonado de orden p
(para un p > 1). Una condicién necesaria y suficiente para que la topo-
logia normal coincida con la de Mackey en F es que para toda sucesién
x = (x,) tal que, para todo % € N, se verifica

lim (ami/*x, = 0,

n—> 00

se verifica también, para todo & € N, que la serie

"k
X anlz,|?
n=1

es convergente.

Demostracién. — Puesto que la topologia normal es menos fina que
la de Mackey, las dos topologia coincidirdn si y sélo si todo subconjunto
de F* equicontinuo de la topologia de Mackey, también es equicontinuo
de la topologia normal. Considerando E = F* en la observacién 11 se
tiene que los subconjuntos de I* o (¥, F)-relativamente compactos son
los = (F, F*)-equicontinuos. Luego, las topologias normal y de Mackey
coincidirdn si y sélo si todo subconjunto K de F* o (F*, F)-relativamente
compacto estd contenido en la envoltura normal de un elemento de F*.

Necesidad :  Supongamos que la topologia normal coincide con la de
Mackey en el espacio co-escalonado F.
Sea ¥ = (x,) una sucesién tal que, para todo % € N, se tiene

: k
lim (an)V?x, = 0.
#7n—>oC

Entonces, la sucesién de elementos de I** x,¢" €@ c I'* es B (I, IY)-con-

(*) Este tcorema, muy parecido a la proposicién 6 presentada en las I Jornadas
Matemadticas Luso-Espafiolas [17] pig. 213, sustituye a aquella, en la que lamentable-
mente se deslizé un error. No obstante, tanto el enunciado como la demostracion
de aquella proposicién son correctos en el caso p = 1.
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vergente hacia cero, y por lo tanto, también es o (F*, I')-convergente hacia
cero. Por ser ¢ (I'*, F)-convergente, el conjunto

U @,y =M
1

"=

es o (F*, F)-relativamente compacto y, por coincidir las topologias normal
y de Mackey en F*, estd contenido en la envoltura normal de un elemento
de F*. Luego, teniendo en cuenta la observacién 10, la sucesién |x| = (|x,]),

|%,] = sup |v,| pertenece a F*. Por tanto, para todo % € N, la serie
yeM
pINAENL
n=1

es convergente.

Suficiencia: Sea K un subconjunto de I'* o (F*, I')-compacto y sea
s=(s,), s, =sup |x,|. Sea C el conjunto
€K

nl-——Jl {s,e"%.

Para cada » e N, la aplicacién que a una sucesién x = (x,) € I'* le
hace corresponder x, es o (F*, F)-continua y, por ser K o (F*, F)-com-
pacto, para cada »# € N, existe una sucesién x = (x,) € K tal que |x,| = s,,.
Luego, para todo # € N la sucesién de elementos de F* (s, e") pertenece a la
envoltura normal de K. Puesto que N (K) es o (F*, F)-relativamente com-
pacta y C c N (K), se concluye que C también lo es y, por lo tanto,
C u {0} es o (F*, I')-compacto. Puesto que los conjuntos compactos de F*
coinciden con los compactos por sucesiones y que toda sucesién de ele-
mentos de F* ¢ (F*, F)-convergente es convergente por coordenadas, se
tiene que toda sucesién parcial de (s,e¢") contiene una parcial o (F*, F)-
convergente hacia cero, lo que implica que (s, ¢*) es o (F*, F)-convergente
hacia cero. por lo tanto (s,e") es < (F*, F)-acotada.

Luego, para todo & € N, se tiene que la sucesién (a,’i)‘li’ s, es acotada.

Supongamos que se verifica la condicién. Luego, en virtud del lema 13,
para todo ke N, la serie

Nk
E Ay (Sn)P
n=1

es convergente, lo que implica que la sucesién s = (s,) pertenece a F*.
Por lo tanto, K estd contenido en la envoltura normal de un elemento
de I*. Luego, la topologia normal coincide con la de Mackey en F.

LEMA 14. — En las mismas hipétesis que en el teorema 30, si se veri-
fica la condicién: Para toda sucesién x = (x,) tal que, para todo ke N,
se verifica

lim (af)/Px, = 0

n—>CQO
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se verifica también, para todo & € N, que la serie
0
k
X a %,
n=1
es convergente para un po > 1, también se verifica para todo p > 1.

Demostracion. — Supongamos que se cumple la condicién para un
po=1yseap > 1. Sea x = (x,) una sucesién tal que, para todo ke N,
se verifica

lim (ah)?x, = 0.

#—> 00

Entonces, para todo & e N, se tiene

Hm (ak)i/re|x, P70 = 0.

f7—>00

Aplicando la condicién para pgy se concluye que, para todo & € N, la serie

&
X alx,l
n=1

es convergente.

A partir del teorema 30 y del lema 14 se obtiene de un modo inmediato
el siguiente:

TEOREMA 31. — Sea 4* un sistema creciente y completo de escalones
y sea F, el correspondiente espacio co-escalonado de orden p. Si para un
po > 1 coincide en F, la topologia normal con la de Mackey, también
coinciden en F, para todo p > 1.

CAPITULO V

EL ESPACIO Ei

DEFINICION 4. — Sea E [T] un espacio localmente convexo de suce-
siones. Ilamaremos EF al conjunto formado por todas las sucesiones
u = (u,) € E* tales que la seminorma p,

oL

Pu (x) = . Iunxnl» X = (xn,) eE,

n=1

es T-continua.
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TEOREMA 32. — Sea E [T] un espacio localmente convexo de sucesio-
nes. Ef es un espacio de sucesiones normal. Si la topologia T es mds
fina que la de la convergencia por coordenadas Ef contiene ¢.

TEOREMA 33. — Sea E [J] un espacio localmente convexo de sucesio-
nes que contiene . Existe una aplicacién lineal inyectiva de Ef en el dual
topolégico (E [T])" (Luego, podemos considerar EF c (E [T])’).

Demostracion. — Definimos una aplicacién ¢ : Ef — (E[T])" que a
cada elemento » = (u,) € EF le hace corresponder la forma lineal

Puesto que u = (u,) € Ef, la seminorma p, es J-continua. Luego, la
relacién

& 2
[ ()] = | El Uy % | < El li,%,] = pu (%),  x=(x)€E,
n= "

implica que ¢, pertenece a (E[T])".
La aplicacién ¢ es lineal y, puesto que E contiene o, es inyectiva.

Con la notacién del capitulo II tenemos el siguiente:

TEOREMA 34. — Sea E [J7] un espacio localmente convexo de sucesio-
nes donde T es una topologia mds fina que la de la convergencia por coor-
denadas. Se verifica

Demostracion. — Puesto que Sy es menos fina que 7, se tiene inmedia-
tamente

ES,c E7,
Si we [N (E),, la seminorma p,, en [N (E)], es Sy-continua, y su

restriccién a E es Sy-continua puesto que la topologia S5 induce en E la
topologia S;. Luego

N (BN ¢ S,
Basta, pues, demostrar la inclusién

Ef ¢ [N(E)]S
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Sea u = (u,) € EF. La seminorma p, en E es J-continua. I,uego, para
todo € > 0, existe un J-entorno de cero U en E tal que

0
pu(®) = X |u,x,] < e

n=1
para todo x = (x,) € U.
Si x = (x,) € C (N (U)), existen ntimeros reales Ay, ..., A, con A, > 0,
o0
para 1 <k<m y Y A = 1, sucesiones al = (a,l,), ey 0™ == (o), con

k
x| <1, para 1 < kR <m y para todo #e N, y elementos x! =

S

"

1.1 "
Xy, = N O Xy oo + Ay 0y Xy

para todo # € N.
Luego, se tiene

o0

pulr) = X w2, | = X [, (0 T+ e Ny )| <

n= n=

SMY Ju x4 Fr Y Ju, 2 <+ A e =
n=1 =1
Luego, puesto que si U es un J-entorno de cero en E, C (N (U)) es un
S%-entorno de cero en [N (E)], la relacién anterior, vélida para todo
x = (x,) € C (N (U)), implica que la seminorma p, en [N (E)] es Sy-conti-
nua. Iuego,
uelN (E)]s"I

CororArIO. — Sea E un espacio de sucesiones y T y T’ topologias
localmente convexas en E mds finas que la topologia de la convergencia
porcoordenadas. Si T y J’ tienen la misma topologia sélida asociada se
tiene

LeEMA 15. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones.
Se verifica la igualdad:
EXw,n = [N (F)].
Demostracion. — Se tiene de un modo inmediato, a partir de la defi-
nicién de E;-\r (E, F)

F c Exw,n

y puesto que, en virtud del teorema 32, EX (x, ;) es un espacio de sucesiones
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normal, se tiene
[N (F)]c EXe p

Para establecer la inclusién contraria consideramos un elemento
u = (u,) de EX &, r). La seminorma p, es N (E, F)-continua. Luego, exis-

ten elementos vl = (v3), ..., v = (v}) de F tales que
Pu®) < SUD P (1) < pu (1) + . A+ Pom (1),
1<k<sm

para todo x € E.
Puesto que E contiene ¢ aplicando la desigualdad anterior a x = e,
para cada n € N, se tiene

1
|2, ] < |vg] -+ .. V0],

lo que implica » € N ([N (F)]). Por tanto, puesto que, en virtud del corola-
rio del teorema 1, [N (F)] es un espacio de sucesiones normal, se tiene

ue [N (F)].

TEOREMA 35. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones,
donde F es un espacio normal. I,a topologia N (E, F) es la menos fina
entre las topologias T compatibles con la estructura de espacio vectorial
de E tales que

Demostracion. — En virtud del lema 15, y puesto que, por ser F normal,
[N (F)] = F, se tiene
Ej\‘v(];’ F) = F.
Sea T una topologia en E, compatible con la estructura de espacio
vectorial de E, tal que Ef = F.
Si u = (u,) € I, entonces # € EY;, y por tanto la seminorma p, es
TJ-continua.

Puesto que el sistema de seminormas {p,},.r define la topologia
N (E, F), resulta que la topologia es menos fina que 7.

TroREMA 36. — Sea E [T] un espacio localmente convexo de sucesiones
que contiene ¢, donde J es una topologia sélida. Si (E [T])’ ¢ E*, entonces

E; = (E[T)).

Demostracion. — Si u = (u,) es un elemento de (E [T])' c E*, para todo
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e > 0, existe un J-entorno de cero U en E, normal en E, tal que
sup | X %, %,| < e
x€U n=1
En virtud del lema 3 y de la desigualdad anterior, por ser U normal
en E, se tiene

n=1 n=1

lo que implica que la seminorma p, es T-continua.
Luego, u € E, lo que implica

(E[T) c EF

Por otra parte, la inclusién

Ef c (E[T)
se verifica en virtud del teorema 33.

CoROLARIO. — Sea E [T] un espacio localmente convexo de sucesiones
que contiene ¢, donde T es mds fina que la topologia de la convergencia
por coordenadas, tal que (E[J])’ ¢ E*. El dual topolégico de E con la to-

pologia sélida asociada Sy es el espacio Ef.

Demostracién. — En virtud del teorema 34, se tiene Ef = Es , y
aplicando el teorema anterior, teniendo en cuenta que por ser S; menos
fina que T, (E[S7))' c (E[T]) c E*, se tiene EJ = (E[Ss])’. Luego,
Ef = E[SA).

TEOREMA 37. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones,
donde F es un espacio normal, y sea 7 una topologia localmente convexa
en E. Ef = (E[T])’ = F si y s6lo si 7 es mds fina que la topologfa normal
N (E, F) y menos fina que la de Mackey = (E, F).

Demostracién. — Supongamos, primero, que T es mds fina que N (E, F)

y menos fina que < (E, F). Por ser J mds fina que N (E, F), teniendo
en cuenta el teorema 35, se tiene

F = E;I(E,F) c E;'r
Por ser T menos fina que < (E, F), se tiene

(E[T])) c (E[=(E, F)])' = F.
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Puesto que por el teorema 33, Ef ¢ (E[T]), se tiene

FcE7c(E[T) cF,
lo que implica
Ef = (E[7)) = F.

Reciprocamente, supongamos
Ef = (E[T) =F

Ef = F implica, por el teorema 35, que T es mds fina que N (E, F)
v (E[7T]) = F implica que J es menos fina que 7 (E, F).

COROLARIO. — Sea E [T] un espacio localmente convexo de sucesiones
que contiene ¢ tal que (E [T])’ ¢ E*, siendo J mds fina que la topologia de
la convergencia por coordenadas. La topologia sélida asociada Sy es mds

fina que la topologia normal N (E, E¥) y menos fina que la de Mackey
= (E, E¥).

Demostracién. — En virtud de los teoremas 34 y 36 se tiene
Ef = Eg, = (E[S7]),
v la conclusién se obtiene por aplicacién del teorema anterior.

TEOREMA 38. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones.
El espacio EJz r) coincide con el espacio o.

Sea (E, F) un sistema dual. Si U es un subconjunto de E, se llama
polar de U al subconjunto de F definido por

Ud={uekF | |{(u x|l <1 para todo xe U}

Si U es absorbente en E, U9 es acotado. U0 es la envoltura absoluta-
mente convexa y o (E, F)-cerrada de U.

Si (E, F) es un sistema dual de espacios de sucesiones y U un sub-
conjunto de E, definiremos, a continuacién, el polar normal de U. Estudia-
remos sus propiedades para utilizarlo, mas adelante, para dar una repre-
sentacion, en el caso (E [T])’ ¢ E*, de la topologia sélida asociada Sy como
topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos de una familia

de acotados de EF, y para dar una representacién de E;.

DEFINICION 5. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones
v U un subconjunto de E. Definimos el polar normal de U como el subcon-
junto de F
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U0 ={u=(u,)eF|Y |#,%,] <1 paratodo =x=(x,)eU}
n=1

TEOREMA 39. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones
y U un subconjunto de E. El polar normal de U es un subconjunto de F
absolutamente convexo y normal en F.

TrOREMA 40. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones
y U un subconjunto de E. El polar normal de U estd contenido en el
polar U0,

CorROLARIO. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones
y U un subconjunto absorbente de E. El polar normal de U es acotado.

TEOREMA 41. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones.
Si U es un subconjunto de E normal en E, su polar normal UD es igual a
su polar UOC.

Demostracién. — Basta tener en cuenta las definiciones de UO y
de U0 y aplicar el lema 3.

LeMA 16. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones.
Consideremos el sistema dual ([N (E)], F). Si U es un subconjunto de E
(entonces C (N (U)) c [N (E)]), se verifica la igualdad

Ub = (C(N(@)E
Demostracién. — Puesto que U c C (N (U)), se tiene facilmente
UD 5 (€ (N (U))0

Para demostrar la inclusién contraria, consideremos un elemento
u = (u,) de UD y sea x = (x,) un elemento de C (N (U)).
Puesto que x = (x,) € C (IV (U)), existen ntimeros reales 1y, ..., A, con

m

N >0 para 1< k<my Y A =1, sucesiones al = (oc,‘,), ey 0™ = (o),

n=1
con |of| <1 para 1 < 2 < m y para todo neN y elementos x! = (x,),
y e X" = (%) de U, tales que

1 1 m  m
Xn = A oty X+ .o + )\md-n Xn s

para todo n e N.
Luego,

78

0
REEARS X, (2 o Ty e Ayl )| <
"=

<n X 16, %] + oo+ D Zl 6, 20| < Ay + oo F 2 = 1,
n=

n=

n
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lo que implica que u = (u,) pertenece a (C (N (U)))X.

TEOREMA 42. — Sea (E, F) un sistema dual de espacios de sucesiones
v U un subconjunto de E. Se tiene

Ut = C(N(O)nE,

donde C (N (U))nE representa la o (E, F)-adherencia de C (N (U)) nE.
Demostracion. — Puesto que
UcC(NWU)nE cC(N(U))
se tiene facilmente
(€ OV (U))B ¢ (C (N (U)nE)D ¢ UD.

de lo que se deduce, teniendo en cuenta que en virtud del lema 16
Uo = (C (V (U))2.

Ut = (C(N (U))nE)T;
y por ser C (N (U)) n E normal en E, por el teorema 41, se tiene
U0 = (C (N (U))n E).

Puesto que por el teorema 39, UO es normal en F, aplicando nueva-
mente el teorema 41, se tiene

Uoo = (C (N (U)) n E).

Luego, como C (N (U))n E es absolutamente convexo, se verifica

Uoo =C(N{O)nE

TrOREMA 43. — Sea E[J] un espacio localmente convexo de suce-
siones que contiene ¢ y tal que (E[T])’ ¢ E®, siendo T mds fina que la
topologia de la convergencia por coordenadas. La topologia sélida aso-
ciada Sy es la topologia de la convergencia uniforme sobre los polares

normales en Ef de los T-entornos de cero.

Demostracion. — Los conjuntos C (N (U)) n E, para U T-cutorno de
cero, forman base de entornos de cero de la topologia S.

Si U es un J-entorno de cero, a partir de los teoremas 39, 41 y 42, se
obtiene

U0 = yoo = C(N(U))nE,
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donde C (N (U))nE es la o (E, Ef)-adherencia de C (N (U))nE.
El resultado se obtiene del hecho de ser, en virtud del corolario del
teorema 36, (E[Ss]) = E7.

El siguiente teorema nos proporciona una representacién del espa-
cio Ey.

TEOREMA 44. — Sea E [T] un espacio localmente convexo de sucesio-
nes y sea [ una base de T-entornos de cero en E. Se tiene

Ef =y Uo,

welU

donde los polares normales se consideran en E-*.

Demostracion. — Sea U € U y sea 1 = (u,) un elemento de E* tal que
ue U, Se tiene

para todo ¥ = (x,) € U, lo que implica que la seminorma p, es J-continua,
y por tanto w e Ey.
Luego,

U UD c Ef.
{

uel

. 1 . .
Por otra parte, si u = (»,) e Ey, la seminorma p, es J-continua.
Existe, pues, un T-entorno de cero de la base tal que

kel
{)u (x) = EI !”’uxnl <1
n=

para todo ¥ = (x,) € U. Luego, # € UD y por tanto

U un.

well
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