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ABSTRACT
Let {X,} be a symmetric random process and let f(X1, Xgyee, Xn, o)
be an integrable mapping f : R¥N — R then the symmetrized of order n of f, Spf

A
[2,1], converges a. e. to f [2,2].

This generalization of the ergodic theorem for symetric process led us to study
processes not nwecessarily symmetric, taking values in a compact metric y space
and such that f: Y¥ — R is continuous.

The main results are:

A
— If, for a given P on YV, S, [—f P a.e., then the symmetrized of order n

A
of P, S} P [3,1], coverges weakly to some symmeiric probability P [3,3].
A poin y€ Y belongs to C = {ylye YN, lim S,f(y) exists for eacy
A

fe c(y¥ )} [3,4], if and only if S, Py coverges weakly to some P, Py being the
unit probability at y. [3,4].

When Y is a finite set we show:
— yEC iff the frequency of every state in the period T, (4,1] converges.
— The sets C and D = C are dense in Y.
— Py is an independeni probability on Y.
— The transformation of symmetrization led us to the resuls that the only symme-
tric probabilities which verify Savage’s zero-one law are the independent symme-
tric probabilities.
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INTRODUCCION:

Una tematica importante en el estudio de las leyes fueries de los grandes
niimeros es la generalizacién del feorema de Kolmogorov a los procesos o
sucestones simétricas de variables aleatorias; es decir, sucesiones X, X, ...,
X, ... cuya distribucién de probabilidad es invariante por las substitucio-
nes de N con soporte finito, propiedad que equivale a la simetria de todas
las funciones de distribucién Fy, x,  xu(%1, %2, ..., %,,).

La aplicacién de la feoria de las martingalas, y en particular del feore-
ma de convergencia de Doob, al problema indicado, ha conducido al feorema
ergodico de las sucesiones simétricas. «Si X1, X,, ..., X, ... es una sucesion
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simétrica de variables aleatorias y si fi R — R es integrable segtn la pro-
babilidad inducida por estas variables, entonces

" n

converge casi seguramente hacia una funcién f.» Si las variables son inde-
pendientes y semejantes se obtiene, como caso particular, el teorema de
Kolmogorov.

La constancia casi segura de la funcién limite f es de especial interés
en toda la teoria y esta propiedad se demuestra, para sucesiones de varia-
bles independientes, a partir de la ley del cero-uno de Kolmogorov, «Si {X,}
es una sucesién de variables aleatorias independientes, entonces los su-
cesos asintéticos tienen probabilidad cero o probabilidad uno». La rela-
cién de este resultado con las propiedades de simetria ha sido sefialada
por la ley del cevo-umo de Savage: «Si {X,} es una sucesiéon de variables
aleatorias semejantes e independientes, entonces todo conjunto de la
c-dlgebra de los conjuntos simétricos — la cual contiene la o-dlgebra de los
conjuntos asintéticos — tiene probabilidad cero o probabilidad unov.

En este trabajo se parte de funciones que dependen de todas las varia-
bles de la sucesién, f(Xi, X, ..., X,, ...), es decir de aplicaciones de RY en
R y se introduce S, f[2, 1], que es la simetrizada de orden » de fy que
generaliza la férmula cldsica de f, dada anteriormente. Las propiedades de
S,.f ponen de manifiesto el papel desempefiado en este problema por los
grupos finitos de substituciones y permiten obtener una generalizacién
del teorema ergddico de las sucesioncs simétricas [2, 2].

A partir de este resultado se plantea el estudio de la convergencia casi
segura de S,f en la hipdtesis de procesos no mecesaviamente simétricos. Este
objetivo, fuera del marco y de las técnicas de las transformaciones que con-
servan la medida, conduce a considerar procesos cuyos valores pertenecen
a un espacio métrico compacto (Y, d). En este planteamiento, la estructura
topoldgica permite restringir razonablemente el estudio de la convergencia
de S,f al caso de las funciones continuas f: YV — R y la condicién de es-
pacio métrico permite introducir la convergencia débil de medidas.

Para desarrollar estas ideas se introduce S;u [3, 1], que es la simetri-
zada de orden # de la medida p y se demuestra que la convergencia casi
segura, segiin la probabilidad P, de S,f, para toda funcién continua, im-

plica la convergencia débil de S;P hacia una probabilidad simétrica P
[3, 3]. Asi, en este caso, a un proceso no simétrico se le asocia otro que
posee la probabilidad de simetria. Se introduce el conjunto de convergencia
C, o conjunto de los puntos y de Y7 tales que S, f() es convergente para
todas las funciones continuas [3, 4] y se demuestra una condicién necesa-
ria y suficiente de pertenencia a C en términos de la convergencia débil de
la sucesién Sj P,; siendo P, la distribuciéon de probabilidad unidad en el
punto y. [3, 4].

Finalmente se estudia el conjunto de convergencia C cuando Y es
un conjunto finito; se obtiene una condicién necesaria y suficiente de per-
tenencia a C en términos del tiempo medio de pertenencia del proceso en
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cada uno de sus estados [4, 1] y se demuestra que los dnicos procesos si-
métricos que verifican la ley del cero-uno de Savage son los procesos in-
dependientes [4,3].

1.— DEFINICIONES Y PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

1.1.— Procesos aleatorios com valores en espacios métricos compactos.

El estudio de una sucesién aleatoria con valores en un espacio métrico
compacto (Y, d), al cual se asocia la g-dlgebra de Borel A generada por su
estructura topoldgica, es equivalente al estudio de una probabilidad P defi-
nida en (J; &) donde Y es el espacio YN =Y X Y, X ... X Y, X ..., cuyos
elementos serdn representados por y = (¥, ¥2, e, ¥y -.) ¥ Q=AY es la
o-dlgebra de Borel asociada al espacio topoldgico .

Tales procesos serdn representados por Y, Y,, ..., Y, ..., notacién
que implica una identificacién de las variables aleatorias con las compo-
nentes del producto cartesiano Y¥ =Y, X Y, X ... X Y, X ... Sin em-
bargo, no es correcto hablar de proceso sin una probabilidad en YV y un
cambio de probabilidad implica un cambio de proceso.

Recordemos que 0 es compacto, que estd metrizado por la distancia

D(y, y") =O§d(y,-,y,-') [2', v que el espacio C(¥) de las funciones reales
i=1

continuas f: Y- R es un espacio normado separable cuyo dual topolé-
gico es el espacio M(Y) de las medidas finitas p. definidas en (I, &), segtin
la férmula de dualidad <, f> = [y fdu.

1.2. — Grupos de substituciones.

Una substitucion o con soporte finito de orden n, en el conjunto de los
ntimeros naturales NN, es una aplicacién biyectiva ¢ : N — N tal que 6(¢) ==
= ¢ para todo 7 > u.

El conjunto de substituciones con soporte de orden # constituye un
grupo @,. Variando # obtenemos G, c Goc ...c G,c ... vy el grupo de
substituciones con soporte finito es G =y G,.

Substituciones de coordenadas:

Una substitucién ¢ induce una transformacién s,: Y — ¥, que llama-
remos substitucién de coordenadas, caracterizada por la igualdad siguiente:

Siye),(y:N —Y), entonces s,(y) =yo L

La imagen de los elementos o del grupo (G, por la aplicaciéon ¢ — s,
constituye un grupo isomorfo a (,, que serd también representado por
G,. Cada transformacién s, es un isomorfismo de YV pero en general no es
una isometria de dicho espacio.
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Substituciones de funciones:

La transformacién s induce una transformacién T :C(Y) - C(Y)
definida por la igualdad siguiente:

Si fe C(Y), entonces T (f) = f.s.

El conjunto de transformaciones correspondientes a los elementos del
grupo @, por la aplicacién s — T forman un grupo §’, antiisomorfo a g,.

Una funcion es simétrica de orden n, o simétrica en las » primeras va-
riables, si es invariante por el grupo §',. Las funciones simétricas son las
funciones invariantes por el grupo G' =y ¢/,

Substituciones de conjuntos.

Andlogamente a las transformaciones 7, de funciones podemos defi-
nir las substituciones de conjuntos, que anotaremos también por T, a
traves de la transformacién de su funcién indicatriz:

Ts (A) == A.' Si lA’ - TS (IA)'

Los conjuntos de la c-dlgebra & invariantes por el grupo G, forman
una c-dlgebra &4, Variando % obtenemos ¢4 > &5>5..> & >d.. ¥
= N & es la c-dlgebra de los conjuntos simétricos, o conjuntos in-
variantes por G'.

Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién medible
sea simétrica de orden % es que sea medible segin &4,. Una condicién ne-
cesaria y suficiente para que una funcién medible sea simétrica es que
sea medible segin &

En el caso de un proceso aleatorio, es decir cuando se tenga una pro-
babilidad P en (J; &) los conceptos anteriores se definiran «a menos de
un conjunto de medida P nula.

Substituciones de medidas.

T, induce una aplicacién T¥ : M(Y) - M(Y), que llamaremos stbs-
titucién de medidas y que se caracteriza por la siguiente definicién:

(T¥(w) (4) = u[T{(A)] o equivalentemente T3(p) = u-T..

El conjunto de transformaciones T} correspondientes a los elementos
del grupo @, por la aplicacién s — T¥, constituyen un grupo isomorfo a G,
que representaremos por Gr.

Una medida es simétrica de orden n si es invariante por el grupo G%
y esta propiedad equivale a la simetria de la medida inducida en el pro-
ducto cartesiano finito Y; X Y, X ... X Y,. Una medida es simétvica si
es invariante por el grupo G* = U Gy Un proceso simétrico induce una
medida simétrica en (I, &)
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Propiedad: T} es la transformacién conjugada o dual de T; es decir
se verifica

[20)-du= | a2

II.— SIMETRIZACION DE FUNCIONES.
2.1.— Simetrizada de orden n de una funcion f.

Si f: Y — R, obtendremos una funcién simétrica respecto de las #
primeras variables si tomamos el promedio de las funciones obtenidas a
partir de f por la aplicacién de las transformaciones del grupo G',, el cual
tiene n! elementos:

Definicion:
Si feC(Y), la simetrizada de orden # es

PRt
Sf=

Es inmediato comprobar que S,f es continua y que S,f = f si y solo si
f es medible &~.

Si f es una funcién que depende sélo de una coordenada, es decir f(Y,),
entonces, para # > k, se verifica

Sn f= f(Yl) +f(Y2) + .. +f(Yn)

n

En efecto, existen (# — 1)! substituciones que transforman f(Y,) en f(Y)).
Andlogamente, si f depende sélo de dos coordenadas se obtendra:

S, f=XfY,Y;)/nn —1), vy estas férmulas se generalizan facilmente.
i

2.2.— Propiedades ergédicas.
Propiedades ergddicas de los procesos veales simétricos.

Si X, X,, ..., X,, ... es un proceso real simétrico que induce una pro-
babilidad P en (R¥,Y) y si g(X;, X3, ..., X,,, ...) es una aplicacién de RV
en R medible e integrable segtin P, entonces S, g converge casi P-segura-

mente hacia una aplicacién g: R¥ - R.
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Demostracién:

1. — Estableceremos que S,g =E[g/ &]. Si Ae &, ysiseg, la
invariancia de 4 por T, vy la de P por T?¥ implica

J Tg) P = Lg iP

y esta igualdad conduce a

J S,gadP =J gaPbP, para todo A €S,
A A

férmula que equivale a la proposicién enunciada.

2.— Elgh o), Elg] S, - E[8)S S -

es una martingala respecto a la sucesién decreciente de o-dlgebras
912 9% D2...0 & >.. La aplicacién del teorema de Doob a este tipo
de martingalas conduce inmediatamente a la convergencia casi segura
de S, ¢

. 8-

Observemos que la funcién limite g, definida casi P-seguramente,
es simétrica y que, en el caso particular que g depende sélo de una coor-
denada, obtenemos el teorema ergédico de las sucesiones simétricas.

Propiedad ergédica de los procesos simétricos con valoves em espacios
métricos compactos:

SiY,,Y, .., Y, ... es un proceso simétrico con valores en un espacio
métrico compacto (Y, d) que induce un a probabilidad P en (J; &) y si
feC(Y), entonces

1.— S, f ———>? casi P-seguramente.

Ly _
2.— S,f—> f, para todo 1 < p << 0.

En efecto: Por ser f acotada es integrable y se verifica la convergencia
casi segura. Por otra parte S,, [ es equiacotada, por lo tanto es equiintegra-
ble y la convergencia casi segura 1mp11ca. la convergencia en norma p.

Observemos que la funcién limite f es simétrica, pero no es necesaria-
mente continua,
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III. - SIMETRIZACION DE MEDIDAS.
3.1.— Simetrizacion de ovden n de una medida .
DEFINICION:

La simetrizada de orden # de una medida @ es

X Tru
Stu=">
n!

Propiedad.:

Sk es la transformacién dual de S, es decir se verifica

J S, fadp = deSz‘ s
y g

3.2.— Convergencia débil de medidas.

Recordemos que una sucesién iy, gy, ..., Wy, ... de medidas definidas

en un espacio métrico (Y, d) converge débilmente hacia w, g, —> @, si se
verifica

(1) [fdu, —> [ fdu para toda funcién continua fe C(Y).

Demostraremos fécilmente que una sucesién de medidas positivas
u, converge débilmente hacia w si la condicién (1) de la definicién anterior
se verifica para un conjunto de funciones continuas que contenga las cons-
tantes y que sea denso en C(Y).

Esta propiedad nos ha permitido obtener una demostracién muy sim-
ple, por aplicacién del teorema de Stone-Weierstrass, del siguiente teorema:

Si p, y @ son medidas definidas en el producto cartesiano numerable

a
Y = Y¥, una condicién necesaria y suficiente para que p, —> @ €s que se

verifique la convergencia debil de las medidas inducidas en los productos
cartesianos finitos Y; X Y, X ... X Y.,

La propiedad «Si Y es un espacio métrico compacto, entonces toda
sucesién de probabilidades P, definidas en Y tiene una subsucesién que
converge débilmente» se demuestra inmediatamente por las propiedades de
la topologia w*(weak star topology) de M (D) como dual topolégico de C(Y).

Recordemos que la convergencia debil de p, hacia p. no implica la con-
vergencia de u,(4) - n(4) para todo conjunto de la c-algebra &; pero
dicha convergencia se verifica si u[0A4] = 0, siendo 0 A la frontera del
conjunto 4.
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3.3.— Simetrizacion de una medida ..
TEOREMA.

SiYy, Y, ...,Y,, ... es un proceso con una probabilidad inducida P y
si, para toda funcién fe C(Y) se verifica S, f — f casi P-seguramente, en-

tonces existe una probabilidad P tal que Sy¥P —»> D
Demostracién:

1.— S,,f — f casi seguramente implica S, f —>? en L' y por lo tanto
S, S, fdP — S, fdP para toda feC(Y), formula que transformada por
dualidad da finalmente la propiedad (a):

Jf-dS;'; P—>jfdP para toda fe C(Y).
¥ ¥

2.— La propiedad (a) demuestra que la sucesién [»fdS; P, para toda
feC(Y) es una sucesién de Cauchy y este resultado, con la propiedad
que S;P contiene una subsucesién débilmente convergente, permite de-
mostrar el teorema.

ProrosicIoN:
P es una medida simétrica.

Demostracion:
Probaremos que P es invariante para todo T¢ de @.

a.— Si T} € Gg, como Sy P es invariante por este grupo se obtiene
St P = T¥[S¥ P] para todo »n > k.
b.— Dado que s: Y — Y es una funcién continua se verifica:

a a ~
S¥P— P implica T¥[S;P]—> TP
3.— Por las propiedades anteriores obtenemos

ad a ~
S¢P—P y S;P—>T{P.

La unicidad del limite demuestra la igualdad buscada.
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3.4.— Conjunto de convergencia C.
DEFINICION:

C = {y|yeY,; existe lim. S,f(y), para toda fe C(Y)}.
C serd llamado el conjunto de convergencia y su complemento se representard
porP.Z:a estudiar el conjunto C, a cada punto y del espacio )’ le asociamos
la probabilidad P,, o probabilidad unitaria en el punto y.

TEOREMA:

Una condicién necesaria y suficiente para que y € C es que la sucesién
de probabilidades S% P, sea débilmente convergente.

Demostracién:
1.— Si y € C, entonces S, f(y) converge, para toda f e C(Y); pero esta

condicién equivale a la convergencia casi segura de S, f respecto de P, y
por el teorema anterior se obtiene la convergencia débil de S} P,

a - =~
2.— Si S P,—> P, entonces [,f dS4 P, — [,f dP, para toda fe C(Y),
y esta propiedad, transformada por la dualidad, implica

Js,,fdpﬁ [fdﬁ, para toda feC ().
Yy Yy

Pero como P, es una probabilidad puntual [S,fdP, = S,f(y) v,
por lo tanto, S,f(y) es convergente para toda funcién continua.
PROPIEDAD:

El conjunto C es medible y simétrico.

Dado que C(y) es separable se puede obtener C como interseccién
numerable de conjuntos medibles y simétricos.

3.5.— Transformacion de simetrizacion.

DEFINICION:
Llamaremos Mq(Y) al conjunto de las medidas finitas u de (I, &)

para las cuales S, f converge casi p-seguramente, para todas las funciones
continuas.
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De esta definicién se deduce inmediatamente que «una condicién ne-
cesaria y suficiente para que una medida positiva p pertenezca a M (DY)
es que u(D) = O» y también que «el conjunto M (D) es un subespacio vec-
torial de M(DY), cerrado respecto de la topologia de la norma.»

DEFINICION:

Si a cada peMc(Y) le hacemos corresponder p = lim. Sip queda
establecida un a aplicacién S: M () — M (DY), que llamaremos aplica-
cion de simetrizacion.

Si dotamos el espacio inicial con la topologia de la convergencia uni-
forme y el espacio imagen de la topologia de la convergencia débil, enton-
ces S es una aplicacién continua.

IV.— ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA Y SIMETRIZACION SI
Y ES UN ESPACIO FINITO.

4.1.— Caracterizacion del conjunto de convergencia C.

Un conjunto finito ¥ = {«y, ay, ..., o,} serd identificado a un espacio
métrico compacto; sus elementos, que se designaran genericamente por
o, seran interpretados como los estados de un sistema; y los puntos y =
= (Y1, ¥2, «» Y» --.) de YV constituiran las trayectorias de un proceso.

Definicién:

Dada una trayectoria y = (yy, ¥a2, ..., ¥, ...), llamaremos frecuencia
absoluta del estado o en el periodo T, = {1,2,...,n} — o también tiempo
de permanencia en o — al ntimero K, («, y), o K, («), de veces que la coorde-
nada o aparece en la secuencia finita (yy, ¥, ...,¥,). Dividiendo por =
obtendremos la frecuencia relativa del estado « o tiempo medio de perma-
nencia en a: &,(o, y) = K, (o, )| .

Dado un elemento «, llamaremos cilindro de base {0} en el espacio Y,
al conjunto 4;(x) = {y| y € I/, y; = o} . Andlogamente, el cilindro de base
{o} X {«'} enelespacio Y; X Y,es 4;;(x, ') = {y|lye V;y, = a,y; = &};
A (o, &) = A;(x) N A;(o) v esta definicién se extiende a cualquier ndmero
finito de elementos en la base.

Propiedad.
El conjunto de cilindros A4;(«), A(«), ..., 4,(«) contituye la érbita de

uno cual quiera de ellos por el grupo §’,. Existen exactamente (n — 1)!
elementos de G, que transforman A,(«) en A4,(«) y, por lo tanto,

_ et elda(@] 4 .. +uld, ()]

n

Shw Ay ()]
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Analogamente, 4, («, '), para todo 7 =1, 2, ..., m; j = 1,2, ..., n; ¢ £ 7J;
es la orbita de A4; ,(«, «') por el grupo G, Existen exactamente (n — 2)!
elementos de G, que transforman A4;;(«, «') en 4, («, «’) y por lo tanto

i#]
nn — 1)

S [ )]
Sty 2w of)] =

Observemos que si P, es la probabilidad puntual asociada al punto y,
entonces P, [A4;(x)] esiguala 1 siy; = a eiguala 0siy; 7 «. Analogamente,
Py[A; (2, &) es 1 siy, = a,y; y = a’; y es 0 en los demds casos.

TT.OREMA.

Una condicién necesaria y suficiente para que y € C es que exista el
limite de &,(«, y) para todo « € Y. Es decir

kn(“’ _7) e k(‘x’ J')'

Demostracién:

1.— Si y €C, entonces k,(x,y) debe converger. En efecto, 4(«) es
un conjunto abierto y cerrado ya que {«} es abierto y cerrado en Y. La

a -
frontera 0 4(«) = ¢ y por lo tanto S} P,— P implica que

K («, ~
S;k‘ P)'LAI(OC)] = (TY) = kn(y" )’) e PLAl(a)]

2.— La convergencia de £,(«, y), para todo «, equivale a la conver-
gencia débil de las medidas inducidas por S}P, en los espacios Y; y si
demostramos la convergencia débil de las medidas inducidas en los pro-
ductos cartesianos finitos Y| X Y, X ... X Y, quedard probada la con-
cién suficiente:

Sioa o,

S1P[Ayy (o)) = 2ol K (Z;) =2t K’i"') . (fﬁ*l)) k() - h(a).

Esta demostracion, con ligeras modificaciones, se extiende al caso
a = o', y se generaliza del producto Y; X Y, a cualquier producto carte-
siano finito. I.a férmula &(«) - (') obtenida en el limite anterior permite
demostrar inmediatamente el
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COROLARIO.

Siy e C, entonces P, = lim. S; P, es una probabilidad independiente,
es decir existe una probabilidad &: &(x;), B(x2), ..., &(e,); en el espacio Y
de modo que P, en Y; X Y, X ... X Y, se obtiene como producto de %
en cada Y,.

Observemos que si Y es un conjunto de dos puntos y adoptamos la
representaciéon o) = 1 y o, = 0, entonces un punto cualquiera de Y%,
y = (¥1,52, -, Yu» ---), que es una sucesiéon de ceros y unos, pertenece a
C si y solo si la sucesién yy, ¥y, ..., ¥,, ... converge en el sentido de Cesaro,
es decir, si y solo si (y; + y5 + ... + ¥,) /n es convergente. Asi, por ejem-
plo, el punto (1,0,1,0,1,0,..,1,0,..) pertenece a C la probabilidad
que P, induce en Y es la uniforme: P,({0}) = 1/2 y P,({1}) = 1/2.

Podemos disponer los ceros y unos en bloques
(1,900,..01,1,..,1,0,0,...,0,1, 1, ..., 1,...), por ejemplo bloques de
1, 10, 100, ... elementos, de modo que el promedio de ceros y unos forme
una sucesién oscilante.

Los teoremas ergdédicos permiten demostrar que C no es el conjunto
vacio, ahora acabamos de establecer que D no es el conjunto vacio.

TEOREMA.
Los conjuntos C y D son densos en YV,
Demostracién:

Recordemos que, dado un e > 0, existe un # tal que, si los puntos y
e y" de Y¥ tienen iguales sus primeras # coordenadas, entonces D(y, y') < «.
Dado un punto cualquiera y de YV y un £ > 0, podemos obtener, por reor-
ganizacién de coordenadas, un punto y; de C y un punto y, de D, tales
que D(y,y1)) < ey D(y,y2) < e

4.2. — Estudio de la rbita de un punto y de P,.

Se demuestra facilmente las proposiciones siguientes:

Propiedad 1.— Si A es la diagonal de YV y si y €A, entonces y e C
y P, es la probabilidad puntual en el punto y.

Basta observar que A es el conjunto de puntos invariantes por G.

El punto y = (1,0, 0, ..., 0, ...) nos facilita un ejemplo de un elemento

que no pertenece a A y cuya f)y es la probabilidad puntual en (0, 0, ..., 0, ...)
eA.

Propiedad 2.— Si y e C y si y’' ¢ A; entonces f)y[{y’ﬂ = 0.
En efecto, si y’ ¢ A, entonces y’ tiene por lo menos dos coordenadas
distintas y la 6rbita de dicho punto por el grupo G es un conjunto nume-
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rable. La invariancia de P, por el grupo G y la c-aditividad de la probabi-
lidad implican la proposicién enunciada.

Observemos que la érbita de y por G, es un conjunto finito y que Sj P,
es la distribucién equiprobable en dicho conjunto.

Propiedad 3-— Si y e C y y' € A; entonces ﬁy[{y’}] es igual a cero o
es igual a uno.
En efecto, basta aplicar que P, es una probabilidad independiente.

Propiedad 4.— Si y € C, entonces ﬁy es una probabilidad puntual en
un elemento de la diagonal principal o es una medida difusa.

Propiedad 5.— Siy ¢ A, entonces la 6rbita de y por G no es un conjunto
cerrado de YV,

4.3.— Estudio de la transformacién de simetrizacion.
DEFINICION.

Sean y e y’ dos elementos de C, diremos que y ~ y’ si P, = P,.. Esta
relacién de equivalencia es simplemente la inducida por la aplicacién de
simetrizacion,

y~—>Py—>ﬁ,

y dado que ﬁy queda determinada por la probabilidad A(x) = k(a'y), &(e'2),
..., k() representaremos las clases de equivalencia por Cy,.

Propiedad.

La transformacién de simetrizacion S: M (D) - Mc(Y), no es conti-
nua débilmente.

En efecto, para concretar mejor las ideas desarrollaremos el ejemplo
siguiente:

Dado el espacio Y = {0, 1}, la sucesién de puntos

y1=(0,1,0,1,0,1, ...); y, = (0,0,1,0,1,0,1, ....)
y3 = (0,0,0,1,0,1,0,1,...), ..., y, = (0, 0, ..., 0, 1,0,1,0,1 ...) ...

converge en ) hacia y = (0;0,0, ..., 0, ...). Por lo tanto P,, - P, débil-
mente y sin embargo P,, no converge débilmente hacia Py, ya que P,,

es constante, k({0}) = 1/2, R({l}) = 1/2, y ﬁy verifica k({0}) = 1 ¥y
k({1}) = 0.

Esta demostracién establece también la siguiente
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Propiedad:

Las clases de equivalencia Cg, no son cerradas débilmente.

"TELOREMA.

Una condicién necesaria y suficiente para que y ~ y’ es que se verifique
lim. S, f(y) = lim. S, f(y’), para toda fe C(Y).

La demostracién es inmediata si recordamos que

Lfdlf‘; = J"yf dﬁy, para toda feC(Y),implica P, = ﬁy:.

DEFINICION.

Sea P una medida en (J/; a); diremos que P es ergddica, respecto del

grupo @', si, para toda fe C(Y), se verifica que el limite de S, f(y) = f(y)
es casi P-seguramente constante.
Analogamente, diremos que un proceso Yy, Y,, ..., Y,, ... es er-
gbdico, si la probabilidad P que induce es una medida ergédica.
Las propiedades enunciadas anteriormente permiten demostrar que
P es ergédica si y solo si existe una clase de equivalencia Cy, tal que
p [Ck(a):[ = 1.

Andlogamente, un proceso Y, Yy, ..., Y,, ... es ergddico si y solo si

el tiempo medio &,(x; y) de permanecncia en cada estado o tiende, para
casi todas las trayectorias y, a un limite %(e; y) que no depende de y.

TEOREMA.
Si P es ergédica, entonces I’ es una probabilidad independiente.

Demostracién:

I.— Si y, € Cyy, entonces lim. S, f(y,) = fly,) =1 == ['yfcif’\k—o.
2.— Para toda fe C(Y) tenemos lim. S,f(y) =1, casi ‘P-seguramente,
por lo tanto L fly)dP =1y

Lfdﬁ :Lﬁzp =1 =Lfd13),n.

La igualdad L f dP = L f df:’y(,, para todo feC(Y) implica P = ﬁ),o
y sabemos ya que esta dltima medida es independiente.
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COROLARIO.

Una condicién necesaria y suficiente para que una medida simétrica
P sea ergddica es que sea independiente.

Eu efecto, basta observar que toda medida simétrica P coincide con P,
Este enunciado, a su vez, implica la siguiente

ProOPIEDAD.

Las tnicas medidas simétricas que verifican la ley del cero-uno de
Savage son las independientes.

En efecto, si P no es independiente, debe existir una funcién continua
Jo tal que fy no sea casi P-seguramente contante y por lo tanto en la o-
algebra S, debe existir algtin conjunto de probabilidad distinto de cero
y de uno.
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