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ABSTRACT

En este trabajo se interpreta, en términos de dlgebras de
Clifford, y se demuestra completamente la corresponden-
cia entre formas ternarias enteras y érdenes cuaterniéni-
cos descubierta por Brandt [3]. La demostracién es cons-
tructiva y permite el cdlculo efectivo. También se dan
ejemplos de la correspondencia y de algunas aplicacio-
nes de la misma. La exposicién es esencialmente auto-
contenida.

INTRODUCCION

Es sabido que existe una correspondecia inmediata en-
tre las formas unarias enteras y los érdenes de cuerpos
cuadriéticos, y que una estrecha relacion liga el estudio de
las formas binarias enteras con la aritmética de tales 6r-
denes. Si deseamos obtener una situacién similar para
formas ternarias y cuaternarias enteras, debemos sustituir
los cuerpos cuadraticos por las dlgebras de cuaterniones
racionales y considerar sus 6rdenes. De mantenerse la si-
militud con las dimensiones mas bajas, deberia existir
una correspondencia entre las formas ternarias enteras y
los érdenes cuaterniénicos. Este es el tema central del
presente estudio. Histéricamente, el primero en conside-
rar las dlgebras de cuaterniones racionales fue Hermite
[6], en 1854, en su estudio de las formas cuadréticas (ver
Observacion 1.21 mds adelante), pero el desarrollo del
tema que nos ocupa se produjo, en su mayor parte, entre
los afios 1920y 1945. Latimer [7], en 1937, establece una
correspondencia parcial entre formas ternarias enteras y
ordenes cuaternidnicos (ver Seccién 2.3) y finalmente
Brandt [3], en 1941, presenta una correspondencia com-
pleta.

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de
esta correspondencia desde un punto de vista a la vez
conceptual y algoritmico.

' Este trabajo es parte del PROYECTO TEORIA DE NUMEROS, Subsidio EXA
100/97, Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina.

El trabajo consta de tres partes y el contenido de las
mismas es el siguiente:

En la Parte 1 se retinen las definiciones y los resulta-
dos previos necesarios. Muchos de ellos son bien conoci-
dos pero, lamentablemente, no siempre existen referencias
adecuadas que los incluyan en su totalidad. Tampoco las
definiciones y las notaciones que utilizan los distintos
autores suelen ser coherentes. Por tal motivo y para la
comodidad del lector, hemos preferido intentar una expo-
sicién esencialmente autocontenida y en un estilo mas
clasico. Las dos primeras secciones contienen las defini-
ciones y los resultados basicos sobre formas cuadriticas,
espacios cuadrdticos, dlgebras de cuaterniones y el dlge-
bra de Clifford. Las dos dltimas estdn dedicadas a las
formas ternarias enteras y a los 6rdenes cuaterniénicos,
respectivamente.

La Parte 2 contiene los resultados fundamentales de
este estudio. En la primera seccidn se construye y estudia
el orden de Clifford asociado a una forma ternaria entera
y en la siguiente se muestra que dicha asociacién define
una correspondencia entre las clases de formas ternarias
enteras y las clases de 6rdenes cuaternionicos (ver Teore-
ma 2.16). En las dos secciones siguientes se relaciona
esta correspondencia con las obtenidas por Latimer y por
Brandt. La dltima seccién esta dedicada a las determina-
ciones algoritmicas efectivas.

En la Parte 3 se incluyen algunos ejemplos de la co-
rrespondencia y de algunas aplicaciones de la misma.

Los resultados establecidos en este trabajo tienen di-
versas consecuencias y aplicaciones. Tanto éstas, como
la extension de la correspondencia a situaciones mds ge-
nerales, deberan ser objeto de estudios futuros.

Debo agradecer a Gonzalo Tornarfa por su valiosa co-
laboracién en algunos tramos de este estudio y a Pi-
lar Bayer por sus sugerencias y por su estimulo perma-
nente.
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1. FORMAS CUADRATICAS Y CUATERNIONES

En lo que sigue reuniremos las definiciones y los re-
sultados previos necesarios para estudiar la correspon-
dencia entre formas ternarias enteras y érdenes cuater-
nidnicos.

1.1. Formas cuadraticas y espacios cuadraticos

Sea A un dominio de caracteristica #2. Llamaremos
forma cuadrdtica (o simplemente forma) sobre A a todo
polinomio homogéneo de grado 2:

- _ 2 2
) f=fG., x) = apx + apxx, + -0+ a,x,
con coeficientes a; € A. Diremos que f'es una forma una-
ria, binaria, ternaria o cuaternaria seginquen =1,2,3 0
4.Si A =Q, el cuerpo de los nimeros racionales, diremos
que f es una forma racional. Si A = Z, el anillo de los
nimeros enteros, diremos que f es una forma entera. Di-
remos que fesdiagonal sia; =0 para i #j, y la denotare-
mos f = diag(a,,, ..., a

nn’*

Definimos la matriz de la forma cuadratica f como

a, ap2 - a,j2
M(f) = al?/z a.22 az,j/2
a, ,.,/2 az,;/Z . . a;m
que verifica
(2) FGp o x) =% M(f) - x,

donde x = llx, --- x,Il y ‘A denota la transpuesta de una
matriz A.

Llamaremos determinante de f, y lo denotaremos
det(f), al determinante de M(f). Una forma fes regular
si det(f) # 0 y singular en caso contrario. En este trabajo
supondremos que toda forma cuadratica es regular.

Sean f'y g dos formas cuadriticas sobre A. Diremos
que f representa a g si existe una matriz M con coeficien-
tes en A tal que M(g) = 'M - M(f) - M, en cuyo caso
diremos que g = M - f. Las formas f'y g son A-equivalen-
tessig =M - fcon M e GL(n, A). Llamaremos automor-
fa de la forma fatoda M € GL(n, A)talque f =M - f.
El conjunto de las automorfas de f es un subgrupo de
GL(n, A).

Es claro que la A-equivalencia es una relacién de equi-
valencia entre las formas cuadréticas sobre A que, por (2),
se corresponde con los cambios lineales de las variables.

Una forma cuadrética sobre A es diagonalizable si es
A-equivalente a una forma diagonal. Si A es un cuerpo,
toda forma sobre A es diagonalizable, pero esto no es
cierto en general.

Observacion 1.1. De las definiciones anteriores se
sigue que si [y g son dos formas cuadrdticas A-equiva-
lentes, entonces det(g) = a* det(f), donde a € A es un
elemento inversible en A.

El estudio de las formas cuadréticas sobre A y el de sus
clases de A-equivalencia puede realizarse considerando
los espacios cuadrdticos sobre A.

Sea V un A-mdédulo libre de rango n. Una aplicacion F:
V — A se llama cuadrdtica si:

(i) F(ax) = a’F(x) paratodoa e Ay xe V.

(ii) La aplicacién Br: V x V— A tal que B.(X, y) =
=12[F(x +y) — F(x) — F(y)] es bilineal.

Un tal par (V, F) constituye un espacio cuadrético so-
bre A. Es claro que B, es una forma bilineal simétrica
que determina la funcién cuadratica F. En efecto, F(x) =
= B.(x, X) paratodo x e V.

Sea {u,, --- u,} una A-base de V. La funcién

f=fx,...x)=Fxu + - +xu,)
es una forma cuadratica sobre A cuya matriz M(f) es la
matriz Il B(u;, u)ll de la forma bilineal B, en dicha base.

Reciprocamente, sea f = f(x,,..., x,) una forma cuadra-
tica sobre A y definamos F: A" — A tal que

F(X|e1 + o+ xnen) =f(‘xl""7 ‘xn)’

donde {e,, ..., e,} es una base dada de A". Es claro que
(A", F) es un espacio cuadrético sobre A tal que la matriz
de la forma bilineal B, en la base {e,,..., e,} es M(f).
Denotaremos (V, f) a dicho espacio cuadrético y lo lla-
maremos espacio cuadrdtico asociado a f. Observemos
que identificamos a f con la funcién cuadrética. En parti-
cular, B, serd la correspondiente forma bilineal.

Vemos asi que existe una correspondencia entre for-
mas cuadraticas sobre A y espacios cuadriticos sobre A
con una base fija, y que al cambiar de base se obtienen
todas las formas cuadriticas de una clase de A-equiva-
lencia.

Si (V,, F))y (V,, F,) son dos espacios cuadraticos so-
bre A, se llama isometria de (V,, F,) en (V,, F,) a toda
aplicacién A-lineal ¢p: V, — V,tal que F, =F, o ¢. Si ¢
es un isomorfismo de A-mddulos, (V,, F)) y (V,, F,) se
llaman isométricos (o isomorfos). Es claro que las isome-
trias de espacios cuadraticos se corresponden con la re-
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presentacion de una forma cuadrética por otra, que espa-
cios cuadraticos isométricos se corresponden con formas
cuadriticas A-equivalentes y que las isometrias de un es-
pacio cuadritico en si mismo se corresponden con las
automorfas de la forma cuadrdtica correspondiente.

Sea (V, F) un espacio cuadrético sobre A. Para todo
submédulo libre V| de V, la restriccién F;, de F a V, es
una aplicacién cuadrética, de modo que (V,, F,) es un
subespacio cuadratico.

Observacion 1.2. Sean A < A’ dominios. Toda forma
cuadrdtica f sobre A puede considerarse también como
una forma cuadrdtica sobre A'. Los correspondientes es-
pacios cuadrdticos asociados a f se obtienen, uno del
otro, por extension de escalares.

Si dos tales formas cuadrdticas son A-equivalentes,
también son A’-equivalentes, pero lo reciproco no es
cierto en general.

Por otra parte, si (V', F') es un espacio cuadrdtico so-
bre A"y V< V' es un A-mddulo libre de base {u,,...,u,},
conk<nydonde {u,,...,u} es un conjunto A’-indepen-
diente de V', podemos considerar la restriccion F de F’ a
V. En general, (V, F) no serd un espacio cuadrdtico so-
bre A pues no necesariamente F(V) < A. De todos mo-
dos, con abuso de lenguaje, diremos que (V, F) es el es-
pacio cuadratico obtenido por restriccion de F' a V.
También lo denotaremos (V, F\) o, simplemente, (V, F').

Dos eclementos x, y de V se dicen ortogonales si
Bi(x,y) =0. Una base de V es ortogonal si sus elementos
son ortogonales dos a dos. En una tal base, la matriz de
B es diagonal. Luego, si A es un cuerpo todo espacio
cuadrético sobre A posee bases ortogonales, pero esto no
es cierto en general.

Si S = V es un subconjunto, el conjunto S*, de los ele-
mentos ortogonales a todos los elementos de S, es un su-
bespacio cuadrético. En particular, tomando § = V, se
tiene V* llamado radical de V. Se dice que (V, F) es no
degenerado si V* = {0}. Los espacios cuadriticos no de-
generados se corresponden con las formas cuadrdticas re-
gulares que estamos considerando.

Dos subespacios cuadrdticos (V,, F|) y (V,, F,) de
(V, F) se dicen ortogonales si V, <= Vy.SiV=V, @V,
como A-mdédulos y son ortogonales, escribiremos V =
=V, L V,. En particular, si {u,, --- u,} es una A-base de
V.y{u,,,, ---u,} es una A-base de V,, con V, y V, orto-
gonales, escribiremos V = (u,, ---u,) L (u,,,, - u,).

Sea A < R un subanillo del cuerpo de los niimeros reales.
Diremos que una forma cuadrdtica f sobre A es una forma
definida positiva (definida negativa) si f(x,, ..., x,) > 0
(f(x;y ..., x,) < 0) para todos los valores x,, ..., X,, no
todos cero. Si ftoma valores positivos y negativos, dire-
mos que es una forma indefinida.

El estudio de las formas definidas negativas se reduce
al de las formas definidas positivas. Por esta razén, sélo
diremos de una forma que es definida o que es indefinida,
y en el primer caso supondremos que es definida positiva.

Dos formas A-equivalentes representan los mismos
elementos de A (considerados como formas unarias),
luego son ambas definidas o ambas indefinidas.

Observaciones 1.3. (1) Sifes unaforma cuadrdtica
definida entonces det(f) > 0.

En efecto, f puede pensarse como una forma sobre R
(Observacion 1.2) y, por lo tanto, R-equivalente a una
forma diagonal g. Siendo det(g) > 0, por la Observacion
1.1, det(f) > 0.

Observemos que lo reciproco no es cierto: el determi-
nante de una forma indefinida puede tener cualquier sig-
no. El razonamiento anterior muestra que en el caso de
una forma definida negativa, el signo de su determinante
es (=1)".

(2) Es interesante observar que una forma cuadrati-
ca regular sobre A solo puede ser definida o indefinida.
En efecto, supongamos que f es una forma sobre A que
no es indefinida y sea u un elemento del espacio cuadrd-
tico (V, f) sobre R tal que f(u) = 0. Para todo k € Ry
todov €V, f(ku +v) =f(v) + 2kB(u, v) tomaria distintos
signos a menos que B(u, v) = 0; luego u € VE={0}yf
es definida.

1.2. Algebras de cuaterniones y algebra de Clifford

Sean P = Z el conjunto de los enteros primos p > 1y
P'="PU{oc}. Paracadap e P’ sea Q, el cuerpo de los
nimeros p-ddicos si p € Py Q_ =R. En lo que sigue, K
denotard al cuerpo Q o a uno de los cuerpos Q, conp e P".

Definicion 1.4. Llamaremos dlgebra de cuaterniones
sobre K a toda K-dlgebra central y simple de dimension
4 sobre K.

Si JH es un dlgebra de cuaterniones sobre K, existen
dos elementos a, b no nulos de K y una K-base {1, 1, j, k}
de H, donde 1 € H es la unidad del 4lgebra y se verifi-
can las relaciones:

3) =a f=b ij=k=-ji

Reciprocamente, dados dos elementos a, b no nulos de
K, las relaciones (3) permiten definir una estructura de
K-édlgebra con unidad 1 sobre el K-espacio vectorial de
base {1, i, j, k}, que resulta un dlgebra de cuaterniones
sobre K (ver [9, p. 2]). Denotaremos .’}{K(a, b) al dlgebra
de cuaterniones sobre K definida por el par de elementos
a, b. En el caso K = Q, la denotaremos simplemente

Ha, b).
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Observacion 1.5. Si bien toda dlgebra de cuaternio-
nes H sobre K es de la forma H,(a, b), los elementos
a, b no estdn determinados univocamente por H.

Por ejemplo, permutando i con j se tiene que H,(a, b) =
= Hb, a) y tomando la base {1, si, 1j, stk}, donde s, t
son elementos no nulos de K, se concluye que 5—[K(a, b) =
= H,(as?, bt?), de modo que a, b pueden reemplazarse
por elementos equivalentes modulo cuadrados no nulos
de K.

Sea JH un 4lgebra de cuaterniones sobre Ky seau e H
un elemento inversible en . Es claro que la aplicacién
dy:H— Htal que /,(x) = uxu™ es un K-automorfismo de
H que es llamado automorfismo interior (asociado a u).

Lemma 1.6. FEn un dlgebra de cuaterniones sobre K,
todo K-automorfismo es un automorfismo interior.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema de
Skolem-Noether (ver [9, Teorema 2.1, p.6]). O

Toda dlgebra de cuaterniones JH sobre K posee un K-
antiautomorfismo involutivo u — @ llamado conjuga-
cion (ver [9, p. 1]). En particular, H es K-isomorfa a
FH la K-dlgebra opuesta de H. Si H = H(a, b) con
base {1, i, j, k}, la conjugacién aplica dicha base en la
base {1, —i, — j, —k}.

La conjugacién permite definir, para todo u € H, la
traza (reducida) T(w) = u + U y la norma (reducida)
N(u) = uu, que verifican (ver [9, Lema 1.1, p. 2]):

Lemma 1.7. (i) u es inversible en H si y solo si
N(u) # 0.

(ii) N: H* — K* es un homomorfismo del grupo de
los elementos inversibles de JH en el grupo multiplicati-
vo de K.

(iii) T:H— K es K-lineal y B, (u, v) = T(uv) define
una aplicacion bilineal no degenerada.

Corolario 1.8. Todoue Htal que u ¢ K - 1 es cuadrd-
tico sobre K con polinomio minimal: X* — T(u)X + N(u).

Denotaremos FH" al conjunto de los u € H tal que
T(u) = 0. Por el corolario anterior, F{° es el conjunto de
losue Hrtalesqueu¢ K-1yu’eK - 1.

La norma N define, sobre el K-espacio vectorial JH,
una estructura de espacio cuadrdtico (, N) cuya forma
bilineal asociada estd dada por B, (u, v) = T(uv)/2. Este
espacio cuadrdtico resulta ser no degenerado; ademas se
tiene:

Corolario 1.9. Como espacio cuadrdtico: H =

=1y LHC.

Finalmente se tiene (ver [9, Lema 3.1, p. 11]):

Proposicion 1.10. Sean H, y H, dos dlgebras de
cuaterniones sobre K. Las propiedades siguientes son
equivalentes:

(1) H,y HH, son isomorfas como dlgebras.

(2)  H,y H, son isométricos como espacios cuadrd-
ticos.

(3) H)y H) son isométricos como espacios cua-
drdticos.

Nosotros estamos interesados en las dlgebras de cuater-
niones racionales, es decir, con K = Q. Sea H = H(a, b)
una tal algebra, donde a,b pueden suponerse, por la Ob-
servacion 1.5, enteros no nulos. Para cada p € P’ se ob-
tiene, por extension de escalares, el dlgebra de cuaternio-
nes H, = }[Qp(a, b).

Toda 4lgebra de cuaterniones sobre K es isomorfa al
dlgebra de matrices M(2, K) o es un algebra de divisidn,
seglin que existan o no elementos no nulos con norma
cero. En el caso K = R, existe (salvo isomorfismos) una
tnica dlgebra de cuaterniones de division: los cuaternio-
nes de Hamilton 3—[R(—1, —1). Lo mismo ocurre en el caso
K = Q, para p € P (ver [9, Teorema 1.1, p. 31]).

Definicién 1.11. Diremos que H es ramificada en un
peP'si 5—[;, es de division. Diremos que H es definida si
es ramificada en p =00, en caso contrario diremos que
H es indefinida.

El siguiente resultado muestra cémo la ramificacion
determina las dlgebras de cuaterniones racionales (ver [9,
Teorema 3.1, p. 74]).

Proposicién 1.12. El conjunto S(H) < P’ de los
p € P’ donde H es ramificada es finito y su cardinal es
par. Para todo S = P’ finito y de cardinal par existe una
linica dlgebra de cuaterniones H sobre Q, salvo isomor-
fismos, tal que S(H) = S. En particular, H~M(2, Q) es
de matrices si y solo si S(ﬂ-[)p es vacio.

Definicion 1.13. Llamaremos discriminante (redu-
cido) de H, y lo denotaremos d(H), al producto de los
p € P donde H es ramificada, si algiin tal p existe. En
caso contrario, definimos d(H) = 1.

Corolario 1.14. El discriminante d(JH) determina el
dglgebra de cuaterniones H sobre Q salvo isomorfismos.
En particular, HaM(2, Q) es de matrices si y solo si

d(H) = 1.

Para todo entero d > 1 libre de cuadrados existe una
tinica dlgebra de cuaterniones H sobre Q, salvo isomor-
fismos, tal que d(H) = d, H es definida si y sélo si d es el
producto de un niimero impar de primos.
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Observaciones 1.15. (1) Dada H(a, b), el cdlculo
de d = d(H) se realiza fdcilmente utilizando el simbolo
de Hilbert. En particular, H es definida si y sélo si a < 0
y b <0 (ver [9, p. 32 y p. 79]). Un método practico para
determinar d es el siguiente (ver [3, p.31]):

Podemos suponer que a y b son enteros libres de cua-
drados. Entonces resulta que d|2ab y para un primo
p > 2setiene quep|dsiplay(;)=-lop|by(5)=-10
playp|by(5)=-1donde m = ablp®. Para decidir si d
es par o impar se utiliza la ultima parte del Corolario
1.14 (que es consecuencia de la térmula del producto
para el simbolo de Hilbert) dado que los signos de a 'y b
determinan si H es definida o indefinida.

(2) Dado un entero d > 1 libre de cuadrados, existen
muchos pares a, b tales que d(H(a, b)) = d (Observacién
1.5), atin tomando a y b enteros y libres de cuadrados. En
realidad, no existe un tal par canénico.

Sin embargo, desde un punto de vista computacional
es conveniente trabajar, para cada discriminante d, en
un dlgebra H(a, b) bien determinada. Nosotros trabaja-
remos en el dlgebra, que denotaremos H(d), asi elegida:

H2) = H(-1,-1)

Hg) = H-1,-q) y H2g) = H(-1,q)
sige Pyq=3(mod4)

g‘[(Q) = 5—[(_2? —‘]) y 5'[(2‘1) = }[(_2’ CI)
sigeP y g=5 (mod 8)

H(d)=H(-p, —d) o H(-p,d) en todo otro caso,
segiin que el niimero de factores primos de d sea impar o
pary donde p es el menor elemento de P que no divide a
d y verifica:

(i) p=3(mod4)sidesimparyp=3(mod8)sides
par,

(ii) para todo primo q > 2 que divide a d, (-Tf) =-1,

y todos los cdlculos los realizaremos en la correspon-
diente base {1, i, j, k}.

Observemos que esta eleccion no da, en general, la
expresion mds simple en términos de a 'y b. Por ejemplo,

H(15) = H(-7, 15) = H(-3, 5).

El instrumento mds adecuado para estudiar la relacién
entre formas ternarias y dlgebras de cuaterniones es el
algebra de Clifford. Aunque esta dlgebra puede definirse
para cualquier espacio cuadratico sobre un cuerpo, aqui
nos concentraremos en el caso que nos interesa, es decir,
en espacios cuadraticos de dimensién 3 sobre Q.

Definicion 1.16. Sea (V, F) un espacio cuadrdtico
sobre Q. Llamaremos élgebra de Clifford de (V, F), y la
denotaremos C(V, F), al dlgebra sobre Q que contiene
aV como subespacio de modo que para todo u € 'V,

w’=F(u)-1en C(V, F), y que es universal respecto de
esta propiedad.

La propiedad universal de C(V, F) significa que para
toda dlgebra C sobre Q que contenga a V como subespa-
cio de modo que para todou € V, u* = F(u) - 1 en C,
existe un #nico homomorfismo A: C(V, F) — C de élge-
bras sobre Q que es la identidad sobre V. La existencia de
C(V, F) se prueba constructivamente y, entonces, su uni-
cidad es consecuencia de su propiedad universal.

Definicion 1.17. Sea f una forma cuadrdtica sobre Q
ysea (V, f) el espacio cuadrdtico asociado a f. Llamare-
mos dlgebra de Clifford de f, y la denotaremos C(f), al
dlgebra de Clifford de (V, f).

Sea fcomo en (1), con n = 3, una forma ternaria regu-
lar sobre Q. Veamos cémo se construye el dlgebra de
Clifford C(f).

Nota. Para aligerar la notacién, en todo lo que sigue
(i, j, k) representara una permutacién ciclica de {1, 2, 3}
y, a menos que se indique lo contrario, supondremos que
i recorre los valores i = 1, 2, 3 (luego j y k recorren los
valores correspondientes).

Sea (V, f) el espacio cuadrético asociado a f con base
{e, e, e}.

Como Q-espacio vectorial C(f) tiene base {1, e, e,,
e, E,E,, E;, E} donde 1 e C(f) es la identidad del dlge-
bra, E, = e, y E = e e,e;. Por la propiedad universal de
C(f), para todo x € V< C(f), x* = f(x). En particular,
resulta que

4) el =uq. y

] i

ee +ee = a;
y estas relaciones determinan el producto en C(f).

C(f) (como toda dlgebra de Clifford) tiene una estruc-
tura de adlgebra Z/2Z-graduada. La parte par de C(f),
que denotaremos Cy(f), es la subédlgebra de C(f) de base
{1,E,, E,, E;}.

Proposicion 1.18. Para toda forma ternaria (regu-
lar) f sobre Q, C\(f) es un dlgebra de cuaterniones sobre
Q que es definida si y solo si f es definida.

Demostracion. Es claro que C(f) sélo depende de la
clase de Q-equivalencia de f. Siendo Q un cuerpo, pode-
mos suponer que f es diagonal. Los a;; = a; son no nulos
(por ser fregular) y pueden tomarse enteros (y libres de
cuadrados si se lo desea). Tomando i = E|, j = E, y
k = —q;E, y teniendo en cuenta (4), resulta que {1, 1, j, k}
es una Q-base de C,(f) y Cy(f) = H(-a,a;, —a,a;). Es
claro que C,(f) es un dlgebra de cuaterniones definida si
y s6lo si los g, tienen todos el mismo signo (ver Observa-
cién 1.15), es decir, si y s6lo si f es definida. O
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Observacién 1.19. Si C = C(V, F), es claro que C?
posee las mismas propiedades que definen a C. Luego,
por la propiedad universal de C, existe un tinico isomor-
fismo 2: C — C% que es la identidad sobre V. Identifi-
cando a C? con C como conjuntos, esto muestra que en
C estd definido un antiautomorfismo involutivo. En el
caso en que C = C(f) con f ternaria sobre Q, dicho an-
tiautomorfismo estd determinado por e, —> e;e, y res-
tringido al dlgebra de cuaterniones C,(f) es la conjuga-
cion.

Observacion 1.20. Hemos visto que a toda clase F
de formas ternarias Q-equivalentes le podemos hacer
corresponder un dlgebra de cuaterniones racionales. En
efecto, tomando f = diag(a,, a,, a;) € F resulta C(f) =
= H(-a,a;, —a,a;) = H que sélo depende de F. Observe-
mos, de paso, que FH no varia si realizamos cualquier
permutacion en el conjunto {a,, a,, a;}, dado que la co-
rrespondiente forma diagonal y f son Q-equivalentes.

Considerando el espacio cuadrdtico (H, N) sobre Q,
resulta que H=Q1Q) L H° (Corolario 1.9) y la forma cua-
drdtica norma N sobre H" es N = diag(a,a;, a,as, a,a,a3),
Q-equivalente a g = diag(a,a,, a,a;, a,a,) con M(g) =
=adj M(f) (matriz adjunta). Tomando (det(g)) g =
= diag(1/a,, 1/a,, 1/a;) se obtiene una forma Q-equiva-
lente a f. Es decir, se recupera F.

El objetivo central de este trabajo es el de estudiar co-
rrespondencias de este tipo para formas ternarias enteras.

Observacion 1.21. Hemos dicho que el dlgebra de
Clifford es el instrumento mds adecuado para estudiar la
relacion entre formas ternarias y dlgebras de cuaternio-
nes, sin embargo, como ya hemos seiialado en la Intro-
duccion, el primero en considerar estas dlgebras fue
Hermite. En efecto, en [6], estudiando las automorfas de
una forma ternaria f obtiene una férmula para multipli-
car cuaternas de niimeros racionales que, en esencia,
equivale a la definicion de un dlgebra de cuaterniones
racionales asociada a f.

El dlgebra de cuaterniones de Hermite asociada a una
Jorma ternaria f estd definida en términos de M(f) =lla,ll
y de adj M(f) = IIA/ll del modo siguiente (ver [8, p.
283]): sobre la Q-base {1,u,, u,, u,} se define el produc-
to mediante las relaciones:

3
2 - —
u=-A, uw=-A,+ ) au,
s=1

&)

3
uu, =-A, - ) au,
s=1

Particularizando (5) al caso en que f = diag(a,, a,, a,),
resulta que esta dlgebra coincide con Cy(f).

1.3. Formas ternarias enteras

Desde ahora denotaremos f = (a,, a,, a5, 53, Qy3, 4,,) &
la forma cuadratica ternaria (regular)

f=70x, x5, x5) =

2 >
= a X + A0 + 43X F AyXoX, + A3 + A0X Xy,

que, salvo indicacion expresa de lo contrario, supondre-
mos entera.

Definicién 1.22. Llamaremos discriminante de fal
entero

D(f) =4 det(f) = 4a,a,a + (3,50, — a,a5, — a,a3; — aa7,.

Si fy g son dos formas enteras, diremos que son equi-
valentes, y lo denotaremos f~ g, si son Z-equivalentes.
Un objeto X(f) asociado a una forma entera f es un inva-
riante si coincide para todas las formas de una clase (de
formas equivalentes), es decir, si f~g = X(f) = X(g).

Uno de los objetivos en el estudio de las formas ente-
ras es el de hallar invariantes que faciliten la identifica-
cion de sus clases (ver Observaciones 1.37, mas adelan-
te), pero aqui s6lo consideraremos aquellos que sean
necesarios para nuestro estudio.

Sea f'una forma ternaria entera. De la Observacién 1.1
se sigue que D(f) es un invariante, y la propiedad univer-
sal del dlgebra de Clifford nos permité asegurar que
d(f) = d(Cy(f)) es, también, un invariante.

Si fes una forma ternaria entera, D(—f) = =D(f). Lue-
g0, siendo f regular, resulta que fy —f no son equivalen-
tes. En la Secciéon 1.1 sefialamos que el estudio de las
formas definidas negativas se reduce al de las formas de-
finidas positivas. Mds generalmente, el estudio de —f se
reduce al de f. Por esta razén, desde ahora supondremos
que: D(f) > 0 para toda forma ternaria entera f. Esta
convencion incluye otras dos que hemos hecho antes: fes
regular y si f es definida entonces f es definida positiva.

Observacion 1.23. Es claro que -1, es una automor-
fa para toda forma ternaria f (cambio de signo de las
variables). Luego, si fy g son dos formas ternarias enteras
tales que M - f= g con M € M(3, Z) (es decir: si f repre-
senta a g y, en particular, si son equivalentes), necesa-
riamente det M # 0y, cambiando M por M - (-1,,) si fuera
necesario, siempre podremos suponer que det M > 0.

Ademds, si f'y g son dos formas tales que f'~fy
g ~g esdecir,f'" =M, - fyg =M, -gconM, M, e
e GL(3, Z), resulta que M' - f' = g conM' =M, - M -
-M,™"y, por la convencién anterior, det M’ = det M > 0.
Esto muestra que el concepto de «representar a» se ex-
tiende a clases de formas ternarias enteras.
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Definicion 1.24. Diremos que la forma ternaria ente-
raf=(ay, a, as, 4y, 4,5, a,,) es cldsica si sus tres iltimos
coeficientes son pares. En caso contrario diremos que f
es no clésica.

Observacion 1.25. Es claro que una forma ternaria
entera f es cldsica si y solo si su matriz M(f) es entera.
Esto muestra que la propiedad de una forma de ser cldsi-
ca o no cldsica es comiin a todas las formas de su clase.

La definicion anterior se extiende naturalmente a for-
mas enteras en cualquier niimero de variables. Muchos
autores llaman forma entera a una forma f tal que su
matriz M(f) es entera, es decir, a lo que nosotros llama-
mos forma entera clasica. Por ejemplo, parte del conteni-
do de esta seccion se encuentra en [4] pero formulado
solo para formas ternarias cldsicas.

Mds adelante quedard de manifiesto que en el estudio
de la correspondencia entre formas ternarias enteras y
Ordenes cuaternionicos es esencial adoptar nuestra defi-
nicion de forma entera (ver el Teorema 2.16 y su Corola-
rio 2.18 en la Seccion 2.2).

Definicion 1.26. Liamaremos divisor de la forma ter-
naria entera f, y lo denotaremos o(f), al mdximo comiin
divisor de los coeficientes de f. Diremos que f es primiti-
va si o(f) = 1.

Lema 1.27. o(f) es un invariante.

Demostracion. Sean g = M - f una forma equivalente
a fy (V, g su espacio cuadritico asociado con base
{e,, e, e5}. Sig = (b, by, by, bys, b5, by,), resulta que

bi=g(ei) =f(M e,') =.f(ui) y

b;=gle; +e)—gle) - g(e) =f(u, + w) - f(u) — f(u).
Dado que o(f) divide a f(u) para todo u € V, a(f) divide
a todos los coeficientes de g, por lo cual divide a o(g).
Razonando de la misma forma, se obtiene que o(g) divi-

de a o(f), y siendo ambos enteros positivos, se concluye
que o(f) = a(g) es un invariante. O

Definicion 1.28. Llamaremos forma adjunta de una
forma ternaria entera f, y la denotaremos “f, a la forma
que verifica

M(’f) = adj(2M(/)) = 4 adjM(f),

donde adj M es la matriz adjunta de la matriz M.

Proposicion 1.29. Si f es una forma ternaria entera,
entonces:

(i) D(f) = 16D(f)’.
(i) “Cf) = 16D(f)f.

(iii) f~ g <= “f~“g paratoda forma ternaria entera g.

(iv) fy °f son ambas definidas o ambas indefinidas.

Demostracion. La parte (i) es inmediata recordando
que det(adj M(f)) = (det M(f))>. De las propiedades de la
adjunta de una matriz se sigue que

©) M) - M(f) = M(f) - M(f) = D(H)L.

Aplicando (6) a la forma “ y usando la parte (i), se
tiene que

(M) M) - M(f) = M(f) - M((°’f)) = 16D(f )L,
y la parte (ii) es consecuencia de (6) y (7).

Sea g =M -f,con M € GL(3, Z), una fogma equivalente
af. Si M = adj M, se tiene que adj M(g) ='M - adj M(f) - M.
Luego f ~ “g.

Reciprocamente, si ‘f ~ “g, aplicando lo anterior se
tiene que “(°f) ~ “(“g) y la parte (iii) resulta de (i) y (ii),
recordando que D(f) > 0y D(g) > 0.

Siendo M(f) simétrica, de (6) se obtiene que

MM(f) - ) = M(f) - M(f) - M(f) =
= D(HM(f) = M(D(f)f)

es decir,

M) - f = D(NHS
de donde se concluye la parte (iv). O

El lema 1.27 y la parte (iii) de la proposicién anterior
permiten definir un nuevo invariante que nos serd de uti-
lidad:

Corolario 1.30. «o(f) = a(f) es un invariante.

En general, la forma ternaria f no serd la adjunta “g de
una forma ternaria entera. Si lo es, diremos que f posee
antiadjunta y llamaremos antiadjunta de f a la forma g.
La proposicion siguiente da condiciones necesarias y su-
ficientes para que f posea antiadjunta, muestra que ésta es
Unica y da una forma de calcularla.

Proposicion 1.31. Sea f una forma ternaria entera.
Entonces f = °g para alguna forma ternaria entera g si y
sélo si D(f) = k* es un cuadrado y 4k | w(f). En tal caso,
g = ‘flék.

Demostracion. Supongamos que f = “g. Por Proposi-
cién 1.29 se tiene que

D(f) = D(‘g) = 16D(g)* = k*
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es un cuadrado, y

f ="("g) = 16D(g)g = 4kg,
luego 4k | w(f) y g = ‘flAk.

Reciprocamente, si D(f) = k* es un cuadrado y
4k | w(f), resulta que g = “f/4k es una forma ternaria en-
tera y

‘g = Yf)16k* = 16D(f)f/16k* = f. O

Definicion 1.32. Sean fy g dos formas ternarias ente-
ras. Diremos que g deriva de f, y lo denotaremos g <f, si
“frepresentaa“g. Si M - °f = “g es una tal representacion,
llamaremos indice de g en f al entero positivo 1(f, g) =
= det M. Diremos que g es una forma fundamental si no
deriva propiamente de otra, es decir, sig {f = 1(f, g)=1.

Observacion 1.33. (1) Estamos utilizando la conven-
cion hecha en la Observacion 1.23. Razonando como
alli, se verifica fdcilmente que tanto los conceptos de
«derivar de» y de «indice» como el de «fundamental» se
extienden a clases de formas ternarias enteras.

(2) Esclaro que sifrepresentaa g, es decir, M -f= g,
entonces adj M - °f = g y g deriva de f. En este caso,
1(f, g) = (det M)* es un cuadrado. Vemos asi que el con-
cepto de «derivar de» es una generalizacion del concepto
de «ser representada por».

Proposicion 1.34. Sean f y g dos formas ternarias
enteras y M € M(3, Z) con det M = k > 0. Las afirmacio-
nes siguientes son equivalentes:

(i) M-“f="7%.
(ii) g=(adj M - f)ik.
(iii) f=(M - g)k
Demostracion. Sea M - °f = “g. Por Proposicién 1.29,
16D(g)* = D(“g) = K’D(’f) = 16K°D(f)?,
luego, D(g) = kD(f). Ademas,

16D(f)(adj M - f) = adj M - “(°f) = “("g) =
= 16D(g)g = 16D(f)kg,

luego adj M - f = kg y (i) = (ii).
Aplicando ‘M a la igualdad anterior, se tiene
f = (L) - f="M - adj M - f = k(M - ),

lo que muestra que (if) = (iii).

Finalmente, si f = (‘M - g)/k resulta que
M -°f=M - adj (‘M) - “glk* = (kL,) - “g/k* = “g,
es decir, (iii) = (i) y la demostracién queda completall

Proposicion 1.35. Sea f= (a,, a,, a3, ay;, ay3, a,,) una
forma ternaria entera y sea by = 4a,a, — aj, el tercer
coeficiente de su forma adjunta. Si a,b; # 0 entonces

Co(f) ~ H(~bs, —a,D(f)).

Demostracion. Diagonalizando f sobre Q con el sim-
ple método de completar cuadrados resulta que f es Q-
equivalente a diag(a,, by/4a,, D(f)/b;). Teniendo en cuenta
la Proposicién 1.18 y la Observacion 1.20, resulta que

Co(f) = H(=by4, -D(f)lda,)~ H(-b;, —a,D(f)). O

Corolario 1.36. Sea f = (a,, a,, a5, ay;, a,5, a,,) una
forma ternaria entera y sea by = 4a,a, — ay, el tercer
coeficiente de su forma adjunta. Entonces f es definida si
y solo sia, >0y b, >0.

Dada una forma ternaria entera f, la Proposicién 1.35
permite determinar facilmente su invariante d(f) = d(Cy(f))
utilizando, por ejemplo, el método dado en la primera de
las Observaciones 1.15. En efecto, la condicién a,b, # 0
siempre se verifica médulo un cambio de variable lineal
que no afecta el valor de d(f).

Observaciones 1.37. Los invariantes D(f), d(f) y
w(f) permiten decidir, en muchos casos, que dos formas
ternarias enteras no son equivalentes, pero su igualdad
no alcanza para asegurar la equivalencia. Una iitil parti-
cion de las clases de formas estd dada por la teoria de los
géneros:

Para cada p € P’ sea Z, el anillo de los enteros p-
ddicos sip € PyZ,, =R. Diremos que dos formas terna-
rias enteras estdan en el mismo género si son Z -equiva-
lentes para todo p € P'. Es claro que formas equivalen-
tes estdn en el mismo género.

Existe un conjunto de invariantes (similar al de los
caracteres de Gauss para el caso de formas binarias en-
teras) que junto con D(f), d(f) y w(f) permiten decidir
si dos formas ternarias enteras estdn o no en el mismo
género. Si un género contiene mds de una clase de for-
mas ternarias, estos invariantes tampoco permiten ase-
gurar la equivalencia de dos formas.

1.4. Ordenes cuaternionicos

Sea H = H(a, b) un dlgebra de cuaterniones sobre Q
cond =d(JH) > 1.

Teniendo en cuenta el Corolario 1.8, es natural decir
que un u € H es un entero si T(u) y N(u) son nimeros
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enteros. En tal caso, u € Q - 1 es un entero si y sélo si
u e Z - 1. Contrariamente a lo que ocurre en el caso con-
mutativo, el conjunto de los enteros de 7 no es un suba-
nillo.

Definicion 1.38. Llamaremos red de H a todo sub-
grupo L < 5—[ finitamente generado.

Todared L # {0} de H es un Z-médulo libre de rango
r<4.Si{u,,..., u,} es una Z-base de L, denotaremos
L=1u,...,u]. Es claro que {u,,..., u,} es un conjunto
Q-independiente de F.

Definicién 1.39. Llamaremos médulo de H a toda red
L de H que contiene una Q-base de . Si {u, u,, u,, u,}
es una tal base, L = [u, ,u,, u,, u,]. Diremos que un mo-
dulo es unitario si LN Q -1 =71y todos sus elementos
tienen traza entera, en tal caso es posible tomar una base
unitaria en la que u, = 1. Diremos que un médulo es ente-
ro si es unitario y todos sus elementos son enteros.

Definicién 1.40. Llamaremos orden de H a todo mé-
dulo O que sea un subanillo de HH. Diremos que un or-
den es maximal si no estd contenido propiamente en un
orden de H. Diremos que un orden es de Eichler si es la
interseccion de dos drdenes maximales.

Se tiene (ver [9, Proposicién 4.2, p. 20]) la siguiente
caracterizacion de los 6rdenes:

Proposicién 1.41. Un subconjunto O = H es un or-
den si y solo si O es un subanillo (con 1 € O) de enteros
de H que contiene una Q-base de H.

Corolario 1.42. Todo orden de FH es un médulo ente-
ro y estd contenido en un orden maximal.

Observacion 1.43. Sea O un orden de H. Siu € O,
es claro que i =T(u) —u € O. Luego O es cerrado por
conjugacion y ésta define un antiautomorfismo involuti-
vo del anillo O.

Observacion 1.44. Consideremos el espacio cuadrd-
tico (H, N) sobre Q determinado por la forma norma.
Hemos visto que la forma bilineal asociada a 2N es
B(u, v) = T(ud). Siendo det(2N) = (4ab)* en la base
{1,1, j, k}, por la Observacion 1.1 resulta que det(2N) =
=q* con q € Q, q # 0 en cualquier base de F.

Dada una red L # {0} de JH, podemos considerar (Ob-
servacion 1.2) el espacio cuadrdtico (L, N,) restriccion de
NalL SiL = [u, u, u, u,] es un médulo, como los
cambios de base en L estdn dados por elementos del
GL(4, Z), es claro que det(2N,) tomara el mismo valor
en cualquiera de dichas bases. Esto justifica la siguiente
definicion.

Definicion 1.45. Llamaremos discriminante de un
modulo L = [u, u,, u,, u;] al niimero

D(L) = + {/det(2N) = +/detli T (ua)ll.

Observacién 1.46. Sobre H se tiene definida la for-
ma bilineal traza B,(u, v) = T (uv). Lo habitual es definir
el discriminante de un modulo L = [u,, u,, u,, u;] como el
niimero +./|detllT(wu)ll|. Observando que det(B;) =
= —(4ab)* en la base {1, 1, j, K}, es claro que ambas
definiciones coinciden.

Es claro que si L, = L, son dos médulos de 7, enton-
ces D(L,) = D(L,)[L, : L,]. En particular, se tiene:

Corolario 1.47. Si O es un orden de H, D(O) es un
entero. Si O, < O, son dos Jrdenes de H. entonces

D(0,) = D(0,)[0,: O,].

El siguiente resultado (ver [9, Corolario 5.3, p. 84]) es
importante para reconocer si un orden es 0 no maximal:

Proposicién 1.48. Un orden O < H es maximal si y
sélo si D(O) = d(H).

Definicion 1.49. Llamaremos divisor de un orden O, y
lo denotaremos o( ©) al mdximo entero n > 0 para el cual
existe un orden [1,u,, u,, u,] tal que O =[1, nu,, nu,, nu,].
Diremos que © es un orden primitivo si a(O) = 1.

Definicion 1.50. Diremos que un modulo unitario L
es cldsico si todos sus elementos tienen traza par, en caso
contrario diremos que L es no clésico. Un orden serd
cldsico (o no cldsico) si lo es como mddulo.

Ejemplo 1.51. O, =[1, 1, j, k] es un orden cldsico.
Como veremos (Corolario 2.18) no es maximal.

Hasta aqui hemos considerado los érdenes de una de-
terminada dlgebra de cuaterniones racionales. En nuestro
estudio necesitaremos considerar érdenes cuaternionicos
en general. Para ello nos serdn dtiles las siguientes defi-
niciones:

Definicion 1.52. Diremos que O es un orden cuater-
niénico si O ¢ H es un orden de un dlgebra de cuaternio-
nes racionales . Si H es definida (indefinida) diremos
que O es un orden cuaterniénico definido (indefinido).

Si O,cH, y O,c H, son dos ordenes cuaternioni-
cos, diremos que O, es equivalente a O,, y lo denotare-
mos O, ~ O, si existe un isomorfismo . : H, — H, tal
que (O)) = O,.

Observacion 1.53. Es claro que O, ~ O, es una rela-
cion de equivalencia que, en el caso de drdenes conteni-
dos en un H, coincide con la definicion habitual, esto es:
existe un automorfismo (interior por Lema 1.6) .: H— H
tal que 2(0,) = O,.
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Por otra parte, puesto que la conjugacion define un
isomorfismo entre H 'y H, resulta que todo orden cua-
ternionico O es equivalente al orden O (comparar con
Observacion 1.43).

Observemos también que tanto el discriminante de un
orden como las propiedades de ser definido, indefinido,
primitivo, cldsico o no cldsico son invariantes respecto
de esta relacion de equivalencia; es decir, coinciden
para todos los ordenes de una clase.

Definicién 1.54. Si O, = H, y O, < H, son dos 6r-
denes cuaternidnicos, diremos que O, estd contenido en
sentido amplio en O,, y lo denotaremos O, < O,, si existe
un isomorfismo 1 : j—lfl — H, tal que X(0,) = O,. En tal
caso definimos el indice [0,: O] = [0, : A(O,)].

Observaciones 1.55. (1) Si O,y O, son dos ordenes
cuaternionicos, es claro que O, ~ O, si'y sélo si O, < O,

y 0,<0,.

(2) Esinmediata la verificacion de que los conceptos
de «estar contenido en sentido amplio» y de «indice» se
extienden a clases de 6rdenes cuaternionicos equivalen-
tes.

(3) Si O,< O, (como Jrdenes cuaterniénicos o como
sus clases) resulta, como en el Corolario 1.47, que D(O,) =

=D(0)[0,: 0,).

Como hemos visto en la Observacién 1.20, para estable-
cer una correspondencia entre clases de formas ternarias
racionales y 4lgebras de cuaterniones JH sobre Q resulta
fundamental la descomposicién ortogonal H = (1) L H°
del espacio cuadritico (7, N). Nos proponemos estudiar
este tipo de descomposicion en el caso de los espacios
cuadrdticos (L, N) obtenidos por restriccion de la forma
norma N a un orden o, mas generalmente, a un médulo
unitario L.

Nota: En todo lo que sigue, denotaremos u* =u - @ 1
para todo elemento u de un dlgebra de cuaterniones ra-
cionales JH.

Sea L = [1, u,, u,, u,;] un médulo unitario y sea L° =
= LN H". Enel caso en que L es un médulo clasico, L° =
= [u¥, u¥, u¥] es una subred de rango 3de Ly L= (1) L L°
como espacio cuadrético. Si L es no clasico, una tal des-
composicion ortogonal no existe. De todos modos, pode-
mos considerar los elementos u¥ (que no necesariamente
pertenecerdn a L) y el médulo unitario L* = [1, uf, u¥, uf]
que serd cldsico con L*° = [u#, u¥, u¥]y L* = (1) LL*".

Lema 1.56. Dado un modulo unitario L = [1, u,, u,,
w,], el mddulo unitario L* = [1, u¥, u¥, uf] depende solo
de Ly no de la base unitaria utilizada para definirlo.

Demostracion. Sea {1, v, v,, v;} otra base unitaria de
Ly sean

3
v=al+) au (=12 3).
s=1

Siendo T(v,) = 20, + ¥2_, o,T(u,) resulta que v¥ =

3 <
=20_, o w¥ Luego, L* = [1, v¥, v¥, v¥l. O

Definicioén 1.57. Dado un médulo unitario L = [1, u,,
u,, W], llamaremos médulo clésico asociado a L al mo-
dulo L* = [1, u¥, u¥, u¥]. Denotaremos (V}, N*) o, sim-
plemente, (V¥ N¥*) al espacio cuadrdtico obtenido por
restriccion de la forma norma N a V* = [uf, u¥, u¥], de
modo que, como espacio cuadrdtico, L* = (1) LV*,

Es claro que si L es un médulo clésico, entonces L* = L
y V¥ = L°=L N H°. Ademis, del Lema 1.56 y de su
demostracién se sigue el siguiente:

Corolario 1.58. Para toda base unitaria {1, u,, u,, u,}
de un modulo unitario L, {u¥, u¥, uf} es una base de V*.

Observacion 1.59. Sea L = [1, u,, u,, u;] un modulo
unitario no cldsico. Veamos como puede interpretarse el
modulo cldsico L* asociado a L.

El primero en considerar el problema (aunque soélo
para 6rdenes maximales) fue Latimer [7]. Su idea consis-
te en tomar L° = L N\ H° y considerar el médulo cldsico
L'={1)1L"

Por hipdotesis, alguno de los u, tiene traza impar. Po-
demos suponer que i =1 y que T(u,) =2t + 1. Tomemos
vi=u,—tly paraj>1,v,=u’ si T(wn) es pary v, =
= (u; — v\)* en caso contrario. Es claro que {1, v, v,, V;}
es una base de L tal que T(v,) =1y T(v,) =T(v;) =0. A
una tal base Latimer la llama base normal de L. Es claro
que L°=[V), v, Vil con V) =2v, - 1, vV, =V, y V; = V;, es
una subred de rango 3 de L'y que L' = [1, v/, V), V;] es un
submddulo de L con [L : L'] = 2.

Como veremos, para establecer su correspondencia
parcial entre formas ternarias enteras y ordenes cuater-
nidnicos Latimer utiliza el espacio cuadrdtico (L°, N).
Sin embargo, para conseguir una correspondencia com-
pleta necesitaremos que el modulo cldsico asociado a L
tenga el mismo discriminante que L, mientras que ahora
tenemos que D(L') = 2D(L).

Una manera natural de sumergir a L' en un modulo
cldsico que lo contenga como submddulo de indice 2 es
tomando [1, vi/2, v, vi] = [1, V¥, v¥, v¥] = L*

Observemos que si L es entero (en particular, si L es
un orden), L' es entero, pero L* no serd entero en gene-
ral.
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De la observacién anterior y la definicién de discrimi-
nante de un médulo se tiene:

Corolario 1.60. Si L* es el mddulo cldsico asocia-
do a un modulo unitario L, entonces D(L¥) = D(L) y
4D(N*) = D(L)*.

Observacion 1.61. Hemos visto (Observacion 1.15)
que, desde un punto de vista computacional, trabajare-
mos con el dlgebra de cuaterniones H = FH(d) y en la
correspondiente base B, = {1, 1, j, k}. Del mismo modo,
al trabajar con un médulo unitario L de H lo haremos en
su base normal de Hermite (relativa a la base B,), esto es
en la base B = {1, u, u,, w,} tal que si A = lloll es la
matriz del cambio de la base B ala base B, dicha matriz
verifica:

(1) A es triangular superior,
(2) aii > 0’

(3) 0<o; <oy,
es decir, A estd en su forma normal superior de Hermite.

Lo importante es que dicha base es iinica, lo que per-
mite, por ejemplo, determinar fdacilmente si dos modulos
unitarios son iguales o no.

Observemos que a partir de la base normal de Hermite
de un modulo unitario L es posible definir una base can6-
nica del modulo cldsico asociado a L. Esto permite dar
otra demostracion del Lema 1.56.

2. ESTUDIO DE LA CORRESPONDENCIA

Aqui comenzamos el estudio de la correspondencia
entre formas ternarias enteras y 6rdenes cuaterniénicos.

2.1. El orden de Clifford de una forma
ternaria entera

Sean f = (a,, a,, a;, a,;, a3, a;,) una forma ternaria
racional (regular) y (V, f) el espacio cuadrético asociado
con base {e,, e,, e;}. Recordemos que el dlgebra de Clif-
ford C(f) tiene base {1, e, e,, e;, E, E,, E;, E} y que su
producto estd determinado por las relaciones (4). El dlge-
bra de cuaterniones C,(f) es la subdlgebra de C(f) de
base {1, E,, E,, E;}. Recordando la convencién hecha
sobre los indices (i, j, k) a continuacién de la Definicién
1.17, un simple célculo muestra el siguiente:

Lema 2.1. El producto en C\(f) estd determinado
por las expresiones:

(a) E}=-aa +a,E,. Luego, TE)=a,yNE)= agq,.
(b) EE; =aqa -k,

(c) EE =-aa;+a,E +aE +aqE

Corolario 2.2. fesenterasiysolosi[l,E,, E,, E;]es
un orden de C(f). O

Definicién 2.3. Llamaremos orden de Clifford de la
Jforma ternaria entera f, y lo denotaremos O (f), al orden
[1,E, E,, E,]de C/f),y llamaremos base de Clifford a
su base {1, E,, E,, E;}.

Observacion 2.4. Sean f una forma ternaria’y O (f) =
=[1,E,, E,, E;] su orden de Clifford, dado en su base de
Clifford. Del Lema 2.1 se sigue que O(=f)=[1,-E,, -E,,
-E,] = O(f). Este hecho refuerza nuestra convencion de
considerar solo formas ternarias enteras f con D(f) > 0.

Corolario 2.5. Sea f entera, entonces f es cldsica si y
solo si O (f) es un orden cldsico y f es primitiva si y sélo
si O(f) es un orden primitivo.

Definicion 2.6. Sif=ngconneZ n#0)yges
entera primitiva, entonces O(g) = [1, E,/n, E,/n, E,/n]
donde O(f) =1, E,, E,, E;].

Corolario 2.7. La matriz de la forma norma en O(f)
en la base de Clifford es:

1 (32 a,4/2 a2
a2 sy (x5 = a3a1))/2  (a1253 = 0y0,5)/2
32 (ayy5 = asa,))/2 a,a; (@3- 0,0,5)2 |
a2 (@53 = 0,013)/2 (050,53 a,a,3)12 a,a,

Desde ahora supondremos que fes entera. Nos propone-
mos estudiar el médulo cldsico O(f)* = [1, E¥, E¥, E¥]
asociado a O(f) = [1, E,, E,, E,] y, en particular, el espa-
cio cuadratico (V* N¥%),

Lema 2.8. Sea M = llo |l € GL3, Z) la matriz del
cambio de una base {u,, u,, u;} de V a la base {e,, e,, ;};
esto es:

3
u=> oe (t=1,273).
s=1

Si U¥ estd definido a partir de {u,, u,, u;} tal como E¥
estd definido a partir de {e,, e,, e,}, entonces Adj(M) es la
matriz del cambio de la base {U}, U¥, U} de V* a la
base {E¥, EX, E¥}.

Demostracion. Es un simple célculo a partir de (4) y
razonando como en la demostracion del Lema 1.56. O

Siendo T(E¥) = 0, es claro que Ef E¥ = EFEf. Luego,
del Lema 2.1 se obtiene:

Lema 2.9. El producto de elementos de O(f)* estd
determinado por las expresiones:

wrn _ | Yt Qalyi Ay e | G "
EXEf = <_jj— - T’) + > EF + é Ef + ¢ E}f.
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Proposicién 2.10. Como formas ternarias enteras,

4N* = 4.

Demostracion. La proposicion se sigue del Lema 2.9y
de la deﬁnici(’)n de “f, observando que N(E¥) = —E** =
=aa, - %

!

Recordando que D (“f) = 16D (f)?% de la proposicién
anterior y el Corolario 1.60 se obtiene:

Corolario 2.11.
D(O(f)) = D()).

Para toda forma ternaria entera f,

2.2. El teorema fundamental

Sean F, el conjunto de todas las clases f de formas ter-
narias enteras f con D(f) > 0 y Q el conjunto de todas las
clases O de drdenes cuaterniénicos @ con d > 1. De la
propiedad universal del dlgebra de Clifford se sigue:

Proposicion 2.12. La aplicacion V: F, — Q que a la
clase de una forma f le hace corresponder la clase de su
orden de Clifford O(f) estd bien definida.

En esta seccién nos proponemos estudiar la aplicacién V.

SeaO=[u,=1,u,,u,,u;]c H un orden cuaterniéni-
cocond > 1. Se tiene:

3
wu, =) 7(s f, Nu,
r=0

(s,t=1,2,3)

donde los n(s, ¢, ) son enteros por definiciéon de orden.

Sea O* = [1, u¥, uf, uf] el correspondiente médulo
clésico asociado a O. Slendo T(u¥) = 0, es claro que
wfu¥ = ufu* luego, el producto entre elementos de O*
queda determinado por los doce coeficientes (i, j, r) € Q
tales que:

3

(8 wrut =) R, j, nu

r=0

Lema 2.13. Con la convencion hecha sobre los indi-
ces (i, J, k):

(i) Sean b, = n*(j, k, i). Los tres b; son enteros no
nulos.

(ii) Se verifican las tres igualdades ©*(i, j, j) =
=7*(k, i, k).

(iii)  27*(i, j, j) es un entero de la misma paridad que
T(u,).

Demostracion. Es claro que b, = n*(j, k, i) = n(j, k, i)
son enteros. Si b; = 0, entonces {1, u¥, uff} generarian

sobre Q un subanillo de FH de grado 3 sobre Q, lo que
contradice al Corolario 1.8. Luego (i) queda probada.
Igualando el coeficiente de uj en

3
= -NuH)ur = Y 7%, j, Hufuy

r=0

©)  uf(ufuf)

de (i) se obtiene facilmente (ii). Por dltimo, (iii) es conse-
cuencia del hecho que n*(i, j, j) = (i, j, j) - T(w)/2. O

Proposicion 2.14. Para todo orden cuaternionico
O=1[1, u,, u,, u,] con d > 1 existe una forma ternaria
entera f tal que D(f) >0y O es equivalente a O(f).

Demostracion. Sean b, definidos como en la parte (7)
del lema anterior y sean a; = ¢b,, a; = 2en*(i, j, j), con
¢ = +1 a determinar. Por el lema anterior, f = (a,, a,, a,,
4,3, 4,3, d;,) €s una forma ternaria entera. Determinamos
¢ de modo que D(f) > 0 y aseguramos que O es equiva-

lente a O(f).

En efecto, sean v, =¢u,+et,1 con t; —( . —T(u ))/2 Por
la parte (iii) del lema anterlor los t; son enteros de modo
que O=1[1,v,, v, V5. Comparando las expresiones para
V2, Vv, y Vv, con las correspondientes para la base de
Cllfford de (9( f) dadas en el Lema 2.1, se concluye que
O es equivalente a O(f). O

Observacion 2.15. (1) En el caso definido, igualan-
do el coefzczente de ut en (9), resulta que b, = N(u¥) +
+ 730, j, j)* >0, lo que prueba que los enteros b; son no
nulos y tienen un mismo signo ¢. La tabla de los produc-
tos de los v, es similar a la del Lema 2.1 o estd invertida,
es decir, es similar a la correspondiente a O(f)”, en
cuyo caso parece natural tomar la base conjugada O =
[1,¥,,V,, V5. En el caso indefinido ocurre algo similar.

(2) No sélo hemos probado que todo orden cuater-
nionico O =[1, u,, w,, u,] es equivalente a un O(f), sino
también que ajustando las trazas de los u; (0, eventual-
mente, de los —u,, de los @, o de los —u;) la equivalencia
se obtiene aplicando la base de O en la base de Clifford
de O(f).

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado
central de este trabajo:

Teorema 2.16. La aplicacion ¥: F, — Q que a la
clase de una forma fle hace corresponder la clase de su
orden de Clifford O(f), es biyectiva.

Las clases de formas definidas (indefinidas) se corres-
ponden, por Y, con las clases de drdenes definidos (inde-
finidos), las clases de formas primitivas se corresponden
con las clases de ordenes primitivos y las clases de for-
mas cldsicas se corresponden con las clases de ordenes
cldsicos.
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Demostracion. Hemos visto que ¥ es una aplicacién
bien definida (Proposicién 2.12) y que es sobre (Proposi-
cion 2.14). Sélo resta probar que ¥ es inyectiva.

Supongamos que fy ' son dos formas ternarias ente-
ras de discriminante positivo tales que O(f)~ O(f").
Sean (V, f) y (V', f) los espacios cuadraticos asociados,
ysean O(f)=[1,E, E, E,]y O(f") = (1, E}, E}, E]
expresados en las correspondientes bases de Clifford.
Siendo O(f)~ O(f"), O(f) = [1, U,, U,, U,] donde los
U, poseen idénticas propiedades algebraicas que los E..
Por el Corolario 1.58, {E}, E¥, E¥} y {Uf, U¥, U¥} son
bases de (V* N*). Luego, por la Proposicion 2.10 resulta
que ‘“f~“f"y, por la Proposicion 1.29 (iii), f~f'. Luego
¥ es inyectiva.

La ultima parte del teorema es consecuencia de la Pro-
posicién 1.18 y el Corolario 2.5. O

Del teorema anterior y el Corolario 2.11 se sigue:
Corolario 2.17. Si ¥ (f) = O entonces D(f) = D(0).

Corolario 2.18. Ningiin orden cldsico es maximal. En
efecto, a la clase de un orden maximal le corresponde
una clase de formas primitivas no cldsicas.

Demostracion. Sea O = O(f) un orden maximal en
un dlgebra de cuaterniones H. Es claro que O (y luego f)
debe ser primitivo. Por Proposicién 1.48, D(0) = d(H)
es un entero libre de cuadrados. Siendo D(O) = D(f)
(Corolario 2.11), f es una forma no cldsica pues en caso
contrario det M(f) es entero y 4| D(f). m]

Sean f, y f, dos formas ternarias enteras. Es claro que si
la forma f, representa a la forma f, entonces existe una
isometrfa entre los correspondientes espacios cuadraticos
y, por la propiedad universal del dlgebra de Clifford, una
aplicacion de C(f)) en C(f,) que, restringida a sus partes
pares, muestra que O(f,) <O(f,). Sin embargo, es posi-
ble que O(f,) < O(f,) sin que la forma £, represente a la
forma f;, como muestra la proposicién siguiente (compa-
rar con (2) de las Observaciones 1.33).

Proposicién 2.19. ¥(f) < ¥(f) < f, <f>.

Demostracion. Sean f, y f, dos formas ternarias ente-
ras y sean (V§, Nj) y (V¥, N¥) los correspondientes espa-
cios cuadréticos obtenidos a partir de O(f,)* y O(f,)*.
Razonando como en las demostraciones de los lemas
1.56 y 2.8 se prueba que O(f,) < O(f,) si y sblo si existe
una isometria de (V§, N¥) en (V¥, N¥), y esto ocurre (por
Proposicién 2.10) si y sélo si “f, representa a “f}, es decir,
siy solo si f; < f,. m|

Corolario 2.20. Sea W(f) = O entonces O es maxi-
mal si'y solo si f es fundamental.

Teniendo en cuenta la Proposicién 1.48 y los corola-
rios 2.17 y 2.20, resulta:

Corolario 2.21. Una forma ternaria entera f (de dis-
criminante positivo) es fundamental si y solo si D(f) =

=d(f).

Observacion 2.22. Sean O,y O, dos érdenes cuater-
nidnicos. Diremos que O, es isomorfo a O,, y lo denota-
remos O, x O,, si existe un isomorfismo de anillos con
unidad F: O, — O,. Es posible, entonces, considerar las
clases de isomorfia de drdenes cuaternionicos. Es claro
que, en general, O, ~ O, = O, ~ O,. Es interesante des-
tacar que vale la reciproca. En efecto, basta observar
que el argumento utilizado para probar la inyectividad
de ¥ en el teorema anterior permite demostrar que

O(f) = O(f,) = f,~f>.
Una manera de enunciar este hecho es la siguiente:

Corolario 2.23. Sean O, H, y O, H, ordenes
en dlgebras de cuaterniones racionales. Todo isomorfis-
mo de anillos con unidad F: O, — O, se extiende a un
inico isomorfismo de dlgebras A: 5'-[1 — H,.

2.3. La correspondencia de Latimer

El primero en establecer una correspondencia entre
clases de formas ternarias enteras y clases de ordenes
cuaternidnicos fue Latimer [7], en 1937. Su correspon-
dencia es parcial pues se limita a considerar el conjunto
Q,, = Q de las clases de 6rdenes maximales, con la defi-

m

nicién habitual de equivalencia (ver Observacién 1.53).

La presentacién de Latimer es inversa de la desarrolla-
da en las secciones anteriores. En efecto, él parte de un
orden maximal O = [1, u,, u,, u,] contenido en un dlgebra
de cuaterniones racionales de discriminante d. Para
ello utiliza una caracterizacioén de los 6rdenes maximales
debida a Brandt [2] que, esencialmente, puede conside-
rarse equivalente a nuestro Corolario 2.20. Su propdsito
es el de asignarle a @ una forma ternaria entera utilizan-
do una descomposicién similar a la descomposicién orto-
gonal H = (1) L H ° del espacio cuadritico (H, N).

Con este fin, define sus bases normales {1, v,, v,, v}
de O, obtiene la correspondiente base {v), v,, v;} para
0" = O N H° (ver Observacién 1.59) y la forma ternaria
entera

(10) f=1(x), x5 x3) = N(x, V| + X,V5 + X3V5)

Observa que D(f) = d* y que fes cldsica si y s6lo si d es
par. Finalmente, le asigna a O la forma f'si d es par y la
forma 2f si d es impar.
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Observacion 2.24. Latimer no da ninguna justifica-
cion para esta eleccion, pero parece claro que desea tra-
bajar sélo con formas cldsicas, tal como lo hace Dickson
en [4], y poder utilizar los caracteres alli definidos para
determinar los géneros de formas ternarias enteras.

Los autores que trabajan solo con formas cldsicas lla-
man impropiamente primitivas a las formas 2f cuando f
es una forma entera primitiva no cldsica, y ésta es la
manera de incluir tales formas f en sus estudios.

De todos modos, desde nuestro punto de vista, parece
mds natural (y equivalente para todos los fines) asignar a
O la forma f de (10) en todos los casos.

Se prueba facilmente que la aplicacién £:Q, — F.,
que a la clase de un orden cuaterniénico maximal O le
hace corresponder la clase de la forma f (o 2f) dada en
(10) estd bien definida.

Sea Q, (d) el conjunto de las clases de 6rdenes cuater-
niénicos maximales O con D(O) = d. Latimer prueba que
L(Q,(d)) = G, donde G, es un género de formas terna-

rias enteras (ver Observacién 1.37) determinado por d.

Sea F,=U, G, donde d recorre el conjunto de los
discriminantes de dlgebras de cuaterniones racionales, es
decir, el conjunto de los enteros d > 1 libres de cuadra-
dos. Entonces considera £:Q, — F,.

Latimer prueba la inyectividad de la aplicacién £ a
partir del siguiente:

Lema 2.25 (Latimer). Sean O,y O, dos érdenes ma-
ximales en un dlgebra de cuaterniones racionales JH.
Entonces O, = O, si y solo si O = OY.

Observacion 2.26. La demostracion del lema ante-
rior es trabajosa y estd precedida por un interesante es-
tudio de las bases de un dlgebra de cuaterniones racio-
nales H que sean «canénicas» y permitan determinar
bases normales particulares para un orden maximal
O c H dado. Este estudio estd relacionado con la cons-
truccion de H(d) realizada en la segunda de las Obser-
vaciones 1.15.

Sea FH un dlgebra de cuaterniones racionales con d =
= d(H) > 1. Para todo primo q € P que verifica las con-
diciones (i) v (ii) que alli se establecieron, H = .’7—[(——q, -d)
si es definida y H = }[(—q, d) si es indefinida (recorde-
mos que ésta es la definicion de JH(d) con q el menor de
tales primos).

El cuerpo K = Qi) = H es el cuerpo cuadrdtico

Q(\/:]) Sea E = K el anillo de los enteros de K. Luego
E=1[1,0],cono=1+1)/2, es el (inico) orden maximal
de K.

Para todo orden maximal Oc H, O N E = [1, co]
serd un orden de K de determinado conductor ¢ 2 1. Lati-
mer muestra que existen infinitos primos q, que verifican
las condiciones (i) y (ii), para los cuales ¢ = 1, es decir,
E < O. Entonces prueba que existen w, = c,j, con
0<c,€Z,yu,, conT(u,;) =0, tales que O =11, g, u,, u;].
Claramente, ésta es una base normal de ©. En realidad,
el resultado de Latimer es mucho mds preciso y completo
(ver [7, Teorema 4]).

Utilizando resultados de Artin y de él mismo, Latimer
concluye que, en el caso indefinido, los géneros de for-
mas ternarias G, contienen una Unica clase de formas.
Luego, la inyectividad de £ implica el siguiente:

Corolario 2.27. En el caso indefinido, para cada dis-
criminante d existe una unica clase de ordenes cuater-
nionicos maximales.

Observacion 2.28. El Corolario 2.27 puede ser obte-
nido a partir de los corolarios 2.20 y 2.21 utilizando re-
sultados de la teoria de formas cuadrdticas ternarias en-
teras.

En el caso indefinido, la sobreyectividad de la aplica-
cién L es consecuencia de las observaciones previas al
Corolario 2.27. Para probar la sobreyectividad de £ en el
caso definido, Latimer no utiliza ni el dlgebra de Clifford
ni el dlgebra de cuaterniones de Hermite (ver Observa-
cion 1.21), sino un trabajo de Fueter [5] donde se calcu-
lan las relaciones que determinan el producto de un alge-
bra de cuaterniones racionales JH de discriminante d en
términos de una base de un orden maximal de . Tam-
bién necesita un resultado de Brandt [1] y realizar una
serie de prolijos cdlculos a partir de una forma f tal que

f € th'
Asi obtiene su resultado fundamental:

Teorema 2.29 [Latimer]. La aplicacion L:Q,,— F;
es biyectiva.

Observacion 2.30. A pesar de que la corresponden-
cia dada por Latimer es parcial e insatisfactoria, cabe
destacar que la establece entre clases, como la dada en
el Teorema 2.16, y que se apoya en la idea de asociarle a
un orden un modulo unitario cldsico. Por otra parte, al-
gunas ideas contenidas en su articulo, como las comen-
tadas en la Observacion 2.26, resultan iitiles tanto para
determinar el cardinal de Q,(d) (ver [9, p. 26]) como en
otras aplicaciones.

mn

24. La correspondencia de Brandt

El 21 de octubre de 1941, H. Brandt dio una conferen-
cia en la Universidad de Jena que, por muchos motivos,
puede considerarse fundamental. Dicha conferencia
consta de tres partes (ver [3]). En la primera establece
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una correspondencia entre formas ternarias enteras y or-
denes cuaterniénicos; en la segunda estudia la composi-
cion de ideales en un dlgebra de cuaterniones racionales
y define el hoy llamado grupoide de Brandt; en la tercera
define y estudia lo que él llama matrices de Hecke y que
en la actualidad se denominan matrices de Brandt. En
esta seccion s6lo nos ocuparemos de la primera parte de
la conferencia de Brandt, haciendo una breve descripcién
de su correspondencia y comparandola con los resultados
de las secciones anteriores.

Brandt parte de una forma ternaria entera f = f(x,, x,, X3)
y considera el dlgebra de cuaterniones de Hermite aso-
ciada JH (ver Observacién 1.21). Llama forma norma de
Hermite a la forma cuadrdtica H = H(x,, X, Xy X3)
que representa al espacio cuadratico (#, N) en la base
{1, u,, u,, uy} de Hermite, y observa que H = xé +
+ F(x,, x,, x;), donde F es la forma ternaria que verifica
M(F) = adj M(f), es decir, la adjunta de f en sentido
cldsico (y no en el sentido de la Definicién 1.28).

Si fes clésica, de (5) resulta que [1, u;, u,, u;] es un
orden de . Reciprocamente, si O = HH es un orden cldsi-
coy la forma norma N se expresa en una base de O corres-
pondiente a la descomposicién ortogonal @ = (1) LO°,
resulta que N = x; + G(x,, X,, X;) Yy, por un resultado del
mismo Brandt [1], G es la adjunta en sentido cldsico de
una forma ternaria entera g.

Brandt observa que si la forma f o el orden @ son no
clasicos, la forma cuadratica H no es entera y la construc-
cién de Hermite debe ser «extendida para que siga va-
liendo lo mismo». Entonces define una nueva forma nor-
ma, ajustando convenientemente los coeficientes de H,
de modo que la correspondencia anterior se extienda a
todos los casos.

Finalmente muestra que si f~f’ entonces H~H' y se
obtiene el mismo orden.

Brandt no es totalmente explicito en esta parte de su
conferencia. Si bien formalmente su correspondencia es
entre clases de formas ternarias enteras y 6rdenes cuater-
nidnicos, tacitamente identifica 6rdenes isomorfos. Por
otra parte, sus ajustes en los coeficientes de la forma nor-
ma de Hermite significan también ajustes en los elemen-
tos de la base de Hermite. Mds claro en este sentido es
Pall [8], que al comienzo de su articulo precisa y comple-
ta algunos aspectos del estudio de Brandt (y donde llama
forma norma de Brandt a la extension que éste hizo de la
forma norma de Hermite). Aunque el interés de Pall no se
centra en la correspondencia entre formas ternarias ente-
ras y o6rdenes cuaterniénicos, tal vez no seria injusto lla-
marla correspondencia de Brandt-Pall.

Para relacionar el trabajo de Brandt con los resultados
obtenidos en las secciones anteriores debemos comenzar
observando que sus ideas se corresponden con las conte-

nidas en la Observacion 1.20 , que estdn vinculadas con
la Proposicién 2.10, y no con la construccién de un mé-
dulo clasico asociado a un orden.

Tampoco Brandt utiliza el dlgebra de Clifford, pero si
el dlgebra de cuaterniones de Hermite JH asociada a una
forma ternaria entera f, dada en una base {1, u,, u,, u,}.
Si comparamos (5) con el Lema 2.9 y la demostracién de
la Proposicién 2.10 , notamos que {1, u,, u,, u,} resulta
ser una base de O(f)*.

Cuando se trata de encontrar el orden O correspon-
diente a una forma f; los ajustes que realiza Brandt deben
entenderse (como lo hace Pall [8]) semejantes a los ajus-
tes de las trazas sefialados en la segunda de las Observa-
ciones 2.15. En general, un médulo unitario L no queda
determinado por su médulo clasico asociado L*. Sin em-
bargo, de los resultados de las secciones anteriores no es
dificil deducir que un orden O si queda determinado por
O*. Entonces, los ajustes de las trazas de los u; pueden
realizarse de una manera esencialmente tnica para obte-
ner un orden O, y éste resulta equivalente a O(f).

Reciprocamente, cuando se parte de un orden O, los
ajustes que realiza Brandt sobre los coeficientes de la forma
norma de Hermite tienen como propdsito el de hallar una
expresion de la forma N(xy, x,, X,, X3) = X5 + F (X}, X,, X3),
tal que F sea la adjunta en sentido cldsico de una forma
ternaria entera f. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.10
y la definicién de “f, se obtiene que N* es la adjunta de f
en sentido cldsico. Luego, la construccién de Brandt es
esencialmente equivalente a la construccién de O*.

Teniendo en cuenta los comentarios anteriores y la
Observacion 2.22 (o su Corolario 2.23) podemos con-
cluir que la correspondencia de Brandt, si bien concep-
tualmente es distinta, coincide con la dada por el Teore-
ma 2.16.

2.5. Determinacion efectiva de la correspondencia

La correspondencia ¥: F, — Q dada por el Teorema
2.16 puede ser determinada efectivamente mediante al-
goritmos Ordft[f] y Ftord[O] que calculan WY(f) y
¥~(0), respectivamente, y que pueden ser implementa-
dos en un ordenador. Como veremos, los resultados de
las secciones anteriores permiten obtener dos versiones
distintas para cada uno de ellos. En esta seccién daremos
un esquema de dichos algoritmos y haremos algunas ob-
servaciones sobre su implementacién.

Como hemos mencionado en las Observaciones 1.15
y 1.61, todas las computaciones se realizardn en la base
B.={1,1,j, jlfll de la correspondiente dlgebra de cuater-
niones H = H(d) = H(a, b) y los médulos unitarios L de
H se darédn en su base normal de Hermite relativa a B,.
Esto permitird trabajar con distintos L simultdneamente.
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Algoritmo 2.31. Ordftl [f].

La entrada del algoritmo es una forma ternaria entera
f- Se calcula d = d(f) y se trata de obtener un orden

O~ O(f) contenido en H = H(d) = H(a, b).

Utilizando el Corolario 2.7, se calcula la matriz M, de
la forma norma N en la base de Clifford {1, E,, E,, E;} de
OC(f). Por otra parte, la matriz de N en la base B, de H es
M, = diag(1, —a, —b, ab), de modo que existe una matriz
M e GL#4, Q) tal que ‘M - M, - M = M,. Entonces
1 ijkil-M=I1E, E, E;ll y, por la Proposicién
1.10, © = [1, E,, E,, E;] es el orden buscado. La salida
del algoritmo es el médulo O expresado en su base nor-
mal de Hermite.

Algoritmo 2.32. Ordft2 [f].

La entrada del algoritmo es una forma ternaria entera
f=(a,, a, a;, a,;, a5, a;,). Se calcula d = d(f) y se trata
de obtener un orden O ~ O(f) contenido en H = H(d) =
= Ha, b).

Se calcula la matriz M| = adj M(f) que, por la Proposi-
cién 2.10, es la matriz de la forma norma N,, sobre Hen
la base {Ef, E¥, E¥} obtenida a partir de la base de Clif-
ford {1, E,, E,, E;} de O(f). Por otra parte, la matriz de
N, en la base {i, j, k} de HH° es M, = diag(—a, —b, ab),
de modo que existe una matriz M € GL(3, Q) tal que
'M-M, - M = M,. Entonces, por la Proposicién 1.10,
i j kil-M=IE¥ Ef Eflly, porelLema2.1,E,=a; +
+ E¥. Luego, O=[1, E,, E,, E;] es el orden buscado. La
salida del algoritmo es el médulo O expresado en su base
normal de Hermite.

Algoritmo 2.33. Frordl [f].

Este algoritmo se basa en la demostracién de la Propo-
sicién 2.14 que es constructiva. La entrada es un orden
O=[1,u,u,u] < H= .’7—[(d) y se trata de obtener una
forma ternaria entera f tal que @~ O(f).

Se calculan los u}, los coeficientes 7*(i, j, r) de (8) y
con ellos la forma ternaria entera f. La salida del algorit-

mo es la forma f o su reducida si HH es definido (ver
Observacion 2.36, mds adelante). a

Algoritmo 2.34. Ftord2[f].

La entrada del algoritmo es un orden O =[1, u,, u,, u,]
cH = H(d) y se trata de obtener una forma ternaria
entera g tal que O~ O(g).

Se calculan los u¥ y con ellos la forma ternaria

f=fx,, x5, x3) = 4N(xu¥ + x,uf + x;uf)

que, por la Proposicién 2.10 , es la adjunta de la forma g
buscada. Entonces g se calcula a partir de f como indica

la Proposicion 1.31. La salida del algoritmo es la forma g
o su reducida si H es definido (ver Observacién 2.36,
mas adelante).

Para implementar los algoritmos anteriores es preciso
disponer de al menos un par de «paquetes» de programas
que permitan calcular con formas ternarias y en un alge-
bra de cuaterniones racionales.

Algoritmos 2.35. Formas ternarias.

Lo estrictamente necesario para implementar los algo-
ritmos que dan la correspondencia W: F, — Q se reduce
a lo siguiente:

1.  Cambios de expresiones.

Una forma ternaria f puede expresarse de al menos tres
maneras diferentes: mediante sus coeficientes f = (a,, a,,
a,, Ay, 4,3, 4,,), mediante su matriz M(f) y como polino-
mio f = f(x,, X,, x;) como en (1). En general resulta con-
veniente utilizar la primera de estas expresiones, pero es
necesario tener algoritmos que permitan pasar de una ex-
presidn a otra. Asf serd sencillo, por ejemplo, implemen-
tar un algoritmo que calcule la forma ternaria M - f a
partir de la matriz M € GL(3, Q) y la forma ternaria f.

2. Cdlculo de invariantes.

Algoritmos que calculen D(f), a(f), w(f) y d(f). Los
tres primeros se obtienen directamente a partir de las de-
finiciones y el dltimo utilizando la Proposicién 1.35 y la
primera de las Observaciones 1.15. También resultard
util un algoritmo que determine si una forma ternaria en-
tera es definida o indefinida aplicando el Corolario 1.36.

3. Cdlculo de adjuntas y antiadjuntas

Sea funa forma ternaria entera. Para calcular “f es sufi-
ciente utilizar la definicién. Para determinar si f posee o
no una antiadjunta y para calcular la antiadjunta de f se
utiliza la Proposicién 1.31.

Observacion 2.36. En el caso de formas ternarias
enteras definidas es posible definir un representante ca-
nonico en cada clase de formas, al que se denomina for-
ma reducida (ver [4, p.155-179]). Existe también un al-
goritmo Reduce(f), fdcilmente implementable, para
calcular la forma reducida f.~ f (y, si fuera necesario,
también la matriz M € GL(3, Z) tal que M - f = f,). Por
otra parte, la definicion de forma reducida permite cons-
truir tablas de formas ternarias enteras definidas.

La existencia de una buena definicion de forma redu-
cida y del algoritmo Reduce(f) implica que, en el caso
definido, sea mds conveniente trabajar con formas terna-
rias enteras que con Ordenes cuaternionicos, dado que
resulta mucho mds fdcil decidir la equivalencia de for-
mas que la de ordenes.
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Algoritmos 2.37. Cuaterniones.
Un esquema de los algoritmos necesarios es el siguiente:

1. Operaciones con cuaterniones

Dada un 4lgebra de cuaterniones racionales H= H(a, b),
sus elementos se representan mediante sus coordenadas
(X0, Xy, X5, x3) en la base B, = {1, 1, j, k} correspondiente y
se implementan f4cilmente algoritmos que realicen todas
las operaciones bésicas: suma, producto por un racional,
producto no conmutativo, conjugacién, célculo de la tra-
za y de la norma, componentes de un elemento en una
base dada, automorfismo interior asociado a un elemen-
to, etc.

2. Cdlculo del dlgebra H(d)

Las Observaciones 1.15 permiten implementar algorit-
mos que calculen el invariante d = d(F), correspondien-
te a un dlgebra de cuaterniones H=Ha, b), y definan el
dlgebra H(d) a partir del invariante d.

3. Operaciones con modulos unitarios

Algoritmos que, dado un médulo unitario L = [1, u,,
u, u;] H(d), calculen su discriminante D(L), den su
base normal de Hermite, determinen si un elemento de
JH pertenece a L y si L es un orden. Con ellos no serd
dificil la implementacién de otros que determinen si dos
modulos unitarios son iguales o si uno es un submédulo
de otro. También es conveniente poder calcular la inter-
seccion de dos médulos unitarios.

Observacion 2.38. Al tratar de implementar los al-
goritmos Ordft1[f]y Ordft2[ f] se observa que es preci-
so disponer de otro algoritmo previo Mateq(F,, F,) que
calcule una matriz M € GL(n, Q) tal que M - F, = F,
cuando dos formas cuadrdticas Q-equivalentes F, y F,
en n variables son dadas (al menos paran =3y n=4).

Tal vez éste sea el punto mds delicado en la implemen-
tacion de la correspondencia Y. En efecto, hasta donde
alcanza nuestro conocimiento, actualmente no se dispo-
ne de un algoritmo Mateq(F,, F,) eficiente. Con Jordi
Quer estamos trabajando en este sentido pero aiin no he-
mos conseguido resultados plenamente satisfactorios. El
algoritmo que utilizamos consta de dos pasos: 1) Se cal-
culan formas diagonales G, ~F, y G,~F, con las co-
rrespondientes matrices M, = Mateq(F,, G,) y M, =
= Mateq(F,, G,) (con lo que el problema queda reduci-
do al caso de formas diagonales). 2) Se calcula M, =
= Mateq(G,, G,) utilizando, esencialmente, el Teorema
de Witt (que permite reducir el problema a uno equi-
valente con menor niimero de variables). Claramente,
Mateq(F,, F,) =M, - M, - M;'.

La necesidad de utilizar este procedimiento implica
que el algoritmo Ordft2| f] es preferible al Ordft1[f].

Observacion 2.39. Es posible obtener un Ftord3[ O]
utilizando los ajustes de Brandt [3] y un Ordft3| f] utili-

zando los resultados de Pall [8]. Cronolégicamente, és-
tos son los primeros que hemos implementado. Natural-
mente, las tres versiones de los algoritmos producen
idénticos resultados.

También es fdcil de implementar un algoritmo que cal-
cule la clase de formas ternarias L(O) que la correspon-
dencia de Latimer asigna a la clase de un orden cuater-
nidnico maximal O dado.

3. EJEMPLOS

Los resultados establecidos en las secciones anteriores
tienen diversas consecuencias y aplicaciones. La corres-
pondencia ¥ y la posibilidad de su célculo efectivo per-
miten utilizar la teoria de las formas enteras en el estudio
de la aritmética de los 6rdenes cuaternidnicos, y recipro-
camente. Por ejemplo, siguiendo el esquema utilizado
para formas binarias, las escasas tablas de formas terna-
rias enteras de las que se dispone estdn calculadas a partir
de D(f). En el caso de formas binarias, esto significa
agrupar las formas vinculadas a un mismo orden cuadré-
tico (que estd determinado por su discriminante), pero la
situacién es muy diferente para formas ternarias. En
efecto, existen formas ternarias enteras fy g tales que
D(f) = D(g) pero d(f) # d(g). Un estudio mas profundo
de la correspondencia W debe ayudar a encontrar el mé-
todo mds adecuado de disponer futuras tablas de formas
ternarias enteras.

En las préximas secciones nos limitaremos a desarro-
llar ejemplos de la correspondencia y de algunas de sus
posibles aplicaciones.

Nota: En todo lo que sigue, {1, i, j, k} serd la base
del 4lgebra de cuaterniones racionales JH(d) en la que
estemos operando y, para aligerar la notacion, para todo
g € Q denotaremos con ¢ al elemento g1 de FH(d).

3.1. Ordenes maximales

En esta seccién daremos dos ejemplos de la correspon-
dencia W en el caso de 6rdenes cuaterniénicos O < H
maximales, es decir, con D(0) = d(FH) (Proposicion 1.48).
El primero con H indefinida y el segundo con J defini-
da. También calcularemos las clases de formas asociadas
por la correspondencia de Latimer a dichos érdenes.

Ejemplo 3.1. Ordenes de discriminante D = 6.

En este primer ejemplo desarrollaremos con algin de-
talle el calculo de la correspondencia en ambos sentidos.
Estando en el caso indefinido, sabemos que existe una
tinica clase de 6rdenes cuaternidnicos de discriminante
D =6 (Corolario 2.27). Trabajaremos en el algebra de
cuaterniones H = H(6) = H(-1, 3).

Comencemos por determinar un orden maximal de 7.
Si consideramos el orden O’ = [1, i, j, k], observamos
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que D(O") = 12, luego O’ es un suborden de indice 2 de
un orden maximal @ (Corolarios 1.42y 1.47). Observan-
do que u; = (1 +1i + j + Kk)/2 es un entero, es ficil verifi-
car que

O=[1u,u,w]=[11ij A+i+j+Kk)/2]

es un orden maximal de J{ dado en su base normal de
Hermite. Nos proponemos calcular ¥~'(0).

Sea O* =[1, uf, u¥, uf] el médulo clasico asociado a
O. Calculando los productos uu} y expresandolos en la
base de O* tenemos:

ufuf = —uf —uf + 2uf
uwfuf =-1/2 + 12u¥ + uf — u¥

wfu¥ =3/2 —uf + 172uf —uf.

Operando como en la demostracién de la Proposicién
2.14, obtenemos la forma

f= (17 _19 —2’ 2’ 29 “1)’

con D(f) = 6, y los ajustes de las trazas: v, = —u, + 1,
v,=-u,+ 1y v; = —u; (en este caso ¢ = —1). Si calcula-
mos la tabla de los productos de los v, comprobamos que
coincide con la que define el producto en O(f)” (ver
Observaciones 2.15). Tomando la base conjugada tene-
mos:

O=[1,1+i,1+4}j,(-1+i+j+k)2]~[1L,E,E,, E;] = O(f)

donde la equivalencia se obtiene aplicando una base en la
otra. Luego, ¥7'(0) = f.

Reciprocamente, si queremos hallar la clase de 6rde-
nes maximales de JH a partir de una clase de formas ter-
narias, debemos encontrar una forma g con D(g) = 6. Si
inspeccionamos la tabla de Dickson (ver [4, p. 150-151])
debemos tener en cuenta que él trabaja sélo con formas
clésicas. Siendo g no clésica (Corolario 2.18), en la tabla
se encontrard la forma impropiamente primitiva 2g (ver
Observacion 2.24), de modo que g = (-1, -1, 2,0, 0, —1).
Sea G = “gl4 = (-2, -2, 3/4, 0, 0, 2) la adjunta de g en
sentido clésico y sean

1 10 1 =372 =372 -2 1 32
M, =0 2 O|, M,=(0 12 -12|, M=|~1 1 1/2].
00 2 S -1 0 12

Entonces M, - G = G, =diag(-2,-6,3)yM,- G, =N, =
=diag(l, -3, -3), la forma norma de HY en la base
{i, j, k}. Aplicando la matriz M = (M, - M) alli j Kkl
obtenemos IIEF E¥ Efll, donde {1, E¥, Ef, E¥} es la
base de O(g)*. Como las trazas de los E, estdn dadas por
los tres dltimos coeficientes de g (Lema 2.1), tenemos que

O =0"=
=[1,2i-j-Ki+j (-1+3i+j+k2cH

Expresando a O" en su base normal de Hermite resulta

que 0" = 0.
Luego ¥(2) = Oy, necesariamente, f~ g.

Por dltimo, calculemos la clase £( O) de formas terna-
rias asignada a O por la correspondencia de Latimer. Es
claro que {1, (1 +i+j+Kk)/2,1i, j} es una base normal de
O.Luego O°=[i+j+k,i,jl=1ij, kly L(O) =N,

Ejemplo 3.4. Ordenes de discriminante D = 11.

Se trata de determinar los 6rdenes maximales de H =
= H(11) = H(~1, -11). Hemos elegido este discriminan-
te por tratarse del menor d para el que FH(d) posee mds
de un orden maximal.

Siendo HH definida, hemos visto (Observacién 2.36)
que es mds conveniente trabajar con formas ternarias. En
este caso, la inspeccion de una tabla o el cdlculo directo
nos muestra que existen dos clases de formas ternarias
con D = 11. Las formas reducidas correspondientes son:

(11) f]:(19 19 3a 07 —1’ O) y f2:(1’ 19 4’ 1’ 19 1)

En consecuencia, H posee dos 6rdenes maximales
que, expresados en sus bases normales de Hermite son:

O, =1, 3i, (13i + j)/6, (1 + k)/2] y
(12)  O,=[1, 12i, (6 + 103i + j)/12, (211i + j + 6k)/24]
y @,(11) = {0, 0;}.

En cuanto a la correspondencia de Latimer, formas de-
finidas por (10) y correspondientes a O, y a O, son, res-
pectivamente

€,=(11,9,5,13,0,0) y
€, = (295, 144, 78, 211, 302, 412),

que son equivalentes a las formas reducidas
€,=(1,3,11,0,0,-1) y £,=(3,4,4,-3,-2,-2).

Estas resultan ser las unicas clases de formas ternarias
primitivas de discriminante D = 121, y ambas estén en el
mismo género. En rigor, siendo d impar, £(0)) = 2€, y
L(0O,) = 2¢€, (ver Observacién 2.24).

3.2. Determinacién de subordenes
Dado un orden cuaterniénico O, denotaremos O(m, n)

a sus subordenes, donde m es el indice del suborden y
n>0 es un entero que distingue a los distintos subérdenes



P. Llorente

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2000; 94 415

de O de indice m. En esta seccién nos proponemos deter-
minar los subdrdenes de indices m = 2 y 3 de los 6rdenes
maximales O, y O, dados en (12).

En general, para determinar los subdrdenes de indice
m de un orden cuaterniénico O = [1, u,, u,, u,] con
D(O) = D puede procederse en dos pasos: 1) se determi-
nan todos los submédulos unitarios L de O de indice m;
2) se seleccionan aquellos submddulos unitarios L que
sean Ordenes.

En el Paso 1, deberian aplicarse a llu;, u, u,ll todas las
matrices M € M(3,Z), con det M = m. Sin embargo, si
dos de tales matrices M, y M, son equivalentes a derecha
(esto es: existe una U € GL(3, Z) tal que M, =M, - U),
entonces determinan el mismo L. Hermite [6] obtiene re-
presentantes candnicos para las clases de matrices U
equivalentes a derecha. En el caso m = p € P primo, éstos
son (ver [8, p. 309]) las p* + p + 1 matrices:

1 00 1 00
13 |10 1 Of, |0 p al| y
0 0 p 0 0 1

o o
S - Q
—_ O o

conag, b=0,1,...,p - 1.

Por otra parte, los subdrdenes de indice m del orden
cuaterniénico O también pueden estudiarse a partir de
una forma ternaria f tal que W(f) = O utilizando la Pro-
posicién 2.19. En el caso m = p € P primo, habrd que
aplicar las matrices de (13) a la forma “f para hallar las
formas ternarias que derivan de f.

Ejemplo 3.2. Subdrdenes de indice m = 2.

Calculemos, en primer lugar, las clases de 6érdenes con
D = 22. Para ello observamos que existen tres clases de
formas ternarias enteras con D = 22, de las cuales so6lo
dos tienen invariante d = 11. (La tercera tiene invariante
d =2y se corresponde con la clase del suborden de indi-
ce m = 11 de la clase de 6rdenes maximales con D =2; la
forma reducida correspondiente es g; = (1, 2, 3,0, -1, O).)
Las formas reducidas correspondientes son:

glz(l’ ]’63 —15 _1’ 0) y g’l:(z, 2, 2, 1, 1, 2)

Las dos clases de 6rdenes con D =22 son, por lo tanto,
las clases de

O(g)) =1, 276i, (46 + 5529i + j)/92, (3 + 230i + k)/6] y
(14) O(g,) =1, 12i, (6 + 103i + j)/12, (1 + 18i + k)/2].

Las formas reducidas correspondientes a las clases de
las formas adjuntas de f, y f, de (11) son

F,=4,11,12,0,-4,0) vy

(15)
F,=(3,15, 15, -14, -2, -2).

Aplicando las siete matrices de (13) con p = 2 a estas
formas se obtiene, en ambos casos, que sélo tres dan for-
mas ternarias enteras que poseen antiadjunta. Para F,
una de dichas antiadjuntas es equivalente a g, y las otras
dos son equivalentes a g,. Para F,, las tres antiadjuntas
son equivalentes a g,. As{ pues, la maneraen que g,y g,
derivan de f y f, queda representada por el grafo si-
guiente:

1_~8

(gD f]<
8- 3 g
fz/

De lo anterior podemos concluir que se verifican las
siguientes relaciones de inclusién en sentido amplio:

2

(16) O@g)<0, 0O@g)<0, y Og,)< 0,

Calculando los subérdenes de indice m = 2 de O, y O,
dados en (12) con el procedimiento descrito al comienzo
de esta seccién se obtienen:

0,2, 1) =1, 3i, (4i + j)/3, 3 + 13i + j + 3k)/6]

0,2, 2) =1, 6i, (13i + j)/6, (1 + 61 + k)/2]

0,(2,3) =1, 6i, (31i + j)/6, (1 + 61 + k)/2]

0,2, 1) =[1, 12i, (6 + 103i + j)/12, (1 + 18i + k)/2]

0,(2,2) =1, 24i, (6 + 103i + j)/12, (499 + j + 6k)/24]

0,(2, 3) =[1, 24i, (6 + 2471 + j)/12, (211i + j + 6k)/24].
Calculando, para cada uno, la forma reducida corres-

pondiente por ¥ se observa que 0,(2, 3)~ O(g,) y los

otros cinco son equivalentes a O(g,). Luego, la manera

en que estan dadas las inclusiones de (16) queda repre-
sentada por un grafo similar a (g.1).

Ejemplo 3.3. Subdrdenes de indice m = 3.

Procedemos igual que en el ejemplo anterior. Existen
tres clases de formas ternarias enterasconD =33 yd = 11.
Las formas reducidas correspondientes son:

h| =(19 19 117 Oa 0’ —1)7 h2=(17 3’ 37 0’ 09 —1) y
h=(223221).

Luego, las tres clases de ordenes cuaterniénicos con
D =33 son las clases de

O(h)) =1, 6i, (1 + 6i + j)/2, (2 + 23i + k)/4]

(17) Ohy) =(1,31, G+j)/2, (1 +Kk)/2] y
O(hy) = [1, 45i, (1283i + j)/30, (1 + 60i + k)/2].
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Aplicando las trece matrices de (13) con p = 3 a las
formas F, y F, de (15) se obtiene, en ambos casos, que
s6lo cuatro dan formas ternarias enteras que poseen an-
tiadjunta. Para F'|, dos de dichas antiadjuntas son equi-
valentes a &, y las otras dos son equivalentes a k. Para
F,, una de las antiadjuntas es equivalente a k, y las otras
tres son equivalentes a h,. Luego, la manera en que #,,
h, y hy derivan de f] y f, queda representada por el grafo
siguiente:

2
f, {
(8.2) >h3
~.

En este caso podemos concluir que se verifican las si-
guientes relaciones de inclusién en sentido amplio:

(18) Oh) < @’ O(h,) < 61’ O(hy) < (713’ O(hy) < @—2

Calculando ios subérdenes de indice m =3 de O,y O,
dados en (12), con el procedimiento conocido, se verifica
que la manera en que estdn dadas las inclusiones de (18)
queda representada por un grafo similar a (g.2).

3.3. Ordenes de Eichler

Es claro que la propiedad de un orden de ser de Eichler
(ver Definicién 1.40) se extiende a clases de drdenes cua-
terniénicos. Sea O un orden cuaterniénico con d(O)=d 'y
sean (9 Y (9 elementos (no necesariamente distintos) de
Q (d). ‘Denotaremos O = E(O,, O,) para indicar que 0
es de Eichler y que O se obtiene como interseccion de
6rdenes equivalentes a O, y a O,. En esta seccién nos
proponemos mostrar que las clases de 6rdenes halladas
en los ejemplos 3.3 y 3.4 son de Eichler, expresiandolas
en la forma CE(O,, ©) con O, y O, pertenecientes al
conjunto €, (11) determinado en el Ejemplo 3.2.

Ejemplo 3.4. Ordenes de Eichler de D = 22.

Como hemos visto, las clases de 6rdenes de D = 22 son
las clases de O(g,) y O(g,) dados en (14). Teniendo en
cuenta (16), si O(g,) es de Eichler s6lo podra expresarse
en laforma Z(O,, O,). Es natural considerar el submédu-
lo 0,2, 3)~ O(g,) de O, (ver Ejemplo 3.3). Para todo
ue 0,(2, 3), el automorfismo 4, de O, deja invariante a
0,(2, 3) y tomando u = (6 + 5i — j)/6, con N(u) = 2,
se obtiene que O,(2, 3) = O, N 1,(0,). Luego, O(g,) =
=E0O,, 0).

Si O(g,) es de Eichler, segiin (16) podria expresarse en
cualquiera de las formas Z(O,, 0,), EO,, 0,) y EO,,

©,). Una biisqueda similar a la realizada para O(g,) no es
posible pues O(g,) no posee elementos de norma 2. Cal-
culando
O =0,n0,=11, 12i, (13i + j)/6, (1 + 18i + k)/2],

se obtiene que D(O') = 44. Luego, por el Corolario 1.47,
[0,:01=[0,: O'1=4.Tomandov=(1+k)/2€ O, con
N(v)=3,yw=3-8i-2j+3k)/6e O, con N(w) =6, se
obtiene que O(g,) ~1,(0) N 1,(0,). Luego, O(g,) =
=EO0O,, O,

Ejemplo 3.5. Ordenes de Eichler de D = 33.

Las clases de o6rdenes de D = 33 son las clases de
O(h,), O(h,) y O(h;) dados en (17). Teniendo en cuenta
(18), para las dos primeras razonamos como en el ejemplo
anterior para el caso de O(g,). Tomando x = (36 — 5i +
+j — 6Kk)/24, con N(x) = 3, en el tnico suborden de O,
equivalente a O(h,), se tiene que O(h,)~ O, N . ((92)
Luego, O(h,) = f(@z, 0,).

Por otra parte, el elemento v del ejemplo anterior per-
tenece a uno de los dos subdrdenes de O, equivalentes a
O(h,). Resulta que /1 transforma uno de estos subodrdenes
enel otroy O(h,) ~ O, N A(0,). Luego, O(h,) = EO,, O)).

Finalmente, O(h;) ~ 4,(0,) N A,(0,), donde u y w son
los elementos del ejemplo anterior. Luego, O(h,) =
= FO,, 0,).

Observacion 3.6. En ambos ejemplos, las relaciones
de inclusion en sentido amplio, deducidas del grafo que
representa la manera en que las clases de formas terna-
rias del discriminante considerado derivan de las clases
de formas fundamentales, determina la expresion de una
clase de ordenes de Eichler como interseccion de clases
de ordenes maximales.
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