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RESUMEN

Ofrecemos métodos para parametrizar las Q-curvas
asociadas a los puntos racionales no cuspidales de las
curvas de género <1 que son cocientes de las curvas mo-
dulares X(N) por subgrupos propios del grupo de las in-
voluciones de Atkin-Lehner, cuando N es libre de cua-
drados.

ABSTRACT

We present a method which parametrizes the Q-cur-
ves attached to non cusp rational points on the curves of
genus <1 which are quotients of modular curves X (N)
by proper subgroups of the group of the Atkin-Lehner
involutions, for N squarefree.

INTRODUCCION

Una Q-curva es una curva eliptica definida sobre (Q
que es iségena a cada una de sus conjugadas por la accién
del grupo de Galois Gal(Q/Q). El interés sobre estas cur-
vas ha aumentado notablemente después de que Ribet
[Ri 92] haya demostrado que, bajo la conjetura (3.2.4,)
de Serre [Se 87], las Q-curvas son las curvas elipticas
obtenidas como cocientes de las jacobianas de las curvas
modulares X,(N).

Elkies [El 93] ha demostrado que toda Q-curva sin
multiplicacién compleja es iségena a una Q-curva asocia-
da a un punto racional no cuspidal de la curva X *(N) :=
= X,(N)/B(N) para un cierto entero N = 1 libre de cua-
drados y donde B(N) denota el grupo de las involuciones
de Atkin-Lehner {w, : d|N}.

' Este trabajo ha sido financiado parcialmente por la DGES, PB96-0970-C02-02.

En todo lo que sigue, N > 1 es un entero libre de cua-
drados que tiene n divisores primos. Denotamos por g * el
género de X*(N) y por * la proyeccién natural de X,(N)
en X*(N). Cuando g*< 1, en [Go-La 98] se parametrizan
los puntos no cuspidales de X(N) que proporcionan pun-
tos racionales de X*(N). Dicha parametrizacién se basa
en la idea siguiente. Para cada divisor positivo d|N, de-
signamos por j,(z) := j(z)|w, = j(dz), en donde j designa
la funcién modular eliptica. Se consideran las funciones
simétricas elementales de las funciones {j,} "

J, = Zjd""’ Jon = de’

dIN dIN

y el polinomio en T:

JHT) =[] (T -j) =
dIN
=T + Y (1Y J, T € Q (X*N))[T].

i=1

Se determina un sistema minimo de generadores de
Q(X*(N)) sobre @, es decir uno o dos generadores de-
pendiendo de que g* sea 0 o bien >0. Cada una de las
funciones J, pertenece a Q(X*(V)) y, por lo tanto, es una
funcién Q-racional en dichos generadores. Los valores
racionales de los generadores proporcionan (J-curvas,
cuyos j-invariantes satisfacen la relacién_algebraica
J3#(j) = 0. Asi, para cada morfismo ¢ € Gal(Q/Q) existe
un entero positivo d,|N tal que %j = j, 'y d, es el grado de
una isogenia existente entre una curva eliptica de inva-
riante j y su conjugada por o.

En el caso racional (g* = 0), se determina un médulo
principal F de X*(N) con un polo en n*(ic0), tal que su
desarrollo de Fourier en g = ¢*™ es normalizado y tiene
coeficientes enteros. En este caso, cada funcién J; es un
polinomio ménico en F con coeficientes enteros. Se ob-
tiene asf una parametrizacién de J3 en F:

JieZ[T, F1.
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En el caso eliptico (g* = 1), se considera la curva elip-
tica E definida sobre () que se obtiene al fijar el punto
n*(ioo) como origen en X*(N). Se determina su clase de
Q-isomorfia, que siempre tiene rango 1. También se de-
terminan funciones X, Y € @(X *(N)) que satisfacen las
ecuaciones de un modelo minimal de Weierstrass de E
sobre @ y cuyo g-desarrollo de Fourier es normalizado.
En este caso, las funciones X, Y obtenidas tienen g-desa-
rrollos de Fourier con coeficientes enteros y cada funcién
J. es un polinomio en X, Y con coeficientes enteros. Se
obtiene, ahora, una parametrizacién de J¥ en X e 1~

Jie ZIT, X, Y].

Los j-invariantes de las Q-curvas correspondientes que-
dan parametrizados por los valores (X, Y) € E(Q).

Genéricamente, las parametrizaciones dadas en [Go-La
98] proporcionan los j-invariantes de Q-curvas tales que
[Q()) : @] =#B(N) = 2". Ello es debido al hecho de que
las extensiones C(X,(N))/C(X*(N)), Q(X,(N))/Q(X*N))
son abelianas y su grupo de Galois es isomorfo a B(N) ~
~(Z/27)". No obstante, para algunos valores racionales
de los pardmetros {F'} o {X, Y}, el polinomio J(T) es
(D-reducible. Para estos casos especiales, la parametriza-
cién dada no es 6ptima. Por ejemplo, consideremos las
(-curvas sin multiplicacién compleja definidas sobre un
cuerpo cuadritico y cuyo grado (de una isogenia con su
conjugada) es 6. Sea F' un médulo principal racional de
X*(6). Para los valores racionales de F que determinan
dichas Q-curvas, el polinomio J¥(T, F) descompone so-
bre Q en dos factores (T — j)(T — jo) y (T = j,)(T = j3).
La determinacidn directa de los valores racionales de F
para los que (T — j)(T — j,) € Q[T] es complicada. Sin
embargo, podemos parametrizar dichas Q-curvas a tra-
vés de un camino alternativo, utilizando el hecho de que
estas curvas estdn asociadas a puntos racionales de la
curva X,(6)/(w;).

El propésito de este trabajo es proporcionar métodos
para parametrizar los puntos no cuspidales de X (N) que
proporcionan puntos racionales de las curvas que son co-
cientes de X (N) por subgrupos propios de B(N) y tienen
género <1. Tales puntos determinan puntos racionales de
X*(N) y, por lo tanto, Q-curvas cuya peculiaridad reside
en el hecho de estar definidas en extensiones abelianas de
Q, con grupo de Galois isomorfo a un subgrupo propio
de B(N).

1. Q-CURVAS ESPECIALES

Sea B’(N) un subgrupo propio de B(N). Denotamos por
X'(N)=X,(N)IB'(N), por g’ su género y por ' : X,(N) —
— X'(N), 7" : X'(N) = X*(N) = X'(N)/(B(N)/B'(N) las
proyecciones naturales. Tenemos el diagrama siguiente

Xy(N) =5 X'(N) =5 X#N),

con " o ' = w*. Notemos que los puntos racionales de
X’(N) proporcionan puntos racionales de X*(N) y que
g*< g'. En particular, g’ < 1 implica que g* < 1.

Definicion 1.1. Diremos que un punto P no racional
de X(N) y sin multiplicacion compleja es especial si
existe un subgrupo propio B'(N) de B(N) tal que n'(P) €
€ X'(N)(Q).

Denominaremos Q-curvas especiales de nivel N a las
(Q-curvas asociadas a puntos especiales de X,(N). Gené-
ricamente, los puntos racionales de X'(N) proporciona-
rdn j-invariantes de @-curvas tales que Gal(Q(j)/Q) es
isomorfo a B'(N). No obstante, algunos puntos racionales
de X'(N) pueden provenir de puntos racionales de un co-
ciente entre X,(N) y un subgrupo propio de B'(N). Por
ello, a cada punto especial P € X(N) le asociamos el
subgrupo de B(N):

Bp(N) = N B'(N).

{B'(N): ' (P)e X' (N)(@)}

Es evidente que el punto P proporciona un punto racional
en la curva X,(N)/Bp(N), también en X*(N), y que el con-
junto D,(N) = {d|N : w, € B,(N)} coincide con el con-
junto de los grados minimos de las isogenias entre una
Q-curva asociada a P y sus conjugadas. En este caso, el
cuerpo obtenido al adjuntar a @ el j-invariante de una
Q-curva asociada al punto P es una extensién abeliana de
@ cuyo grupo de Galois es isomorfo al grupo Bu(N).

Definicion 1.2. Diremos que un punto especial P de
X,(N) es primitivo de nivel N si para todo divisor estricto
M|N el punto P, mediante la proyeccion natural

Xo(N) = X (M) — X*M),
proporciona un punto no racional de X*(M).

Denominaremos Q-curvas especiales primitivas de ni-
vel N a aquellas (D-curvas asociadas a puntos especiales
de X,(N) que son primitivos.

Notemos que si tomamos B'(6) = (w), los puntos espe-
ciales de X,(6) relativos a B'(6) son primitivos. Sin em-
bargo, si tomamos B’(6) = {(w,), los puntos especiales de
X,(6) relativos a B'(6) no son primitivos, ya que sus pro-
yecciones en X*(2) son puntos racionales. De hecho, un
punto especial P de Xy (V) es primitivo si y sélo si el
minimo comun miltiplo de los enteros del conjunto
D,(N) es N. De manera mds general, si el minimo co-
min miiltiplo de los enteros del conjunto {d|N : w, €
€ B'(N)} es N entonces los puntos racionales de X'(N)
parametrizan genéricamente Q-curvas especiales primi-
tivas.

Cuando g’ < 1, la filosofia que utilizaremos para para-
metrizar los puntos de X,(N) que proprocionan puntos
racionales de X'(N) es esencialmente la misma que la
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usada con los puntos racionales de X*(N). Considerare-
mos las funciones simétricas elementales {J,, ..., J,.} de
las funciones {j, : w, € B'(N)}, donde #B'(N) = 2", y
mostraremos el método para calcular un sistema minimo
de generadores de Q(X'(N)) asi como las funciones Q-
racionales en estos generadores que proporcionan las
funciones J,. Para ello, determinamos, a continuacion, las
partes polares de las funciones J..

Dada una funcién G de XO(N ) cuyo divisor es >, i (P) =
(Q ) con P, # Q, para todo i, j, denotamos por div- (G) =
=2, (Q). Recordamos que las puntas de X,(N) quedan
descritas por el conjunto {1/d : 0 < d|N} y que el grupo
B(N) actia transitivamente sobre éstas, mediante la ac-
cién 1/d" — 1/w,(d"), donde w,(d") := dd'/(d, d')* (cf.
[Ogg 74)).

Proposicion 1.3. Sean J,, ..., J,u las funciones simé-
tricas elementales de las funciones {j,: w, € B'(N)}. Sea
d'|N y denotemos por r, , la multiplicidad del polo que
tiene la funcion J; en la punta 1/d’. Entonces,

‘N
ro=méx § cw, eBWN),d < <d
id de(d /) dy. 1 i

k=1

Demostracion. De las relaciones

N [1
=2 Sl y Jlwe=Js,
s ila) g

obtenemos las igualdades
N[ 1 N [1
divi(j)=) — <——>= — <~/> ara cada d|N.
10= 2 i \oi@)” B \@') P |

La proposicién es una consecuencia inmediata de estas
igualdades. i

div7())

Finalmente, notamos que si B(N) tiene un subgrupo
propio, necesariamente N es un nimero compuesto y, en
este caso, el grupo de Newman de X(N) (cf. [Go 91]) es
un grupo libre de rango >2. Las funciones de este grupo
juegan un papel esencial en los métodos que mostramos
en este articulo.

2. PARAMETRIZACIONES RACIONALES
DE Q-CURVAS ESPECIALES

Como en la seccién anterior, B'(N) es un subgrupo
propio de B(N), con #B(N) = 2"y #B'(N) = 2". La propo-
sicién siguiente se utilizard para la parametrizacién de
las @-curvas asociadas a los puntos racionales de X'(N)
cuando g’ = 0.

Proposicion 2.1. Supongamos que X'(N)=X(N)/B'(N)
es de género 0. Sea F un modulo principal de X'(N) con
un polo en w'(io0) y tal que su g-desarrollo de Fourier es

normalizado y con coeficientes enteros. Para cada fun-
cion J € Q(X(N)) que es invariante por B'(N) y que tiene
polos iinicamente en las puntas, existen enteros k,, ks, ...,
ky. - independientes de J y enteros ry, 1y, ..., Iyn-m 20
(dependientes de J) tales que

m—m

1 [l F-k)i=PF), con PX)eQ[X].
i=2

Demostracion. Denotamos por [1/d] la 6rbita de 1/d
bajo la accién de B'(N). Sean {1/q,, ..., 1/gsu-m} un sis-
tema de respresentantes de las Orbitas de las puntas de
Xy(N). Ya que J es invariante por B'(N), se tiene que

2/”'”' 1
av =3 (¥ () n=o
Jj=1 I/de[]/qj] d

Supongamos que [1/g,] es la 6rbita de ico. Para cada
q; # q, existe un médulo principal F; de X'(N) normaliza-
do tal que su divisor en X'(N) es ' div F, = (7' (l/gp) -

- (7 (l/ql)) Por lo tanto, F; = F — k; para un cierto k; € C.
Ya que N no es primo, las ‘funciones F, pueden ser elegl-
das en el grupo de Newman de XO(N) Por lo tanto, el
desarrollo de Fourier de F; es normalizado, con coefi-
cientes enteros y, por cons1gu1ente ki ed.

La funcién J H,Z " (F - k;)" es una funcién de X'(N)
con un unico polo en © (1oo) y, en consecuencia, €s un
polinomio en F, P(F'). Los coeficientes de P son raciona-
les debido a la racionalidad de los coeficientes de Fourier
de F'y J. Si J tiene un g-desarrollo normalizado y entero,
entonces P es ménico y P(X) € Z[X]. m]

Los casos genéricos correspondientes a (D-curvas es-
peciales primitivas de nivel N tales que g’ = 0 son mos-
trados en la tabla 1 del apéndice. A continuacién, damos
dos ejemplos en los que aplicamos las proposiciones 1.3
y 2.1.

2.2. Parametrizacién de Q-curvas cuadraticas
de grado 6

Sea X(6) y consideremos el subgrupo B'(6) = (w,) de
B(6). Como antes, escribimos J, :=j, +j, y J, =], j. Sea
F la funcién de X(6) dada por

12 12
Fz) = 11(22)]2 17(3Z)12 ’
n(z) "n(62)
donde # denota la funcion de Dedekind. La funcién F es
invariante por B'(6) y es un médulo principal de X'(6), ya
que su divisor en X,(6) es (1/2) + (1/3) — (1/1) — (1/6).
Por lo tanto, tenemos que

J,F¥=P(F), J,F5=PyF),
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donde P,, P, son polinomios de grados 9 y 12 respectiva-
mente. Utilizando los desarrollos de Fourier de J,, J, y F,
se obtiene:

P, =1-35X+174X* + 1.464X° — 4.823X* + 31.878X" -
- 14.280X° + 1.692X7 — 72X* + X°,
P, =(1+X)(1 = 21X + 219X* + X?)*.

Por lo tanto, los j-invariantes de las (D-curvas cuadriticas
de grado 6 satisfacen la ecuacion:

L, P(F) . PyF)
T T T T

0,

para un cierto valor racional no nulo de F. Notemos que
el valor F' = 0 parametriza las puntas 1/2, 1/3 de X,(6).

2.3. Resolucion explicita de la extension

Q(X,(30))/Q(X*30))

La curva X,(30) tiene género 3, es hipereliptica y w5
es su involucidn hipereliptica (cf. [Ogg 74]). El grupo de
Galois de la extension Q(X(30))/Q(X*(30)) es isomorfo
a B(30) ~(Z/2Z)*. Tenemos la siguiente cadena de ex-
tensiones de grado 2:

Q(X*(30)) = QX0 = @ (X309 <
< Q (X,30)" < @ (X,(30)).

Sea t un médulo principal de X*(30) definido sobre Q.
Entonces, se tiene que Q(X*(30)) = Q1) y Q(X,(30)) =
= Q(1)(j). La extensién Q(X,(30))/Q(X*(30)) queda de-
terminada por el polinomio de grado 8 en 7,

JET) = [(T - j) e Q@ [T].

d|30

Queremos determinar las ocho raices de J#(7') en funcién
de 1, a través de las sucesivas extensiones de grado 2.

La extension Q(X,(30))/Q(X,(30))***. La involucién
w;s es la involucién hipereliptica de X(30). Las funcio-
nes de X,,(30)

o '1(2)’7(62)2'7(102)2’7(152)’
n(22)*n(32)n(52)n(30z)*

n(2)*n(62)n(102)*n(15z)*

n(22nG3n(52)n(302)>”

_ 1G3an(s2)
n22n(302)

G, =

son invariantes por w s y sus divisores son respectiva-
mente:

(6)+io)-G)-Ga) () (i5)-G)-()
(1) 6)-0)- (o)

Por lo tanto, r, G, y G, son médulos principales de
X,(30)/(w,s) y difieren entre ellos en una constante aditi-
va, ya que los tres tienen un polo simple en el mismo
punto 7'(io0) y g-desarrollos de Fourier normalizados.
Utilizando sus desarrollos de Fourier, obtenemos G, = r — 1
yG,=r+ 1.

Como r es un médulo principal de X,(30)/(w,s), tenemos
que Q(X(30))™¥ = Q(r). Ya que Q(X,(30)) = Q(r)()), la
extension queda determinada por el polinomio en 7:

(T = j)(T = j5).

Las funciones J, = j, +j,s, J, = j, j,5 tienen parte polar

- o() () () ()

Por lo tanto,
J(r- DY(r + l)lorj=P1(r)’ Jo(r - D*(r + I)IG‘SZPZ(F)’

donde P, y P, son polinomios ficilmente computables de
grados 60 y 72 respectivamente. Por razones obvias de
espacio omitimos sus descripciones explicitas. La exten-
sién queda definida mediante la ecuacién

A PO PO
P o T e e )

El discriminante obtenido de esta ecuacién de segundo
grado es de la forma siguiente:

P(r) 2
(-1 +r+r2)(—1 +4r+r2)(1 -r+ 2V2+F1+I‘4)<mm> ,
con P(X) € Z[X]. Notemos que los valores racionales de
r#—1,0, 1 parametrizan (genéricamente) puntos especia-
les no primitivos de X,(30) que tienen asociados (Q-curvas

cuadrdticas de grado 15. Los valores r = 0, +1 parametri-
zan todas las puntas de X,(30) diferentes de 1/2, 1/30.
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La extension Q(X,(30))"'=/Q(X,(30))*>*'*. La ac-
cion de las involuciones de Atkin-Lehner en el grupo de
Newman de X,(N) esté descrita en [Go 91]. Se comprue-
ba facilmente que r|w, = —1/r. Por lo tanto, s = = r — 1/r
es un moédulo principal de X,30)/(w;, w5 ¥
Q(X,(30))"> 15" = Q(s). La ecuacién > — rs — 1 = 0 de-
fine la extension en cuestion. Genéricamente, los valores
racionales no nulos de s parametrizan puntos especiales
no primitivos de X,(30) que tienen asociados Q-curvas
bicuadraticas de grados los divisores de 15.

La extension Q(X,(30))">"9/Q(X*(30)). La funcién
del grupo de Newman de X,(30):

Fz) = n(nB2)n(52)n(15z)
7 n2n(62)n(102)n(30z)

es una funcién invariante por (w;, w,s). Un sencillo cdlculo
muestra que F'|w,, = 4/F. Calculando su divisor, se obtie-
ne que F es un modulo principal de X,(30)/(w;, w,s) con
un polo en la proyeccién de ico. Por lo tanto, F — s € Z.
Mediante los desarrollos de Fourier de F'y s, obtenemos
F = s. En consecuencia, = s + 4/s es un médulo principal
de X*(30). La ecuacién de la extension es s° — st + 4 = 0.
Ahora, los valores racionales de s parametrizan, genéri-
camente, Q)-curvas tricuadrdticas de grados los divisores
de 30.

Resolucion:

Las relaciones siguientes:

S_ti«/tz—-l6 r_si1/sz+4
I T
\/52+4=\/t(t+4)<1 i——V:z_l())

+4

“l+r+r)=l+4r+ )0 =-r+2r7+r+rh =

=t + 50+ 1),

permiten parametrizar explicitamente en ¢ las ocho solu-
ciones de j y a la vez mostrar Q(z, j) como la composi-
cion de las tres extensiones cuadrdticas de Q)(¢):

QO(/P-16), QO(/tt+4), QO(/(t+ 5+ 1)

3. PARAMETRIZACIONES ELIPTICAS
DE Q-CURVAS ESPECIALES

Sea, ahora, B'(N) un subgrupo propio de B(N) tal que
g = 1. En particular, g* < 1. Si g* = g’ = 1, las curvas
elipticas E = (X*(N), n(ic0)) y E’ = (X'(N), '(io0)) son
#B(N)/B'(N)-iségenas. En este caso, todos los puntos no
racionales y sin multiplicacién compleja de X, (N) que pro-
porcionan puntos racionales en X*(N) son especiales. Esta
situacion solo se produce cuando N = 65y B'(65) = (wgs).

Los casos correspondientes a (Q-curvas especiales ge-
néricamente primitivas de nivel N tales que g' = 1 son
mostrados en la tabla 2 del apéndice. En la tabla 3 se
muestra que si g’ = 1 y g* = 0, entonces el rango de
la curva eliptica (E’, n’(ioo)) es cero. Por lo tanto, en
este caso el conjunto de los correspondientes puntos es-
peciales y primitivos es finito.

Para parametrizar los puntos de X,(N) que proporcio-
nan puntos racionales de X'(N), procederemos siguiendo
los pasos que describimos a continuacion.

Paso 1: Determinacion del conductor de E’

El método para determinar el conductor de £’ y su cla-
se de Q-isogenia es el siguiente. Puesto que el género de
X'(N) es 1, existe una tinica forma f € S,(I'y(N)) normali-
zada, vector propio de los operadores de Hecke 7, p [ N,
e invariante por B'(N). Para cada divisor d|N, la forma
modular f determina el valor propio de f, &(d), bajo la
accioén de la involucién w,(w, := 1d) en S,(I,(V)). Note-
mos que &(d) = 1 para cada w, € B'(N). Si fes una forma
nueva, entonces el conductor de E’ es N. En caso contra-
rio, determinamos el tinico entero N'|N para el que existe
una forma h € S,(I'(N")), normalizada, vector propio de
todos los operadores de Hecke y satisfaciendo:

hlw, =¢e(d’)h, paratodo d’'|N’.
El conductor de E" es N'. La relacién de la forma f con la
forma £ es la siguiente. Dado un primo €|N/N’, la forma
normalizada /(q) + &(€)€h(q") € Sy(X(¢N")) es un vector
propio de los operadores de Hecke 7,, p f €N', y también
de cada involucién w,, d’'|€N’, con valor propio &(d’).
Asi, obtenemos que

flg) =) ed)dh(g").

d|NIN'

Notemos que la forma / es tnica y ésta, a su vez, deter-
mina la forma f'y la curva eliptica E’, salvo Q-isogenias.

Paso 2: Relacion entre el invariante diferencial de
E’ y la forma f

Sea F una curva eliptica definida sobre Q dada por una
ecuacién minimal y cuya clase de Q-isogenia es la de E’;
denotamos por w,. el invariante diferencial de F. Denota-
mos por E una curva como F, tal que ¢ : X,(N') — E es
una parametrizacion fuerte de Weil. Para los valores N
que se nos presentan, es conocido que:

i) E’ no tiene multiplicacién compleja.

ii) La constante de Manin relativa a E es x1. Es de-
cir, p*(w,) = £h.

iii) Si ¢, : F— E es una isogenia ciclica, entonces
¢ (wg) = c¢(F) w, donde ¢(F) es un entero que
divide al grado de ¢,. Ya que E’ no tiene multi-
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plicacién compleja, el conjunto de las isogenias
de F en E coincide con el conjunto {[m]¢.:me
Z}. Notemos que si it = [m]¢, entonces p*(w;) =
cwp, con ¢ = me(F) e Z.

La siguiente proposicién muestra la relacién entre la
forma modular f'y el invariante diferencial de E’.

Proposicion 3.1. Sea R(x, y) = y* + axy + ay —
— (I + ax* + ax + ag) tal que R(x, y) = 0 es un modelo
minimal de E' sobre Q. Sean X, Y funciones de X(N)
invariantes por B'(N), regulares fuera de '(io0) y tales
que R(X, Y) = 0. Sean f € S,(I'y(N)) como antes y w,, =
=dX/(2Y + a X + a;) el invariante diferencial de E'. En-
tonces ' *(wg) = +f(q)dq/q.

Demostracion. Como antes N’ es el conductor de E’,
{&(d )}y son los valores propios de f'bajo la accién de las
involuciones {w,}, vy  es la forma de S,(X,(N")) tal que
=2y e(d)h|w,. Denotamos por pr : Xo(N) = X(N")
la proyeccién natural y por ¢ : X,(N') — E la parametri-
zacion fuerte de Weil correspondiente a la clase de Q-
isogenia de E’. Como es habitual, J,(N) y J,(N’) son las
jacobianas de Xy(NV) y Xy (') respectivamente. Fijamos la
punta del infinito para sumergir X,(N) y X,(N’) en sus
respectivas jacobianas.

Sea W el endomorfismo de J(N) definido por:

W= Y edw,= [] (Id+e(pw,).

dIN/N' PININ'

Designamos por @ la composicién de los siguientes mor-
fismos

TNy L5 1Ny 2 gy Ny L B

Notemos que ®*(w,) = =f, ya que la constante de Manin
relativa a E es x1 'y W*(h) = f.

Primero, demostraremos que @ es invariante por B'(N),
es decir que @ o w = @ para toda involucién w € B'(N).
Sean p,, ..., p, los primos que dividen N'. Consideremos
el endomorfismo de Jy(N):

k
w=[](Id+ep)w,).
i=1

Cada endomorfismo Id + &(p)w, es también un endo-
morfismo de J,(N’) y actda sobre la forma 4 duplicdndo-
la. Como las acciones de w, en Jy(N) y Jy(N ") son com-
patibles con la proyeccion pr,, se obtiene

k
Qo[2=@o[[(Id+e(pIw,)=¢, opr, o[ (Id+e(p)w,).

i=1 pIN

Puesto que el endomorfismo [[,,(Id + e(p)w,) = >,
&(d )w, es invariante por B'(N), también lo es @. En conse-
cuencia, el morfismo ® factoriza a través de 7, y, por lo
tanto, existe una isogenia u : E' — E tal que ® = po 7.
Por un lado, tenemos que ®*(w,) = =y que p*(w,) =cw,.
con ¢ € Z. Por otro lado, con los argumentos usados en la
proposicién 2 de [Ed 91], se obtiene que 7, (w;) = cf con
¢’ €Z.Sesigue que ¢ - ¢’ = %1 y, por lo tanto, ¢’ = x1. O

Conocida la clase de Q-isomorfia de E' = (X'(N),
n’(ioo)), elegiremos un modelo minimal R(x, y) = 0 de £’
sobre Q). Las relaciones:

1
RX, V)=0, X=—+Y bq. Y=Us+ Y cq"
nz-1 n=-1
dX/d
y = —<q Ty ax+ a3>/2, (+)

determinan recursivamente los valores b, y c,. En todos
los casos, los coeficientes b, y ¢, obtenidos son enteros.

Paso 3: Determinacién de la clase de Q-isomorfia
de E’

Proposicion 3.2. Con la misma notacion que en la
proposicion 3.1, sea una funcion G € Q(X,(N)), invariante
por B'(N), con g-desarrollo de Fourier con coeficientes
enteros y que, mirada como funcion de X'(N), tenga un
tinico polo en w(ioo). Entonces, existe un polinomio
P(U,V)eZ[U, V] tal que G = P(X, Y).

Demostracion. Por el teorema de Riemann-Roch, te-
nemos que toda funcién de la curva eliptica £’ con un
unico polo en el origen es un polinomio en las funciones
X, Y con coeficientes en C. En nuestro caso, los coeficien-
tes son enteros debido al hecho de que los g-desarrollos de
Fourier de G, X e Y tienen coeficientes enteros y los de X e
Y son normalizados. a

Determinamos la clase de (QQ-isomorfia de E’ como si-
gue. Utilizando la relaciones (x), calculamos los g-desa-
rrollos de Fourier de X e Y para cada posible clase de Q-
isomorfia en la clase de (-isogenia de E’. Elegimos una
funcién G del grupo de Newman de X,(N) como en la
proposicion anterior y descartamos aquellas clases de Q-
isomorfia para las que G no es un polinomio en X e Y.

Paso 4: Calculo de las (QQ-curvas parametrizadas
por E'(Q)

Suponemos conocida la clase de Q-isomorfia de E'.
Para determinar las funciones racionales en X e Y que pro-
porcionan las funciones J,, ..., J,., procederemos como si-
gue. Para cada una de las puntas de X'(N) distinta de
7'(ic0), elegimos una funcién G,, 1 <k <2"7", del grupo
de Newman de X,(N) que sea invariante por B'(N), con un
tinico polo en 7'(ico) y con un dnico cero en dicha punta.
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Calculamos los menores enteros positivos {n, ;} tal que
J, T1,G;* ' tiene un dnico polo en 7'(io0). Por consiguiente,
existe un polinomio Q(U, V) € Z[U, V], ficilmente com-
putable, tal que J; [[, G{*' = O(X, Y). Substituyendo cada
G, por el polinomio correspondiente en X e Y, P(X, Y),
obtenemos

,__Qxy
i HA P,\.(X, Yy i

A continuacién, damos un ejemplo que muestra el proce-
dimiento descrito.

3.3. Parametrizacion de (Q-curvas cuadraticas
de grado 22

Consideremos la curva modular X(22), que tiene géne-
ro 2, y el subgrupo B'(22) = (w,,) de B(22). La curva
X'(22) = X,(22)/B’(22) tiene género 1. Con la notacion
anterior, se comprueba que flw, = flw,, = —f vy
dim S,(X,(22))™" = 0. Sea h € S,(X,(11))™ tal que h|w,, =
= —h. Entonces f(q) = h(q) — 2h(g?).

Existe una tnica clase de Q-isogenia de conductor 11
que contiene tres clases de (J-isomorfia. Con la notacién
de [Cr 92], éstas son Al, A2, A3. Tenemos que identifi-
car cual de estas clases coincide con E' = (X "(N), ©'(i oo)).
Sean X, Y funciones de X(22) invariantes por w,, tal que
R(X, Y) =0, donde R(x, y) = 0 es un modelo minimal de
E’. Para cada posible clase de Q-isomorfia y utilizando
las relaciones (x), obtenemos para X e Y:

clase X Y

Al Ug*+40g+13+433g+ 80>+ 1/g>+6/g>+25/q+83+ 242+ -+
AY UU+4lg+13+33g+ 16427+ LI +6/g2+250g +83-1320q + -+
A} U+4lg+13433g+ T8+ U +612 +250g +83+ 2dg+ -

La funcién

_ n(22)"*n(11z)"

= ome”

es una funcién de X,(22) invariante por w,, y su divisor
es 5(1/2) + 5(1/11) = 5(1/1) = 5(1/22). Por lo tanto, G es
un polinomio en X e Y. Sélo en el caso A3 se satisface esta
condicién, mediante la igualdad G = XY + 2X> - 2X + 1.
Por lo tanto, E’ corresponde a la clase A3. El orden de su
grupo de torsién es 5y R(x, ¥) = y* +y — x* + x*. Como
tenemos

div 0, + o) = T1(172) + 11711 + 22(1/1) + 22(1/22),
div(j,jn) = 13(172) + 13(1/11) + 23(1/1) + 23(1/22),

entonces (j, +j»)G* =P (X, Y), (j,/,,)G* = P,(X, Y), con
P\(U, V), Py(U, V) e Z[U, V]. Para los valores (x, y) €

€ E'[Q] que no provienen de puntas, los invariantes de
las @-curvas asociadas satisfacen la ecuacion:

2 P(x, y)
J (xy + 2x* = 2x + 1)°

Py(x, y) B
(xy+28%-2x+ 1)

k)

Los puntos racionales de E’ distintos de su origen son
{(0,0), (0, 1), (1, 0), (1, —=1)}. El punto (1, —1) parame-
triza las puntas {1/2, 1/11}, ya que éstas son ceros de G.
Los tres restantes puntos racionales de torsién anulan el
discriminante de la ecuacién de segundo grado. El punto
(0, 0) proporciona el invariante j = 8000, mientras que
los puntos (0, —1) y (1, 0) proporcionan el mismo inva-
riante j = =3375. Por lo tanto, no existen Q-curvas cua-
draticas de grado 22 sin multiplicacién compleja.

Para finalizar, en la tabla 3 del apéndice ofrecemos los
resultados obtenidos para las parametrizaciones elipticas
de Q-curvas especiales y primitivas génericamente cua-
draticas. En ella, puede observarse que s6lo un punto ra-
cional ha parametrizado @-curvas cuadraticas sin multi-
plicacién compleja cuando N = 119 y B'(N) = (w, o).

4. APENDICE

Tabla 1. Casos genéricamente primitivos con g’ =0

Casos cuadrdticos:

N 6 10 14 15 21 26 35 39

con B'(N) = {wy).

Casos bicuadrdticos:

N 30 30 30 42 42 70 78

BNY  [{wgy ) | (s, W) [ (W wy) | 03 w00 | (g W) [0y 00 19,40 (W W)

Tabla 2. Casos genéricamente primitivos con g’ = 1

N’ es el conductor de la curva eliptica E' = (X,(N)/B'(N),
n'(io0)).

Casos cuadrdticos:

N | 2230 |33 (34|38 |51 |55]|65]|9 [119

NI IS |11 (17 (19 | 17 [ 11 | 65|19 | 17

con B'(N) = (wy).

Casos bicuadrdticos:

N |30|42(42]66 |70 (70|78 |78 {105(105{105{110{110

N 15|14 21|11 |14]35]26|39 (15|15 |I0S| 11|55

con BI(N) = <“/Y37 w|()>’ <VV2$ Wz])? <W7» ”’Y6>’ <W2,W33>, (VVZ, WY35>9

(Wsy W5 Wy Wag)y (W3, Wag), (W3, Wig), (Ws, Wy (Wise W)
Wy, Wis), (W), W), respectivamente.
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Tabla 3. Casos genéricamente primitivos y cuadraticos

cong' =1,g%=0

N’ es el conductor de E' = (X((N)/B'(N), n '(i0)),

cl es la clase de E' en la terminologia de Cremona,

T es el cardinal del subgrupo de puntos de torsion del grupo
de Mordell-Weil,

np es el nimero de puntas en X'(N),

Jj son los f~invariantes de las Q-curvas parametrizadas por los
puntos racionales no cuspidales de X'(N).

N|BW) |N |cl|T|np J

2| (wy) [11]A3]5 ]2 8000, ~3375
30| (wy) |15|A8] 4 | 4 —

33| (wyy) |11]A3]5 ]2 8000, ~32768
34| (wyy |17]A4]| 4|2 1728, 8000
38| (wy [19|A3]3 |2 8000

51| (wg) [17]A4] 4|2 8000

55| (we |11]A3]5 |2 ~32768, —884736
95| (wy) [19]A3]3 |2 ~884736
19| (w,,) |17]A4] 4 |2 884736,

~884736 + /154039006
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