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ABSTRACT

The aim of this article is to apply the theory of isome-
tric circles to construct fundamental domains of some
modular curves, defined by congruence subgroups I'y(p)
of the modular group SL(2, Z), p prime. The fundamen-
tal domains obtained are highly symmetric. Their graphi-
cal representation and the computation of their invariants
have been implemented in a MapleV package, for inter-
active use.

RESUMEN

En este articulo se aplica la teoria de los circulos de
isometria a la construccién de dominios fundamentales
de algunas curvas modulares, concretamente las defini-
das por los subgrupos de congruencia I'(p) del grupo
modular SL(2, Z), con p un ndmero primo. Los dominios
fundamentales obtenidos tienen una gran simetria. Su re-
presentacion gréfica y el cdlculo de sus invariantes han
sido implementados en un paquete de MapleV, para uso
interactivo.

INTRODUCCION

Los subgrupos de congruencia I'y(p) del grupo modu-
lar SL(2, Z) actiian de forma propiamente discontinua en
el semiplano de Poincaré }lp lo cual conduce al estudio
de dominios fundamentales para dicha accién (cf. por
ejemplo [1], [2]). En este articulo, contruimos dominios
fundamentales de I' (p) a través de la teoria de los circu-
los de isometria de las homografias. Los dominios funda-
mentales obtenidos tienen una gran simetria. Damos una
forma sistemadtica de obtener tanto la representacién gra-
fica del dominio y sus caracteristicas principales, como
algunos invariantes asociados a dichos grupos modula-
res. Su representacion grafica y el cdlculo de sus inva-
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riantes han sido implementados en un paquete de Ma-
pleV, para uso interactivo.

La seccién 1 contiene las definiciones y propiedades
bésicas referidas a las homografias y a los puntos hiper-
bélicos, elipticos y parabdlicos.

En la seccidn 2, se introducen los circulos de isometria
asociados a las homografias y se resumen sus propieda-
des principales. Siguiendo a Ford [3], se describe el mé-
todo de construccion del dominio fundamental estdndar
de un grupo de homografias a partir de sus circulos de
isometria, y su adaptacién para el caso en que no todos
los elementos del grupo tengan circulos de isometria aso-
ciados.

En la seccién 3, se aplican los métodos y resultados
anteriores, de forma generalizada, al calculo de los domi-
nios fundamentales de los grupos I'y(p). Uno de los re-
sultados principales es el teorema 3.1 que describe el
conjunto de circulos maximales de I'y( p), concepto intro-
ducido en la seccién anterior, que permite reducir el es-
tudio del dominio fundamental al estudio de un nimero
finito de circulos de isometria. Utilizando propiedades de
los circulos de isometria, se construye de forma sistema-
tica un dominio fundamental de I'y(p) en el teorema 3.4,
y se describen sus propiedades en la proposicién 3.8 y el
teorema 3.10. En particular, se obtienen férmulas simpli-
ficadas para el niimero de vértices y ciclos de cada tipo,
la expresion explicita de dichos vértices y ciclos, y las
parejas de aristas identificadas dos a dos. Como conse-
cuencia, en la proposicién 3.13 se da una presentacién
del grupo de homografias definido por I'y(p). Los casos
I'y(1)=SL(2, Z) y I',(2) son casos especiales que requie-
ren un trato aparte, utilizando también la teorfa de circu-
los de isometria, y se han incluido por motivos de com-
pletitud.

En la dltima seccién, se comenta la implementacidn en
MapleV del algoritmo de construccién de los dominios
fundamentales D(I'y(p)) y se presentan ejemplos gréficos
y resultados explicitos para ilustrar los datos computables.
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1. HOMOGRAFIAS

En esta seccidn se dan las definiciones y se describen
resultados referentes a las homografias sobre el semipla-
no de Poincaré, H = {z € C:Im(z) > 0}. Como referen-
cias principales citamos [4], [S], [6] y [7].

Una homografia es una aplicacién biyectiva conforme,
es decir que conserva la medida y la orientacién de los

+b
dngulos, t: C U{oo}eCU{oo},zHaZ con a, b,
cz+d

¢, deC, ad — bc = 1. El grupo de homografias se identi-
fica con el grupo de matrices PSL(2, C). Si nos restringi-
mos al semiplano de Poincaré, las aplicaciones confor-
mes son precisamente las homografias con a, b, ¢, d
reales. Asi, identificaremos el grupo de homografias de
H con el grupo de matrices PSL(2, R). Usualmente, abu-
sando de la notacidn, escribiremos las homografias como
elementos de SL(2, R).

A continuacién, vamos a describir geométricamente
una aplicacién del plano complejo en si mismo: la inver-
sion del circulo. Aunque no es una aplicacién conforme,
nos permitird interpretar geométricamente las aplicacio-
nes conformes de JH. Sea C un circulo de radio r y centro
un punto o € C. La inversién respecto del circulo C es la
transformacién geométrica que a cada punto z le asigna
el punto w de la recta determinada por z y o, de forma que
el producto escalar de oz con ow sea . Si el circulo tiene
ecuacion azZ + bz + b7 + ¢ = 0, en términos de variable
compleja, la expresion analitica de la transformacion es

-b7~c .
w = ————- Notemos que incluye el caso a = 0, en que
az+b
C en realidad es un recta, y entonces la inversién es exac-
tamente la reflexion respecto de dicha recta. La inversion
del circulo es la composicién de la conjugacién compleja
con una aplicacién conforme (cambia la orientacién de
los dngulos pero conserva su magnitud). Se demuestra
que toda homografia y € SL(2, R) se expresa como la
composicién de dos inversiones respecto circulos ade-
cuados.

b
Definiciéon 1.1. Sea y = (a d> € SL(2, R) una ho-
c

mografia distinta de +1d.

(a) Se dice que y es una homografia hiperbdlica
si tiene dos puntos fijos distintos en R U {0},
o equivalentemente si (a + d)* > 4, es decir
[tr(y)| > 2.

(b) Se dice que y es una homografia eliptica si tiene
un punto fijo z € H 'y el otro punto fijo es Z, o
equivalentemente si (a + d)* < 4, es decir
[tr(p)] < 2.

(c) Se dice que y es una homografia parabdlica si
tiene tinicamente un punto fijo en R U {0}, o

equivalentemente si (a + d)* = 4, es decir
[tr()|=2.

Sobre C, cada matriz y € SL(2, R), y # +Id, es conjuga-
da de una de las dos formas canénicas de Jordan siguien-

20 =l 1
tes: (01 /12>, con A, # 4,, 0 bien < 0 _4:1)' Las matri-

ces hiperbodlicas y las elipticas son diagonalizables y les
corresponde la primera forma de Jordan. Las matrices
parabdlicas son justamente aquellas que tienen la segun-
da forma de Jordan. De hecho, se puede definir €l cardc-
ter parabdlico, hiperbdlico o eliptico a partir de los valo-
res propios de la matriz, como se indica en la proposicion
siguiente.

Proposicion 1.2. Dada una homografia y € SL(2, R),

n . 1
sean 1,, A, sus valores propios sobre Cy i := - Entonces,
2
(i) 7y es hiperbdlica si, y solo si, u es un niimero real
positivo.

(ii) vy es eliptica si, y solo si, |t es un niimero comple-
Jo con valor absoluto igual a 1. En este caso, si
1 =e"con0<0<2m,setiene A, + 1, =2 cos 0.

(iii) 7y es parabdlica si, y solo si, p es igual a 1.

Para los casos no parabdlicos, el valor u se llama el
multiplicador de y, lo cual parece natural a partir de la
interpretacion geométrica siguiente. Consideremos la ho-
mografia y dada por una cierta matriz M y el cambio de
variables que transforma M en su forma de Jordan. Si y es
hiperbdlica o eliptica, este cambio de variables lleva sus
dos puntos fijos al 0 y al infinito, respectivamente. Con
este cambio de variables, la homografia puede interpretar-
se geométricamente como una dilatacién de médulo u con
centro en el origen para el caso hiperbélico, y como una
rotacién de dngulo igual al argumento de p alrededor del
origen para el caso eliptico. En el caso de una homogra-
fia parabdlica, el cambio lleva su dnico punto fijo al infi-
nito, y la homografia es geométricamente una traslacion.

Observemos que las homografias elipticas con 0 = d s

con p, g € Z tienen orden finito. Las homografias parab6-
licas siempre tienen orden infinito.

De ahora en adelante, sea I' = SL(2, R) un grupo de
homografias, que actda en el semiplano de Poincaré F.
Se dice que I actiia de forma propia y discontinua en JH
si existen un punto z, y un nimero real ¢ > O tales que
para todo y € I', y # =Id, se tiene |y(z,) — z,| > ¢&; en este
caso se dice que gz, es un punto estdndar. Como grupo de
matrices, ello es equivalente a que I'" sea un subgrupo
discreto de SL(2, R).

La accién de I" en JH da una relacién de equivalencia
entre sus puntos. Se dice que dos puntos, z, 7 € JH, son
equivalentes respecto de I si 7 = y(z) para algin y e I'.
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La clasificacion de las homografias descrita anterior-
mente permite clasificar también los puntos de H U R U
{oo} respecto de un grupo I'.

Definicion 1.3. Un punto x e RU {oc} se llama pun-
to parabolico, respectivamente hiperbdlico, respecto de
I' si existe un elemento y € I parabdlico, respectivamen-
te hiperbdlico, tal que y(x) = x. Un punto z € H se llama
punto eliptico respecto de U si existe un elemento y € I'
eliptico tal que () = z.

Definicion 1.4. El grupo de isotropia de un punto
ze Hrespecto de T es T = {y e '|(z) = z}.

SiI es un subgrupo discreto de SL(2, R), se demues-
tra que el grupo de isotropia de un punto eliptico es un
grupo ciclico finito, formado por matrices elipticas. De
hecho, los tinicos elementos no triviales de I de orden
finito son precisamente las matrices elipticas.

Definicién 1.5. El orden de un punto eliptico z € H
respecto de 1 es el orden de su grupo de isotropia en
['/(z1d). Es decir, el orden del punto eliptico zes k = |I"_|,
si-ld¢T,0k=3|T) si-IdeT.

Si z es un punto eliptico respecto de I', entonces se ve
facilmente que y(z), para todo y € I', es también un punto
eliptico respecto de I'. Ademds, dos puntos elipticos
equivalentes tienen el mismo orden ya que I",, = yI"y™".

Lema 1.6. Sea I' = SL(2, R) tal que para todo y =
b - b

= <a ) e I se satisface y' = < ? ) e I'. Entonces:
c d c -d

(i) Dos puntos son I'-equivalentes si, y solo si, sus
simétricos respecto el eje imaginario también lo
son.

(ii) Un punto z € H es eliptico respecto de T si, y
solo si, su simétrico respecto el eje imaginario
—Z lo es; en tal caso, tienen el mismo orden.

Demostracion. Sean z, w € H tales que y(z) = w, con
y € I'. Entonces tenemos y'(-Z) = —w, lo cual demues-
tra (i).

Tomando en particular z = w se obtiene (ii). Notemos
que y y 7’ tienen el mismo orden como homografias, es
decir médulo +Id, por lo que los puntos, en el caso de ser
elipticos, tienen también el mismo orden. O

Definicion 1.7. Un subconjunto cerrado conexo D de
H es un dominio fundamental por la accién de T en H si
los puntos del interior de D no son dos a dos T'-equiva-

lentes y cada punto de H es T-equivalente a algiin punto
de D.

Evidentemente, el dominio fundamental de un grupo
I" no es tdnico. Por ejemplo, si D es un dominio fun-
damental de T, entonces y(D) también lo es, para cual-
quier y e I

2. CIRCULOS DE ISOMETRIA

Aunque las homografias son aplicaciones conformes,"
no siempre conservan las longitudes y las dreas euclideas.
Por ejemplo, sea I' un subgrupo discreto de SL(2, R) y
sea y € I una homografia que fija el infinito. Entonces se
demuestra que y es o bien una homotecia o bien una tras-
lacién. En el primer caso, y altera todas las longitudes y
areas; en el segundo caso las deja todas invariantes. No-
temos que en la expresién de y en funcién de a, b, c y d,
fijar el infinito es equivalente a ¢ = 0. Si consideramos
las aplicaciones que no fijan el infinito, el resultado es
muy distinto. Ello nos permite definir los circulos de iso-
metria.

En general, la definicién de circulo de isometria se
aplica a todas las homografias que no fijan el infinito. En
este articulo, vamos a considerar basicamente homogra-
fias definidas por matrices de SL(2, R) y subgrupos dis-
cretos de SL(2, R), es decir grupos de homografias que
actdan de forma propia y discontinua en J{. Para un en-
foque mds general vedse [3] y [7].

a b
Definicion 2.1. Dada una homografia y = d €
c

€SL(2,C)conc#0,elcirculo,:={zeC:|cz+d|=1}
se llama circulo de isometria de 7.

Para cada circulo de isometria /,, denotamos por r, y
o, €l radio y el centro, respectivamente, y designaremos
int(Z) y ext(L) las regiones del plano complejo, interior
y exterior, delimitadas por el circulo. Dado un conjunto
G de homografias que no fijen el infinito, no necesaria-
mente con estructura de grupo, ponemos I; = {I,: y € G}.

Dada una homografia y definida sobre C U {0}, tene-
dy

mos que &t d)y
Por lo tanto, el circulo I, puede pensarse como el lugar
geométrico de los puntos alrededor de los cuales las lon-
gitudes y las dreas euclideas no son alteradas en magnitud
al aplicar la homograffa y. Del mismo modo, z € int(Z)) si,
y s6lo si, |dy| > |dz|. Por lo tanto, para los puntos interio-
res al circulo /, las magnitudes aumentan al aplicar y, y
para los puntos exteriores, disminuyen.

- Ast, ze [, si, y slosi, [dy| = |dz|.

b
Lema 2.2. Sea y = <a d) e SL(2, R) con ¢ #0.
c
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(i) Los centros y los radios de Iy I -, son los niime-

ros reales 0, = —dlc, 0, =alc, r,=r.=1c|
(ii) La distancia entre 0, 0,1 €8 : ademds,
2
7‘7 + r,,,_, = m

(iii) Sea o € SL(2, R) tal que ni o ni yo fijan el infini-
to. Entonces,

5
r.r v,

v, = =z lo

yo e 7

10671 - Oyl,

(iv) Tenemos y(I,) = L, y y(ext(l)) = ext(I,..), de lo
cual se deduce y(mt(l )) = ext(l-.). Ademds,
w)-wyﬂw%m.

Proposicion 2.3. Para toda homografia y € SL(2, R)
existe una recta, que denotaremos L, tal que:

(i) v es igual a la inversion del circulo I, seguida
por la reflexion respecto la recta L,

(ii) un circulo es invariante por v si, y solo si, es or-
togonal a I,y tiene el centro en L,.

Definicion 2.4. Fijado un conjunto G =SL(2, R), de-
cimos que un circulo de isometria I € 1; es maximal res-
pecto G, si no existe ningiin I' € I, I' # I, tal que
1< (intI) U I).

Denotaremos I/ = {I I, maximal en G, y € G}. Es
evidente que para cualquler conjunto G de homografias,

() ext)= () extd).

lel, Ie Ig‘""

Definicion 2.5. Sea I' un subgrupo discreto de
SL(2, R). Se dice que un punto de ~G'fes un punto limite
respecto de I si es un punto de acumulacion del conjunto
{o, : y € I'}. El resto de puntos de H se llaman puntos
ordmarzos respecto de T

Lema 2.6. Sea I' un subgrupo discreto de SL(2, R).

(i) El conjunto de puntos limite de 1" es cerrado por
la accion de T.

(ii) Todos los puntos limite de T" son reales.

Aplicando las propiedades de los circulos de isometria
recopiladas en el lema 2.2 y la interpretacién geométrica
de las homografias alrededor de los puntos fijos dada en
la seccién 1, se obtienen nuevas caracterizaciones de las
homografias segtin sean hiperbdlicas, elipticas o parabd-
licas.

Proposicién 2.7. Sea y € SL(2, R) una homografia
hiperbdlica con puntos fijos x,, x, € R. Entonces,

(i) LNl =g

(ii) L,cext (L.-1), para n > 0, por lo tanto I, es
maximal respecto de {y": n>0}. Ademds, {im

n— o
r., = 0. En particular, I'3* = {I, I -.}.

(iii) () int(l,.) =x,, N int(Z,,) = Xx,; x, y x, son pun-

n>0 n>0
tos limite.

(iv) L, es el bisector del segmento que une los cen-
tros de lel..

En la figura 1 se ilustra la posicién relativa de los
circulos de isometria correspondientes a una homografia
hiperbélica y € SL(2, R), y', 9%, 772 7* y 77, asi como la
recta L, y los puntos fijos x, y x,.

L,

Figura 1. Circulos de isometria asociados a una homografia

hiperbdlica y € SL(2, R).

Proposicion 2.8. Sea y € SL(2, R) una homografia
eliptica de orden k con puntos fijos z € H y Z. Entonces,

(i) {z2<() L

neZ
i) Sik=21.=1.Sik>21NI.={z2).

(iii) El dngulo determinado por I, el enzes 0 =
= 27/k.

(iv) L, es la recta determinada por z y Z. Si k=2L,
es un didmetro de L =1.;sik>2L, es el
bisector del segmento que une los centros de Ie
I

En la figura 2 se ilustra la posicién relativa de los
circulos de isometria correspondientes a una homografia
eliptica 7 € SL(2, R) de orden k > 2y ay™', asi como la
recta L, y los puntos fijos z y Z.

Proposicion 2.9. Sea y € SL(2, R) una homografia
parabdlica con punto fijo x € R. Entonces,

(i) () 1n={x)

(ii) Paran>0,1,<int(l,-.); por tanto, I, es maxi-
mal respecto de{v”'n>0} Ast, I'™ = {I 1.}
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Figura 2. Circulos de isometria asociados a una homograffa
eliptica y € SL(2, R) de orden k > 2.

.. 1
(iii) rn=———>0paran— 0; 0,=x-—eRyx
|nc nc

es un punto limite.

(iv) La recta L, es la tangente comiin a los circulos
I,l,,, en el punto x para todo n # 0, L, coincide con
el bisector del segmento que une los centros de I,
e IM—I.

En la figura 3 se ilustra la posicién relativa de los
circulos de isometria correspondientes a una homografia
parabolica y € SL(2, R), y™', y%, 772, 9* y 77, asf como la
recta L, y el punto fijo x.

Figura 3. Circulos de isometria asociados a una homografia
parabdlica y € SL(2, R)}.

De las tres proposiciones anteriores deducimos el si-
guiente corolario.

Corolario 2.10. Sea y € SL(2, R) que no fije el infini-
to. Entonces,
(i) 7y es hiperbdlica si, y solo si, I, N 1. = .

(ii) y es eliptica si, y solo si, {z, Z} =1, N .., para
algiin 7 € H.
(iii) v es parabdlica si, y sélo si, I, N I, = {x} € R.

Para los resultados del resto de 1a seccidn, se requerird
que el punto del infinito sea un punto estidndar para el
grupo I' (cf. seccién seccion 1). Esta condicién implica
ya que los elementos de I" distintos de la identidad no
fijan el infinito, por lo que todos sus elementos tendran
un circulo de isometria asociado.

Proposicion 2.11. Sea I = SL(2, C) un grupo de ho-
mografias que actila de forma propia y discontinua para
el cual el infinito es un punto estdndar. Entonces tenemos
las propiedades siguientes.

(i) Los centros de los circulos de isometria estan a
una distancia acotada del origen.

(ii) Para cada niimero real r € R hay un niimero
finito de circulos de isometria con radio mayor
que r. Asi, el conjunto de radios de los circulos
de isometria estd acotado.

(iii)  El conjunto U int(Z,) es un subconjunto acota-
yel

do del plano complejo.

(iv) Homografias distintas tienen circulos de isome-
tria distintos.

Proposicion 2.12. Sea I' un grupo de homografias
que actiia de forma propia y discontinua en H, es decir
" es un subgrupo discreto de SL(2, R). Supongamos que
el infinito es un punto estdindar de T'. Entonces,

DT = HN ([ ext(t))

yell

es un dominio fundamental de I'. Este dominio se llama
dominio fundamental estdndar de T'.

Es fécil ver que dos puntos de D (') no son I'-equiva-
lentes. Suponemos y(z,) = z,, con z, € D ('), y e I'. En
particular, z, es exterior al circulo de isometria /.. Apli-
cando el lema 2.2(iv), se tiene z, € int(Z,-,); por lo tanto
2, ¢ D (I'). La demostracién de que los transformados
de D (I') recubren H (utilizando que el infinito es un
punto estdndar), se puede encontrar por ejemplo en [3]
o [7].

Definicion 2.13. Los vértices del dominio fundamen-
tal D (") son los puntos de la frontera del dominio que
sean interseccion de dos o mds circulos de isometria dis-
tintos o que sean puntos elipticos de orden 2. Los vértices
que no son puntos elipticos ni parabdlicos se llaman vér-
tices accidentales. Llamamos aristas de D (') a los ar-
cos de los circulos de isometria, es decir segmentos de
rectas hiperbdlicas, contenidos en la frontera del domi-
nio delimitados por vértices.

Observemos que los puntos elipticos y los parabdlicos
no pueden estar en el interior del dominio fundamental
estandar, por 2.8 y 2.9. De hecho, siempre podemos su-
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poner que los puntos elipticos y los parabélicos son vérti-
ces del dominio fundamental, aunque no todos los vérti-
ces son puntos elipticos o parabdlicos. Asimismo note-
mos que un vértice tiene siempre dos aristas adyacentes.
Como las homografias transforman circulos de isometria
en circulos de isometria, se tiene también que transfor-
man vértices en vértices.

Definicion 2.14. Una 6rbita de vértices de un domi-
nio fundamental se llama ciclo. Se dice que un ciclo es
eliptico de orden k si estd formado por vértices elipticos
de orden k. Se dice que el ciclo es accidental o parabdlico,
si estd formado por vértices accidentales o parabdlicos,
respectivamente; convenimos en este caso que es de or-
den k =1 0 k = o0, respectivamente.

Propiedades 2.15. Sea I' un subgrupo discreto de
SL(2, R) para el cual el infinito es un punto estdndar y
sea D(I") su dominio fundamental estdndar.

(i) Las aristas del dominio fundamental D (I") son
equivalentes dos a dos por la accion de 1. Es
decir, existen 7 € I tales que las aristas se dis-
ponen en pares disjuntos de la forma {1, y;([)}.

(ii) Las aristas que son equivalentes tienen la mis-
ma longitud hiperbdlica.

(iii) El conjunto de homografias y; € I' que dan los
pares de aristas, identificdndolas dos a dos, for-
man un sistema de generadores del grupo T.

(iv) Cada ciclo de orden finito determina una rela-
cion entre los generadores. Sea {w,,..., w,} un
ciclo de orden k € N. Consideramos las homo-
grafias y; e I, j = 1,..., m, tales que y(w)) =
=w; paraj=1,...m—-1yy,(w,)=w, Enton-
ces (P, m_1---y)" = =Id.

(v) El conjunto de generadores de (iii) junto con las
relaciones de (iv) forman una presentacion del
grupo T.

(vi) La suma de los dngulos en los vértices de un ci-
clo no parabdlico es 2tlk, donde k es el orden
del ciclo. La suma de los dngulos en los vértices
de un ciclo parabdlico es 0.

Proposiciéon 2.16. Sea I un grupo que actiia de forma
propia y discontinua en . Entonces existe un dominio
fundamental de I" que cumple las propiedades de 2.15.

Demostracion. Si el infinito es un punto estdndar de
I', se toma el dominio fundamental estdandar D (I).

Supongamos ahora que el infinito no es un punto es-
tdndar de I'. Cualquier grupo que actie de forma propia y
discontinua en el plano complejo tiene almenos un punto
estandar z. Tomando una homografia ¢ € SL(2, C) tal
que 6(z) = 00, obtenemos un transformado del grupo I',
oT'o™', que actiia sobre 6 Hy tiene el infinito como punto
estdndar. En ese caso se demuestra que los resultados

enunciados para I' € SL(2, R) y JH, formulados de acuer-
do con la nueva situacién, también son vélidos y se obtie-
ne un dominio fundamental estdndar con las propiedades
de 2.15, D (oI ¢7"). Finalmente, 67'(D(¢T07")) es un
dominio fundamental de I' que cumple las propiedades
de 2.15. |

A continuacién se describe la adaptacion del método
introducido por Ford para hallar un dominio fundamental
para un grupo I que actie de forma propia y discontinua
y que tenga elementos que fijen el infinito que, a menu-
do, evita manejar transformados del grupo y del semipla-
no de Poincaré.

Denotamos I' _ el subgrupo de I' formado por los ele-
mentos que fijan el infinito. La proposicién anterior nos
asegura la existencia de un dominio fundamental de I"
con las propiedades enunciadas en 2.15. A menudo hay
otras formas mds directas de hallar un dominio para el
grupo I' | con esas propiedades.

Denotaremos por I el resto de elementos del grupo,
I" = I'\I" . Todos sus elementos tienen circulos de iso-
metria, pero I no es un grupo y no se pueden aplicar los
resultados anteriores. Por ejemplo, puede que el conjunto
de radios de los circulos de isometria no sea acotado, o
que los circulos de isometria de homografias distintas
sean iguales o que los centros de dichos circulos no estén
en una regién acotada (cf. seccién 3). Estudiando la inter-
relacion entre I' | y I'', se demuestra que las transforma-
ciones de I'  llevan circulos de isometria de I'"" a circulos
de isometria de I”, y se obtiene el siguiente resultado

(ctf. [3]).

Teorema 2.17. Sea I' un grupo de homografias que
actia de forma propia y discontinua. Sea D(I" ) un do-
minio fundamental de T, que cumple las propiedades
enunciadas en 2.15. Entonces, el conjunto siguiente

D) =D (T,) N ([ extd,),

vel”

si es distinto del vacio, es un dominio fundamental del
grupo T

Corolario 2.18. En las hipdtesis del teorema ante-
rior, el conjunto siguiente,

D)= DI, N ( ) extd),

Te ™

si es distinto del vacio, es un dominio fundamental del
grupo T

Proposicion 2.19. El dominio fundamental D(T') sa-
tisface las propiedades listadas en 2.15.

Notemos que debido a la interseccion de la frontera de
(") con los circulos de isometria de I deben modi-
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ficarse ligeramente los conceptos de vértice y arista defi-
nidos para el dominio fundamental estdndar (cf. 2.13).

Definicién 2.20. EI conjunto de vértices de D(T') es-
td formado por los puntos de la frontera que cumplen
una de las condiciones siguientes: son vértices de
DT, ); son interseccion de dos o mds circulos de isome-
tria distintos; son puntos elipticos de orden 2, o son in-
terseccion de una arista de D(I" ) con uno o mds circulos
de isometria de I''. Los vértices que no son ni elipticos ni
parabdlicos reciben el nombre de accidentales. Las aris-
tas de D(I') son los segmentos de rectas hiperbdlicas,
contenidos en la frontera, delimitados por vértices.

3. CONSTRUCCION DE UN DOMINIO
FUNDAMENTAL DE I'(p) EN H

Sea p un nimero primo o bien p = 1. Consideremos el
grupo I'y(p), que actiia de forma propiamente disconti-
nua en el semiplano de Poincaré, donde

b
Fo(p) = {(j a’> ta,b,c,deZ,ad—-bc=1, CEOmodp}.

I'y(p) es un subgrupo de congruencia de nivel p de
SL(2, Z). El caso p = 1 corresponde a I'y(1) = SL(2, Z).

Vamos a describir una forma sistematica de construir
un dominio fundamental de I'y(p), utilizando los resulta-
dos de las secciones anteriores.

En primer lugar, consideremos el subgrupo de I'\(p)
formado por los elementos que fijan el infinito. Se trata
del conjunto de las matrices de la forma anterior que sa-
tisfacen las condiciones ¢ = 0, ad = 1. De hecho no de-
pende de p y lo denotaremos

Fx:={<(1) ?):beZ}:{T”:beZ}, conT:z(é i)

Geométricamente, T actiia como una traslacién de longi-
tud 1. Por tanto, un dominio fundamental para I' _ es

fD(Fx)={ze.’]—[ : —%SRezS%}

Por otro lado, consideramos el resto de elementos del
grupo I'o(p), I'y(p) = I'y(p)\I' .. Para cada elemento de
este conjunto tenemos un circulo de isometria asociado.
Veamos qué caracteristicas tienen y qué regién de HH de-
limitan.

Denotamos por C(o, r) el circulo de centro o y radio r.

Teorema 3.1. Sea p un niimero primo y considera-
mos el conjunto T (p). Entonces,

(i) Il‘{)(p) ={Ckisp, l/sp):keZ,seN, mcd(k, ps)=1}.

(ii) I = (Ckip, Up) - ke Z, p [ k.

b
Demostracion. Sea y = <a d) e T')(p). Entonces
c

I = C(klsp, 1/sp) con s = M eNyk= —dl—c—l € Z. Por ser
i p C

ad - bc =1 se cumple d # 0y med(k, sp) =mcd(d, ¢) = 1.
Reciprocamente, sea C(k/sp, 1/sp) un circulo cumpliendo
keZ,seNymcd(k sp) = 1. Aplicando la identidad de
Bézout, existen a, b € Z tales que —ak — bsp = 1; enton-

b
ces y = ) € ['y(p) y satisface I, = C(k/sp, 1/sp),

-k
lo cual demuestra (i).

El mayor radio posible de un circulo de isometria es
1/p. Por tanto, los circulos C(k/p, 1/p) con k € Z y
mcd(k, p) = 1 son maximales respecto de I'y(p). Veamos
que son los Unicos circulos de isometria maximales. Sea
Iel I=C(klsp, 1/sp)conke Z,seN, med(k, sp) =1

Ty(p)
1 k
y s > 1. Puesto que & no es multiplo de s, tenemos —<--
s
k s—1 [k/s] [k/s] + 1
—1-1= . Por tanto, como , Se
s s p sp p

verifican las dos desigualdades siguientes:

<k 1 > 1
I R e
sp sp/) P
De aqui se deduce que I = C( k/sp, 1/sp) esté contenido en
los circulos C(, 1/p) y C(#21+, 1/p). Puesto que [] y
]+ 1 no pueden ser simultdneamente miltiplos de p,
como minimo uno de estos circulos pertenece a I, , (de

hecho pertenece a I{P‘} », por tener radio 1/p). Eflo de-
muestra que I no es maximal, completando (ii). |

< ko1 > [kis] 1 [kis]+1
) -==<-y
spsp)  p o p p

De forma andloga, se demuestran los resultados co-
rrespondientes a p = 1.

Proposiciéon 3.2. Consideramos el conjunto T'((1).
Entonces,

(i) Ir‘,)(l)= {C(kis, 1/s) ke Z,seN, mcd(k, s)=1}.
(ii) I}‘})‘}’f) ={Ck 1): keZ}.

Corolario 3.3. Sea p un niimero primo o p = 1. La
interseccion de un circulo de isometria no maximal con
un circulo de isometria maximal, si es diferente del va-
cio, se encuentra siempre en R. Ademds, la interseccion
de tres circulos maximales distintos siempre es vacia.

Para ilustrar los resultados anteriores véase la figura 4,
que representa los circulos de isometria de I7,(3) para
s<8yl&l<1.
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0,5

B 0,5 1

RN
1 -0,5 0
Figura 3. Circulos de isometria de I')(3).

Notemos que no estamos en las hipétesis de la propo-
sicién 2.11; los radios son acotados, pero la distancia de
los centros al 0 no estd acotada, y un circulo puede ser
circulo de isometria de homografias distintas. En gene-
ral, el radio y el centro del circulo de isometria determi-
nan los valores de ¢ y d, excepto el signo. La condicién
que el determinante valga 1 nos da, entonces, una rela-
cién entre a y b, que tiene distintas soluciones.

Teorema 3.4. Sea p un niimero primo, p > 2. Enton-
ces,

D(Cy(p)) = {z e H:|Re(2)| < 112, >,

7 — =
p

—1
keZ,O<|k|Sp2 }

es un dominio fundamental de ' (p) en H.

Demostracion. Consideramos el dominio fundamen-
tal de I", calculado en el inicio de la seccién y aplicamos
2.18, con lo cual obtenemos

D(Ty(p) ={ze H:|Re@| <12} N () ext(]).

max
eI

Completamos la demostracién utilizando la descripcion
de los circulos de isometrfa maximales dada en el teorema
anterior. Los tnicos circulos de isometria maximales que
tienen interseccidn significativa con 2(I", ) son exacta-
mente los circulos C(k/p, 1/p) tales que 0 < |k| < ’%‘ m|

Proposicién 3.5. Para los grupos T'(1) y T'(2), los
dominios fundamentales son

D(Ty(1) = {z e H: |Re(@)| < 172, |z] >1},

k|1
~Sss k==t
‘72172 +}

Demostracion. De forma andloga al teorema anterior,
consideramos el dominio fundamental (I"_) y aplica-
mos 2.18. Usando la descripcién de los circulos de iso-
metria maximales, es facil ver que es suficiente conside-
rar el circulo de isometria maximal C(0,1) para el caso
p = 1,yloscirculos C(-1/2, 1/2) y C(1/2, 1/2) parap = 2.

D(Ty(2)) = {z e H:|Re(z)| < 1/2,

Denotamos J(p) el conjunto de circulos de isometria
maximales que determinan aristas del dominio funda-
mental D(I"y(p)). Por los resultados anteriores, si p es un
ndimero primo p > 2, J(p) = {C(kip, 1/p) : ke Z,0< |k|<
< ’%‘, mcd(k, p) = 1}; el caso p = 1 da simplemente J(1) =
= {C(0, 1)}; para p = 2 obtenemos J(2) = {C(-1/2, 1/2),
C(1/2, 1/2)}. Veamos que este conjunto de circulos ma-
ximales satisface una propiedad técnica, importante para
obtener los principales resultados posteriores.

Lema 3.6. Sea p un mimero primo o p = 1. Dado I €
€ J(p) existe una iinica homografiay € I' (p) tal que I = I,
el e J(p).

Demostracion. Seal = C(klp, 1/p) € J(p). Determina-
remos de forma tinica una homografia y € I';(p) tal que

=1 e J(p) e L. € J(p). Cualquier y = con

k)
a, b € Z tales que —ak — bp = 1, satisface y € I''(p) e
I = 1. Debe escogerse una soluciéon {a, b} de —ak — bp =1
tal que I_, = C(a/p, 1/p) pertenezca a J(p). Sip > 2,
tomamos la tnica solucién con |a| < ”-;—1, a#0.Sip=1,
tenemos k = 0y tomamos a =0y b =-1y se cumple y =
=y, 1,=C(0,1).Parap=2,conk=-lya=b=~1se
tiene I, = C(=1/2, 172), I, = C(1/2, 1/2). O

Notacion 3.7. Consideremos el dominio fundamental
de T'o(p), D(Ty(p)). Denotamos n(p) el niimero total de
sus vértices. Denotamos n,(p), ny(p), n(p)y n,(p) el
niimero de vértices elipticos de orden 2, elipticos de or-
den 3, parabdlicos y accidentales, respectivamente. And-
logamente, ey(p), es(p). e.(P) y e,(p) denotan el niimero
de ciclos elipticos de orden 2, elipticos de orden 3, para-
bélicos y accidentales, respectivamente. Denotamos
V,(p) el volumen hiperbdlico de D(T (p)).

Proposicion 3.8. Sea p un mimero primo, p > 2. El
dominio fundamental de T (p), D(F O(p)), tiene las si-

guientes propiedades.
2%-2-p J3

(i) Lospuntos z;=————+ Y—iparaj=1,...,
! 2p 2p /i
p+1 2j—-p 3.
-1, =0,z = + -
7 z,%, z 2 P i para
_p+l -
j= 2 +1,...,pyz,, =00 sonvértices de
D(Co(p)).

(ii) El dngulo interior a D(T'(p)) en los vértices

2,1 =0y2z,,, =00 es0;en los vértices z, y 2,

pr1
2

es m/3 y en el resto de vértices z; es 27/3.

(iii) D(T(p)) es un poligono hiperbdlico con un nii-
mero par, n(p) = p + 1 + ny(p), de vértices y
aristas.

(iv) El volumen hiperbdlico de D(T (p)) es V,(p) =
T
= 1) -
(p+1) 3
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Demostracion. Consideremos los puntos de H o R
determinados por las intersecciones de los circulos de
isometrfa maximales pertenecientes a J(p), y las intersec-
ciones de las dos semirectas Re(z) = —1/2 y Re(z) = 1/2
con dichos circulos. Todos ellos forman parte del conjun-
to de vértices del dominio fundamental. Denotaremos Zj»
j=1,..., p dichos vértices, segin orden creciente de la
parte real Pongamos ademis z,, , = o0, vértice que pro-
viene directamente de D(I" ) Un sxmple calculo de-

muestra que, para j = 2,..., 23+ — 1, se tiene 7 =
_C(——Z(’_Z),,_l L) CESR ) = T2 3 el vértice
1= C(=1/p, 1/p) N C(1/p, 1/p) =0y, paraj = 2y,

)m C(2(1+1)—1 p, l) -

p

S L i—l Finalmente, los vértices z, y z, se obtienen
1nterse$:ar11do los cl1rculos de isometria correspondlentes
C(-"5 ;) y C(%5, 3). con las semirectas Re(z) = —1/2 y
Re(z) = 1/2, respectivamente. Estos dos vértices también
pueden calcularse como la interseccion de dos circulos

de isometria maximales, z, = C(—” 55 ) N C=55 0
= C(5" ) N A5 ) con C=5t )y O ) o
pertenementes a _J(p). Observemos que es posible que z,,
j=1,..., p + 1, no sean todos los vértices del dominio
fundamental ya que no sabemos si contienen los puntos
elipticos de orden 2 incluidos en la frontera del dominio
fundamental D(T'(p)), considerados también vértices.

2,p — 1, se tiene z; = C(’——

Para demostrar (ii), denotemos 9 el dngulo interior a
D(Iy(p)) en el vértice z;. Claramente 0,,+1 =0,,,=0.

Observemos que Gj toma el mismo valor para Jj= 2
gxl 221 41,...,p — 1; denotémoslo 6. Tenemos ade-
mas 0 9, 0/2 Completamos la demostracion de (ii)
probando 0 = 27/3. En efecto, tomando por ejemplo

Jj =+ 1, los vectores directores de las rectas tangentes
a los c1rculos C(1/p, 1/p) y C(2/p, 1/p) son (- 1,1/\/5) y
(L,1/ \/5), respectivamente, y forman un dngulo 0 = 27/3.

La figura resultante es un poligono hiperbélico de H,
ya que tanto los arcos de los circulos de isometria como
el par de semirectas provinentes de D(I" ) son segmen-
tos de rectas hiperbdlicas. En el apartado (i) se han expli-
citado un nimero par de vértices, p + 1. Deben afiadirse,
si hay lugar, los puntos elipticos de orden 2 contenidos en
la frontera de D(I"(p)), distintos de los anteriores. Aho-
ra bien, gracias a 1.6 y a la simetria del dominio, el ni-
mero de vértices elipticos es también par, con lo cual
obtenemos que el nimero total de vértices sigue siendo
par. A partir de la paridad del nimero de vértices, se de-
duce directamente que el nimero de aristas es también
par, y coincide con el anterior, por tratarse de un poligo-
no hiperbdlico. Notemos que la existencia de vértices
eh’pticos de orden 2, distintos de z, y z,, incrementa el
nimero de aristas en la misma cantidad en que se incre-
mentan los vértices.

Vamos a precisar el nimero de vértices total. Recorde-
mos que un ciclo de puntos elipticos de orden 2 tiene

suma de dngulos en sus vértices igual a , por 2.19. Note-
mos también que los vértices z, y z, son equivalentes,
ya que 7(z,) = z,. Utilizando las dos afirmaciones an-
teriores y los angulos calculados en (ii), es obvio que,
para p > 2, los vértices z; no serdn nunca elipticos de
orden 2. Asi, a los vértices anteriores deben afadirse
exactamente 7n,(p) vértices, por lo que el nimero total de
vértices serd exactamente p + 1 + n,(p). Esto completa la
demostracién de (iii).

Calculamos el volumen hiperbdlico a partir de la ex-
presién V, = (n(p) - 2)n = (0, + --- + 0,), donde 0, ...,
0, » son los angulos en los vértices (cf. [4]). Considere-
mos, en primer lugar, los p + 1 vértices calculados en ( j )
La suma de los dngulos en estos vértices es (p — )% T
Notemos que no es necesario considerar los vértices elipti-
cos de orden 2, ya que el dngulo en cada uno de estos vérti-
ces es 7 por lo que no contribuyen al volumen del poligono
hiperbélico. Asi, V.(p) = (p + 1 — 2)m — (p - 2)n =
=(p+ D3 o

Conservaremos la notacién de los vértices z; para el
resto de la seccidn.

Lema 3.9 Seaz e H, z e Iconle I, Entonces,
zes un punto eliptico de orden 3 si, y solo si, existe
yelap)talque I =1Ly {z} =1 NI

Demostracion. Es inmediato ver que se trata de una
condicién suficiente. En efecto, si y € [';(p) es una homo-
graffa tal que z€ 1, N I -, aplicando 2.10 y 2.8, se obtiene
que 7 es una homografla eliptica de orden 3 que tiene z
como punto fijo en JH. Por tanto, z es eliptico de orden 3.

Reciprocamente, veamos que se trata de una condicién
necesaria. Sea z eliptico de orden 3, z € I con [ € IP,.
Sea ¢ € I')( p) una homografia eliptica de orden 3 tal que
a(z) = z. Aplicando 2.8 se tiene z € [, N I -,; en particular,
z pertenece a los circulos de isometria I I, el ., dos de
ellos distintos como minimo. Supongamos T I,,. Como
z € HH, aplicando 3.3, se tiene que /-, € Ty De aqul’
también es maximal. Pero z no puede pertenecer amas de
dos circulos de isometria maximales, por tanto [ = [.
Asi, tomamos y = ¢. Si fuera [ = [ _,, serfa [ # [y toma-

rfamos y = 7. ]

Teorema 3.10. Consideremos el grupo I'(p), p > 2,
actuando sobre el semiplano de Poincaré. Entonces el
dominio fundamental D(T( p)) satisface:

(i) n.(p)=e,(p)=2

Los ciclos parabdlicos son {z,.,} = {0}y

{z,,,} = (o0} B
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0 si p=3 mod4,

(ii) ny(p) =e,(p) = {2 si p=1 mod 4.

Sip=1mod4, los ciclos elipticos de orden 2 son

{wy} = {‘_& +ll}’ {w,,} = {'——ko + 1 i}’
p p p p

con 0 < ky <25 k2= -1 mod p.
(iii) ny(3)=2ye(3)=1.
Para p =3, el ciclo eliptico de orden 3 es {z,, z;}.
(i) Sip >3 np) = e(p) = {O P22 mods.
: ) 2 si p=1 mod3.

Si p=1mod 3, los ciclos elipticos de orden 3 son

2k, -1 1. 2% +1 1
{wi} = +—ip{ws )= +—1
2p P 2p p

conk,eZ,0<k, <(p-1D2, kj+k +1=0
mod p.

p-2- 63(p).

(v) n(p)=p 3

- 1 —nyp)yel(p) =

Demostracion. En primer lugar, veamos que los vér-
tices 0 y co son parabdlicos. Para el vértice co, que pro-
viene de D(Fm)i es obvio ya que es el punto fijo de la
homografia parabdlica T, considerada anteriormente. El
vértice O corresponde a la interseccion de los circulos de
isometria maximales tangentes C(—1/p, 1/p) y C(1/p, l/p)
Tomando ¢ = (:]» 1) se tiene I, = C(~l/p, 1/p) y I =
= C(1/p, 1/p). Aplicando 2. 10 y 2.9, se tiene que g es
parabdlica y tiene el punto O como punto fijo; con la ex-
presion explicita de ¢ se llega a la misma conclusion
aplicando directamente las definiciones. Ademas se de-

duce, también de ambos modos, que a(z,, | 1) = L

2

El dominio D(Ty(p)) no tiene otros vértices en R, por lo
que no hay otros vértices parabdlicos. Finalmente, se
comprueba que no son equivalentes, ya que p(0) = co
implicarfa det y # 1. Asi, hay exactamente dos ciclos pa-
rabolicos, {z,.,}={0}y {z,,,} = {0}, lo cual completa

2
la demostracién de (i).

Para demostrar (ii), sea w un vértice de D(I",(p)) elip-
tico de orden 2. Recordemos que se ha probado que
w#z;, para todo j = 1,..., p, p > 2. Entonces, existe un
anico 01rculo de 1sometr1a maximal / € J(p) tal que w € 1,
y el dngulo en w es 7, cf. 2.8. Se deduce que los ciclos
elipticos de orden 2 estan formados por un solo vértice, y
asi e,(p) = ny(p), que ya se ha visto que es un nimero par
gracias a 1.6. Como el ciclo estd formado por un solo
vértice, las dos aristas adyacentes al vértice w se identifi-
can entre si, por lo que deben ser de igual longitud por
2.19; asi w es el punto medio del arco de I que forma

parte de la frontera del dominio fundamental. Por 3.1,
tenemos / = C(k/p, 1/p) para cierto , 0 < |k| <25y por
tanto w = 5 + 5 i. Veamos qué condiciones debe cumplir k
para que w sea efectivamente un punto eliptico de orden
2 de T'y(p). Observemos que w # € [’ para cualquier
circulo de isometrfa no maximal, I” € I, ,\I77,, por
3.3; es decir w sélo pertenece al circulo de isometria /.
Asi, por 2.8, w es eliptico de orden 2 si, y sélo si, [ = I

= [ ., para cierta homografia eliptica de orden 2, y = y!

Como I = C(k/p, 1/p), una tal homografia debe ser de la

forma y = para ciertos valores de g, b € Z cum-

pliendo —ak — bp = 1 y a = k. Por tanto, w es eliptico de
orden 2 si, y sélo si, —k* — bp = 1 tiene solucién para
algiin b € Z. Por tltimo, ello es ezuivalente aque —1 sea

un residuo cuadratico médulo p, | — | =1, esdecirp =1

mod 4. En este caso, la ecuacion k* + bp = —1 tiene dos
tinicas soluciones, k, y —k, con 0 < |k,| < %5-> que dan
lugar a los dos vértices ehptlcos de orden 2 siguientes,
claramente simétricos respecto al eje imaginario,

k1 k, 1.
W2.l — + —1, W2_2:—+—l.
p P p P

Asi pues, e,(p) =2sip=1mod 4y e,(p) =0 en caso
contrario. Ello demuestra los resultados para los vértices
elipticos de orden 2 enunciados en (ii).

Consideremos a continuacién los vértices elipticos de
orden 3. Un ciclo de puntos elipticos de orden 3 tiene
suma de dngulos en sus vértices igual a 27/3, por 2.19.
Por tanto, utilizando 3.8 (ii), un ciclo eliptico o bien esta
constituido por un solo vértice, entre z,,..., Z,4i e
z,:_lﬂ,...,zp_l,obien es el ciclo {z,, z,}. ?

Supongamos que z; es un punto eliptico de orden 3.
Aplicando el lema 3. 9 los circulos de isometria
(="~ 2y (-5 ) corresponden a homograffas
inversas, lo cual da fa ecuac1on p* + 4bp = 3, que sélo
tiene solucién para p = 3. Asi, {z,, z,} es un ciclo ellptlco
de orden 3 si, y s6lo si, p = 3. En este caso, no hay més
vértices que puedan ser elipticos de orden 3, por lo que
tenemos 1,(3) =2y e,(3) = 1, lo cual completa la demos-

tracion de (iii).

Supongamos ahora p > 3, para demostrar (iv). En pri-
mer lugar, recordemos que la homografia parabdlica co-
rrespondiente al vértice 0 relacionaba los vértices z,, . |

2
YZps1 > POT lo que son equivalentes. De aqui se deduce
—_+

que ’nunca son elipticos, porque sus dngulos suman
47/3 > 2n/3 (cf. 3.8). El mismo argumento de dngulos
nos conduce a que los ciclos elipticos de orden 3 estdn
formados por un solo vértice, por lo que n,(p) = e4(p);
ademads es un niimero par aplicando 1.6, de forma andlo-
ga al caso de orden 2.



M. Alsina

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2000; 94 319

Vamos a determinar de forma efectiva cuando hay vér-
tices elipticos de orden 3. Supongamos que un vértice
z € JH, obtenido como interseccién de dos circulos de
isometrfa maximales consecutivos, es un punto eliptico
de orden 3. Aplicando 3.9, estos dos circulos de isometria
tienen que corresponder a aplicaciones inversas una de la
otra, es decir z = I, N I -,, para cierta homograffa eliptica
yeT'i(p). La descrlpcwn exp11c1ta de I"{) dada en 3.1
nos llevaa l, = C(kip, Up) y I, = C((k + 1)/p, 1/p) para
cierto valorde ke Z, |k| < (p — 1)/2, k#0, —1. Asi, y serd

. -a k+1
_ cumpliendo o -, = 17 = T; por

lo tanto a = —(k + 1). Imponiendo det(y) = 1, obtenemos
—(k + 1)k — bp = 1 y reduciendo médulo p resulta k* +
+ k + 1 =0 mod p, que tiene solucién si, y sélo si, —3 es
un residuo cuadrético médulo p. Esto demuestra que un
vértice de D(T(p)) es eliptico de orden 3 si, y s6lo si, se
obtiene de la forma C(k/p, 1/p) N C((k + 1)/p, 1/p) con
lk| <(p—1)/2, K+ k+ 1=0mod p. Por tanto, es(p) =
sip=2mod 3y ey (p)=2sip=1mod 3. En este tltimo
caso, los vértices elipticos son
_2k+l 3

2k -1 /3
2p 2p T 2p . 2p

de la forma

]

Wi, =

donde k, € Z, 0 < k, < (p — 1)/2 es una solucién de k* +
+k + 1 =0 mod p. Esto demuestra (iv).

Los vértices accidentales son los vértices que no son ni
elipticos ni parabdlicos y se encuentran forzosamente en-
tre los vértices z; calculados en 3.8. Asi, n,(p) = n(p) -
= n,.(p) = ny(p) — ny(p) = p — 1 — ny(p). Teniendo en
cuenta que la suma de dngulos en cada ciclo accidental
tiene que ser 27 (cf. 3.8), obtenemos que los ciclos acci-
dentales estdn formados por 3 vértices, excepto el ciclo
accidental al que pertenecen z, y z,, para p > 3, que ten-

—_ 2 —
drd 4. Por tanto e,(p) = 1)_353@‘ -

Observacion 3.11. El dominio fundamental
D(Ty(p)), para p > 3, satisface que los ciclos elipticos y
parabdlicos consisten en un solo vértice y que no hay
vértices accidentales en R.

Notacion 3.12. Sea p un miimero primo fijado, p > 2.
Para cada k € 7 con 0 < |k| <5, denotamos

b
Yk = (:j —k) e [y(p),

donde a, b € Z vienen determinados umvocamente por
las condlczones —ak — bp = 1y 0 < |a| £%5-. Notemos

que y_, =77

Proposicion 3.13. Sea p un niimero primo, p > 2. El
grupo de homografias definido por I ( p) estd generado
por T, y, y las homografias vy, tales que |a| 2 |k| si |k| > 1.

Las relaciones entre dichos generadores son las siguien-
tes:

(i) yi =% =1d, si ky>0 con kg = ~1 mod p;
(ii) y,f :y3k _,=1d,sik,>0conk; +k, +1=0mod p;
(iii) una relacion del tipo ViV = Id para cada

ciclo accza’ental de D(I p)) de la forma {z,

J1?
J‘)’ }Con yt v Z4"'Z11’8i +1

(iv) la relaczon T VS;VS?%;,; =1d, para p > 3, que

2
proviene del tinico ciclo accidental de D(T |(p))
que contiene cuatro vértices {z,, Zay> Zay zp}, con

yl____P_(Zl) = Zal’ ytl(za]) = Zag y yrz(zaz) = Zp’ 85‘,- = il
2

Demostracion. El dominio fundamental D(T"( p)) es
un poligono hiperbdlico con un nimero par de aristas
identificadas dos a dos y, por 2.19, las homografias que
aparejan las aristas forman una familia de generadores.

La traslacién T apareja las dos aristas que son semirec-
tas verticales, que provienen de las aristas de 2(I",), por
lo que forma parte de la familia de generadores.

El lema 3.6 nos asegura que dado I € J(p) existe una
tnica y € ['((p) tal que I = I, e I, € J(p). Aplicando las
propiedades de los circulos de isometria y las homogra-
fias, cf. 2.3 y 2.7-2.9, es claro que la homografia y apare-
ja las aristas que forman parte de los circulos I, e I ..
Recordemos que J(p) es precisamente el COl’l]lll’ltO de
circulos de isometria que dan lugar a aristas de D(I'o(p)).
Asf el conjunto de homograffas correspondientes a los
circulos de isometria de J(p), cuya expresion explicita se
da en la demostracién del lema 3.6 y coincide con y,,
bastan para aparejar las aristas de D(I"y( p)) que son arcos
de circulos de isometria. Obviamente, deben evitarse las
repeticiones causadas por una homografia y su inversa,
lo cual se realiza afladiendo la condicién |a| 2> |k|, para
|k| > 1. La homograffia y, identifica las dos aristas que se
intersectan en el punto 0, por lo que serd también un gene-
rador y, al igual que 7, serd un elemento de orden infinito.

A nivel de relaciones, sélo cabe recordar que se obtie-
ne una relacion para cada ciclo no parabdlico, cf. 2.19.
Asi, los ciclos ehpt1cos de orden 2y3,si los hay, nos
aportan las relaciones yk =9’ =1y yk =9, ., =1d,
donde k,> 0 cumple &2 = —1 mod p y k, >0 cumple k2 +
+ k, + 1 =0 mod p, respectivamente. A pamr de cada mclo
accidental obtenemos una relacién de la forma indicada. O

La presentacién obtenida en la proposicién anterior
tiene (p + 1 + e,(p))/2 generadores y €,(p) + e,(p) + e;5(p)
relaciones. En general, no serd una presentacion mini-
mal. Una forma de disminuir el nimero de relaciones y
de generadores seria disminuir el nimero de ciclos acci-
dentales, que no es propiamente un invariante del grupo
y que depende del tipo de dominio fundamental escogi-
do. De todas formas, no se puede realizar de forma indis-
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criminada para todos los ciclos accidentales, ya que hay
repeticiones de generadores entre las diferentes relaciones.

Finalmente, para la completitud de los resultados, con-
sideremos los casos p < 2. Los dominios fundamentales
correspondientes a p = 1 y p = 2 se encuentran en 3.5.
Vamos a recuperar sus caracteristicas principales en las
proposiciones siguientes, que se demuestran utilizando
también argumentos derivados de las propiedades de los
circulos de isometria.

Proposicion 3.14. Consideremos el dominio funda-
mental del grupo modular SL(2, 7), D(F 0(1)). Entonces,

(i) D(T,(D) tiene n(1) = 4 vértices: z, = 3 + i,
=g+ P =0 yw, =i

(ii) El dngulo interior a D(T' (1)) en los vértices z,
y 2, es T/3, y en el vértice w, |, es T.

(iii)  El volumen hiperbdlico de D(F of 1)) es V(1)=5

(iv) n_(1)=-e_(1)=1; el vértice parabdlico es 0.

(v) ny(1) =e,(1) = 1; el vértice eliptico de orden 2
es w, .

(vi) ny(1) =2y e, (1) = 1; los vértices elipticos de
orden 3 son z, y z,.

(vii) n,(1) = e, (1) = 0; es decir, no hay vértices ac-
cidentales.

(viii) SL(2, Z) estd generado por

1 1 0 -1
T = y S = 3
0 1 1 0
con la relacion S* = 1.

Demostracion. En este caso, J(1) = {C(0, 1)}. El
circulo de isometrfa C(0, 1) = I, para g € I'y(1) tal que
c=%1,d=0,b=—-cyacel. Asi, es el circulo de isome-
tria de las homografias

a 1
aa—<_1 O)’ ael.

Para |a| > 2, el centro del circulo /-1 es a; en este caso
los c:.frculos'la.a.. y I, nosecortany o,y ;' son transfor-
maciones hiperbdlicas.

Se tiene que o, es eliptico si, y sdlo si, |a| < 2. Para

a = 0, obtenemos . En este caso g, = g, por lo

que es una homografia eliptica de orden 2. El punto elip-
tico correspondiente es w, | = i. Para a = %1, obtenemos

1 1 1 -1
<_ | 0), y < 1 0), las dos de orden 3. Los puntos

—

/3 )ﬁ

L. . —1 /3. 1 .
elipticos correspondientes sonz, =5 +5" iy z, =5+ %1,

respectivamente. Observemos que los 3 puntos elipticos
son vértices del dominio fundamental que hemos encon-
trado. Se obtienen también directamente a partir del
circulo de isometria, utilizando 2.8 y 2.19(iv), como se ha
hecho en el caso general. Explicitando las homografias
que corresponden a los circulos, tenemos w, | € I, z; =
=L N Ligry = C(=1, 1) N CO, 1), 25 = Irg N L g5 =
=C(0, 1) nCa, 1.

Las homografias Sy 7 son las que identifican las aris-
tas del dominio fundamental dos a dos; por lo tanto,
forman una familia de generadores del grupo modular
SL(2, Z), con la relacién $? = 1. O

De forma andloga se demuestra la proposicién siguien-
te, para el caso p = 2.

Proposicién 3.15. Sea D(I'(2)) el dominio funda-
mental de I'y(2) en H. Entonces,

(i) n(12) =14. Explicitamente, z, = :21 + %i, 2,=0,z3=
=5+351Yy Z,= 0.

(it)  El dngulo interior a D(I'((2)) en los vértices z,
y zy es m/2, y en el vértice z, es 0.

(iii)  El volumen hiperbdlico de D(I'\(2)) es V,(2) = .

(iv) n,(2)=e,(2) =2; los ciclos parabdlicos son

{0} y {oo}.
(v) n,(2)=2yey2)=1;elciclo eliptico es {z,, 25}

(vi) ny(2) = 0; es decir, no hay vértices elipticos de
orden 3.

(vii) n,(2)=0; es decir, no hay vértices accidentales.

(viii) ©'y(2) estd generado por

T 1 1 3 -1 0
Lo 1) Y "o )
. con la relacion (y,T)* = 1.

4. EJEMPLOS

En esta seccidn, presentamos varios ejemplos con el
espiritu de ilustrar las propiedades de los dominios fun-
damentales construidos para I'y(p), que difieren de otros
dominios fundamentales conocidos (cf. [2]). Quizas la
principal diferencia sea su gran simetria y su construc-
cién sistematica, facilmente implementable.

De hecho, se ha implementado un paquete en MapleV,
siguiendo los resultados de la seccion 3. El paquete re-
quiere como Unico dato de entrada el niimero primo p.
Como aplicacién principal, dicho paquete permite obte-
ner la representacién grafica del dominio fundamental

D(FO(P))'
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Con 4nimo de completitud, en el programa se han in-
cluido también instrucciones para calcular algunos inva-
riantes de la curva modular X(p) asociada al grupo
I'y(p). Para ello se han usado las férmulas simplificadas
obtenidas en la seccién anterior, a partir de las propieda-
des de los circulos de isometria y del dominio fundamen-
tal construido, aunque no dependen de éste.

El programa contiene instrucciones para obtener toda
la informacién disponible referente al dominio funda-
mental D(I"(p)), para cualquier ndmero primo p. Asi,
de forma interactiva, proporciona los cardinales de los
conjuntos de vértices, aristas, vértices elipticos, vértices
accidentales, ciclos elipticos, ciclos accidentales, etc.
Los resultados sobre vértices y ciclos son explicitos: cal-
cula todos los vértices, los clasifica y los organiza en ci-
clos. También permite obtener las parejas de aristas y las
homograffas que las aparejan.

A nivel de resultados sobre el grupo, se obtiene una
presentacion explicita de I'y(p), con generadores y rela-
ciones.

A continuacién se incluyen ejemplos explicitos para
algunos ndmeros primos p, seleccionados de forma que
corresponden a curvas modulares de género 0, 1, 2 y 3.

Las figuras 5 y 6 reproducen el dominio fundamental
para los grupos I'y(3) y I',(13), respectivamente. Ambos
dan lugar a curvas modulares de género 0, X,(3) y X,(13).
En ambos casos se han sefialado los vértices elipticos. El
caso p = 3 es el tnico con p > 2 en que los vértices z, y z,
son elipticos. El caso p = 13 se incluye como ejemplo de
dominio fundamental con el mdximo nimero posible de
ciclos elipticos. Para p = 13, se han recopilado los datos
calculados en la tabla 1.

En la figura 7, se representa el dominio fundamental
D(I,(11)), asociado a la curva modular X,(11) de géne-
ro 1. Notemos que no posee ningiin vértice eliptico. Los
vértices y los ciclos accidentales, y una presentacién del
grupo, se explicitan en la tabla 2.

0,5 0 05

Figura 5. Dominio fundamental de T"y(3).

0,5
a a
W, 4 W,
b clc d d b e e f g g hlh f
5y L Lz Zp Zg 2y Zyg Iy Zip Zg
-0,5 z=0 05

Figura 6. Dominio fundamental de I'y(13).

Tabla 1. Ty (13)/+Id

k  |n,(13)le,(13) Ciclos de orden k de I';(13)

0 2 2

2 2 2 (wo ) = {B + 51 (wao) = {5+ 51}

312 | 2 | ()= (E+R0 (2] = (e + 21}

1 10 3

{20, 243 280 26> 1200 230 25} {2120 2115 20}

Generadores Relaciones
Vs Vs V3 V-3 B=0=1d, p3 =9 =1,
T, 1, 72 722 Vo2 T=1d, y,y5y.s =1d,
Vz"/’;}ys =1d
05
a a
b ¢ d b e e f ¢ d f
L L oz 5 G B L Iy In
-0,5 7;=0 0,5

Figura 7. Dominio fundamental de I'y(11).

Tabla 2. T’ (11)/+Id

k |n,(11)le,(11) Ciclos de orden k de D(I‘o(ll))
o | 2 | 2 {0}, {0}
2 0 0
3 0 0
1 10 3 Az 20 295 2515 {200 20s Z0)s {2000 20 23)
Generadores Relaciones
T 1 V2 Vo Vo Vo3 | V2003 T = 1d, yyy39s = 1d, 93yy3' = 1d
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La figura 8 contiene la representacién del dominio
fundamental para el caso p = 23. Corresponde al menor
valor de p, nimero primo, tal que X,(p) tiene género 2.
Observemos que tampoco tiene ciclos elipticos. Los ci-
clos accidentales y una presentacién del grupo se mues-
tran en la tabla 3.

Finalmente, en la tabla 4 se muestran los datos referen-

tes al grupo I',(41) y al dominio fundamental D(FO(41)),
que corresponde a una curva modular de género 3.

0,5-
[

bcdefgdhib[ jkeglhcilfk
2223 2,25 % 4y Zy Z9 2o Zny 213 Z14 215 216 217 D18 219 290 221 Z22 23

2,,=0

Figura 8. Dominio fundamental de I'y(23).

Tabla 3. T,(23)/Id

Tabla 4. T,(41)/xId

k  |n(41)le,(41) Ciclos de orden k de D(I'y(41))
o0 2 2 {0}, {0}
2 2 2 {wy = {F + i), oo} = @ +ai)
3 0 0
1 40 13 {Zl’ 2505 225 241}7
{22 230 210}y {23 2375 233} {240 210y 236}
{25, 2395 Zg}g {Zﬁs 3325 138}’ {27, 2o4s 2.31}7
{z8> 2400 203> {201 20> 235} {2120 2030 209}
{Z1as 229 216} {2ss 208> 206} {2050 200 230}
Generadores T, 715 95 V-0
Y25 V35 V5o Voo V110 V120 Vi3s Ve
Y25 V=30 Voar V=50 V6> V11> V=120 V-13» V=16
Relaciones v5 =73 =1d, T™'y,,75"' = 1d,
7’-2’/51"/::3 =1d, ’/13”/::2?::0 =1d, y,67_77, = 14,
Y12V i3V-16 = 1d, folyylz“/::l =1d, y,,7,5 = 1d,
50 = 1d, yiiyoydt = 1d, yaysys = 1d,
V-s¥s Vo6 = 1d, 7677576 = 1d, 74975 = Id.

k  |n,(23)|e,(23) Ciclos de orden k de D(I'\(23))

00 2 2 {0}, {0}

2 0 0

3 0 0

1 22 7 {Z], 2235 2135 % }7 {Zz, 2100 Zlg}, {Zg’ 2g» Z]S}
{240 215 27} {2020 2140 25}
{2215 2160 2615 {2200 20 217}

Generadores Relaciones

T, 1 Y V3 Va0 V5o V4| VWiV T=1d, 99 5973=1d, y7y_y74=1d,
Yoz Vs Vetr Vosr Vo Vosvays' = Id, yy597' = 1d,
Yvays' =1d, ysy_yy =1d
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