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SUMMARY

The objective of this work is to approach the quantile
curves of a random vector (X, ..., X,,), by making a con-
venient selection among the elements of the sample of this
vector. This approach is based on K,(v) of Genest and
Rivest (1993).

RESUMEN

El objetivo de este trabajo es aproximar las curvas
cuantiles de un vector aleatorio (X|, ..., X,,), haciendo una
seleccién conveniente entre los elementos de la muestra de
este vector. Esta aproximacién estd basada sobre K, (v) de
Genest y Rivest (1993).

INTRODUCCION

Sean X e Y dos variables aleatorias de funciones de
distribucién marginales F(x) y G(y) respectivamente, y de
funcién de distribucién conjunta H(x, y).

Podemos siempre escribir H(x, y) = C(F(x), G(y)) siem-
pre que F(x) y G(y) sean continuas. Alternativamente, se
tiene que: C(u, v) = H(F'(u), G'(v)), 0 < u, v < 1, donde
F'(w) =inf {x : F(x) 2 u} y G''(v) = inf {y : G(y) > v}.

La funcién C(u, v), llamada frecuentemente cépula, es
entonces una funcién de distribucién de un vector aleatorio
cuyas marginales son uniformes sobre [0, 1].

Sea (X, Y) un vector aleatorio de funcién de distribu-
cién la cépula C(x, y) y sea K(v) = P[C(X, Y) < v].

Si C(x, y) es arquimediana de expresion: C(x, y) =
¢ [¢(x) + #(»)], donde ¢ es una funcién convexa decre-
ciente sobre [0, 1] con ¢(1) = O ([3]), entonces K(v) =
v — ¢(v)/¢” (v), ([4]). En este caso, K(v) caracteriza la c6-
pula C(x, y).

En [1], hemos definido la funcién cuantil ¥ (x, «) aso-
ciada a una cépula C(x, y) cualquiera.

v (x, u) =inf {y : C(x, y) = u}
=inf {y : C(x, y) = u}.

La funcién v (x, u) caracteriza la cépula C(x, y), sea
arquimediana o no.

En este articulo damos la definicién de la funcién cuan-
til asociada a C(x,, ..., x,,), m = 2 y algunas de sus propie-
dades estructurales.

Después de haber expresado K(v) a partir de esta fun-
cién cuantil, damos la generalizacién del procedimiento de
estimacién dado por Genest et Rivest [4], para aproximar
K(v). Como K(v) no caracteriza forzosamente la cépula
C(xy, ..., x,,) no arquimediana, utilizamos este procedimien-
to para estimar la curva cuantil C™' (K™'(v)) de la funcién
(Kps woer X ) = W (Xpy oes X, K'(V)).

Las demostraciones se hacen para la curva mediana

C"'(K_](—;-)), ya que K'](—;—) y K7'(v) juegan papeles

similares. Siendo K~'(v) la funcién cuantil de K(v) =
P [CX,, ..., X,) SV].

Damos dos ejemplos como aplicacién numérica, uno
es arquimediano y el otro no arquimediano.

DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA FUNCION
CUANTIL ASOCIADA A C(x), ..., x,)

Sea X = (X|, ..., X,,) un vector aleatorio de funcién de
distribucién C(x,, ..., x,,), siendo C una cépula. Se designa
C'(w) = {(x}, oy x,) 1 C(xyy ey X)) = U}

Como en el caso bidimensional, se puede definir la
funcién quantil que describe la curva cuantil C'(u).



242 L. Imlahi et al.

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 1999; 93

Definicion 1. Sea C(x,, ..., x,,) una cépula, se define la
funcién cuantil asociada a C por:

!I/(xp---,xm_pv)= inf {xm 3C(X1,...,.xm)ZV} sz: C(x,,...,x,,,_l,l)ZV
1 si C(xl,.‘.,xm_l,1)< V.
C7'(u) es la curva de la funcién (x,, ..., x,,,) —

Y (X)s s Xy gy W),

La funcién vy (x,, ..., x,,_;, v) tiene las propiedades si-

. m—1°
guientes:
Propiedades:
1) v(x, .. x,,, v) es decreciente en x; (i = 1, ...,

m — 1). Es continua en x; si C es estrictamente creciente.

2) vy (x, .., x,_;, V) es creciente y continua en v.

3) wlxg, oo X, Xy e X, V) =
W Xy ooy Xiigs Xipgs ooes Xppp V)
dondg 178 (xl., ooy Xi> Xiyps -oos Xy ps V) €8 la funcién
cuantil asociada a la cépula C(x,, ..., X, |, Xi1ps -os Xpp)-

4) W (xp, ey X W (X, oy X, V),Y) =151 Ces
estrictamente creciente.

S)  lim WX, ., X, o, Xy, V) =151 C es estric-

o
Xig =V

tamente creciente.
Demostracion:

1) y 2) provienen directamente del crecimiento y de la
continuidad de C(x,, ..., x,) en x; (i = 1, ..., m).

3 v=Cxp, ooy Xy 1, X5 s X s
VO, e X b Xpgs oy X, V)

= G(X[, ooy Xy Xigps oons
W (X, e X Lo X, o

m—1?

’ xm_]’ V))
donde G es la cépula del vector (X, ..., X;_j, X\, ..., X))
4) Por definicién se tiene:

V= C(x), ooy Xpygy W (X5 ety Xppos V), W (X, ooy X0

ll/ ('x17 seey xm~27 V)7 V))

v=C, (X, e Xpgy W (Xpy ooy Xy V)

Clxps ooy Xpoy W (X5 ooy Xppps V), 1)

y puesto que C es estrictamente creciente, se tiene que:

y Xpos V), V) = 1.

V(X s Xy W (X,

C,._, es la cépula del vector (X, ...

n

’ erl)‘

5) Para fijar las ideas, se toma i, = 1. Si
Clxy, ooy X 1) < v se tiene por definicién:

m-1°
V(X o X, V) = 1L

Si C(xy, ..., x,,;, 1) 2 v y por consiguiente x; = v, se
tendra:

Xt Z W (X, oty Xy V)

Xpo Z W (X, ooy Xpp3s V)

X3 2 W (X}, Xy, V)
Xy 2 Y (x;, v)

ahora bien, lim 1y (x,, v) = 1, asi pues x, tiende a 1
XV

cuando x, tiende a vy v = C(x,, x,, W(x,, X,, v)) tiende a
Clv, 1, liin v (x,, X5, v)), lo que implica que
X =V

lim y (x,, x,, v) = 1, ya que C es estrictamente creciente,
X =V

y por consiguiente x; tiende a 1. Sucesivamente se de-
muestra que X, ..., X,,; tienden a 1 cuando x, tiende a v.
As{ pues:

= li
v=Cly, 1, ..., 1, XIIEJV Y (Xyy ooy Xpyps V) =

xlllffv W (Xfs cees Xy o V) = 1.

Proposicién 1. Sea C(x,, ..., x,,) una cépula absoluta-
mente continua de densidad estrictamente positiva y K,,(v)
= P [C(X,, ..., X,,) < V], entonces:

Kn(v) = Km—l(v) +

V’(Xl seeer X ,V)

J-vldxl J‘;(XI‘V)dxz‘..J‘;(XI xn,_z,v)dxm_JO c(xl,...,xm )dxm

y la densidad es

k,(v)= J:dx, I;(xl’v)dxz...r )c(xl,..‘,xm_, ,l//(xl,...,xm_l,v)) X

V(X Xz ¥

d
XEW(XI eeer X1V )Xy

Demostracién. Designamos por C(x,, ..., x;) la cépula
del vector (X,, ..., X)), c(x,, ..., x;) su densidad y
y(x,, ..., x;_, v) su funcién cuantil, i = 2, ..., m.

K,(v) = P [C(X,, ..., X,) < V]

=P[CX,, .. X,) SV, CX,y oon X, ) S V] +

+ P [CX,y o X,) SV, CX,y oon X

m—1

) =2 v].

Y puesto que C(x,, ...
<v, se tiene:

, X,,.1) < v implica C(x,, ..., x,,)
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K, () =K, () + P [CX,, ... X,) SV, C(X,, ..., X,,_) 2 V]
ahora bien,
PCX,, oy X,) S, CXyy vy X)) 2 V] =
o H(spomntyon] (3 X )P[C(Hrns Xy X ) SV Ky = i = L= 1] =
= Pt o (10 )J':’("' ) oty Y1l
Y
1[C(X1 . )Zv](x] , 'f"x""l ) = l[v’l](x1 ) X I[W(xhv),]](xz ) X

XI[W(Xn,xz;v),l](%)

Xl[ W (x1,0.%5, 1]( )

Xl[u/(xl ,----xm—z,v),I](xm—-l )
Por tanto:
K,(v)=K, (v)+
J-ldx] j ! . J-w(xl,...,xm_l,v)c(x] o

v l//(xl,..‘,xm_z,v) 0

* Célculo de la densidad k,,(v).

d ¢!
km (v) = km_, (V) + Ejvgl (xl ,v)dxl .

donde

1 | ul(x R ,v)
81 (x] ,v) = JW(XI,V)dxz mjll/(x,‘....X,,,.z,V)dxm_l J; ! 1 c(xx R )‘b‘m
y

d ! 1d
Ej.vgl(xl’v)dxl =“gl(V’V)+JV:l;gl(xl’v)dxl'
Ahora bien,

g(v, v) =0, ya que y(v, v) = 1,

Asi pues
d ! 1d
‘d;jvgl (x1,v)xy =J'V$81 (1, v)dx;.
Ponemos:
82 (xz,V) = J.Vl/(xl ,xzm)dx}mj.'l]’(xl .x,,.Az‘v)dxm_] J-(;ll(x' w”x,"_l,‘))c(x] e Xm )dxm
se tiene

1

81(7‘1"’)=j

V’Xl

(xz"’)dxz

Por consiguiente:

(l//(x1 V), v)

X2,V )dxz

d d
:l‘;gl (XM’)= —EW(XI’V)'gZ

1 d
oyt
También se tiene:
2 (ty(xl ,v),v) =0 ya que l/l(xI W(x ,v),v) =1

y por tanto:

—J 81\ X,V dx] dej )%gz(xz’ )dxz

Se continda asi hasta el orden m — 3, es decir:
d ¢l
e X, v)dx, =
v ngl( 1 ) 1
1 1 1 d ¢l
=|dx dx,... dx,,_, — dx,,_| X
J-V ljw(xl'v) 2 J'/I(x “"’Xm—3’v) m-2 dv J-w(‘xl'“"xm*z'v) !

1

y/(xl,...,x _,,v)
XJO " c(xl,...,xm)dxm.

y

d ql Xy Xppio¥)

CT Y TS P L TR
d Xpeeer X2 W (X e X2, V) Y

=_EW( .... x,,,_z,v)~'l.:,( i ’ ) )C(xl """ lI/(‘xl """ Xm—z"’)’xm)‘b‘m

! d

+le//(x, ..... x,,,_z,v)c(x,,‘..,x,,,_,,l//(xl,...,xm_,,v)):i;y/(x, ,,,,, Xy V)X
d

=——‘El{l(x| ..... X2 v)c(xl ..... XWX Xy v))+

!

J;/(Xl o V)c(xl ..... Xy W (X5 x,,,_,,v)):i—w(x, ..... Xy V)X, )

Conclusién:

km (V) =k -1 (V) -
I:dx, I;(x,,v) dxz...J:’(xw‘xm 3‘v)c()c],...,,\:,,,_2, l//(xl ,...,xm_Z,v))x

d
X— l//(xl yeres X2 v)dxm_2

dv
1 1 1
d
x:i;y/(x, yeees Xy ,v)abcm_, .

Y por recurrencia, se demuestra que:

ki (v)= Jvldx, J-vl/(x. ‘V)dxz '"Jyl/(.x, "“‘X"H‘V)c(xl ooy

d
X :1'; lI/(xl seees X2 v)dxnl~2

xm—Z’W(Xl!“"xm—Z’ V))X

asi,
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k"l (v) =

Iv]dxl I;(X‘,v)dxz...jl c(xl yeoes Xy W (X Xy ,v)) X

W(Xl ,...,x,,,_z.v)

d
xEly(xl yeeer Xy ’v)dxm—l'

Podemos ahora enunciar la generalizacién del procedi-
miento de estimacién dada por Genest et Rivest (1993), a
una cépula C(x,, ..., x,,).

Sea X', X%, ..., X" una muestra de tamafio n procedente
de C, donde X’ =(X{,X{,..X})
Denotamos por:
X <xtox/<xti=1,.,m
1 six/<x
0 sino

I.=

y

n

ij
n- 1/¢1

1
Kn (V) = ;EI[KSV]

Proposicién 2. Sea C(x,, ..., x,,) una cépula. Bajo cier-
tas condiciones de regularidad (ver [8]) tenemos:

a) PV, <v] > K(v) donde K(v) = P[C(X,, ..., X,)) S V].

Vark, = ( (v)(anv))] [ ){k(v (R(") ZZ(I‘K(V))"'_K(V))}] +e(l}

V4 R(v)= E(c(min(X‘ X2))c(xi)=v, i= 1,2)

k 5 )j (mmx x ))h(x,l ..... x,l,,_,,v)xh(xlz,. Xy )dx dx?,
h(xl,...,xm_,,v)—c(x,,..‘, m_,,y/( Xpseens xm_,,v))x

%V’(Xl,...,xm_h‘,)xl[
Y min (Xl , X2 ) = (min(Xll ) X12 ),...,min(X'ln’Xi ))

C) (Kn(v) K(V))
,\/—6-; n—

c,=VarK, -—9(—1—).
n

9‘[(0 1) donde

p
d) «/;(K,,(V)-K(V))—W en el caso unidimensional.

Demostracion:

a) Para simplificar la escritura se considera un vector
aleatorio (X, Y) y se tiene:
1 n
Vi=——3 I
n= 1 J#i
Las variables aleatorias V,, i =1, ...,
distribucién y son dependientes.

n siguen la misma

Vamos a demostrar que V, converge en ley hacia C(X, Y)
cuando r tiende hacia el infinito. Para ello, se considera la
funcién caracterfstica ¢,(¢) de V.

. n
o,(t)= E(e”vl )= E[exph%zm) y si se pone:
j=2

.t n
M,(f)= Elrexp;i__—l-ZIU (X, 5) = (%13 )]
j=2

entonces @,(t) = E(M,(®)).

« Célculo de M,(f)

M,(t)= E[exp 211, XY, xl,y,)]
[E(exp 3 Ly /(XY ) = (x, 0 ))T—l

ya que, para (x;, y,) fijo, las variables aleatorias I;;, j = 2,
., n son independientes y siguen la misma distribucién de
Bernoulli de pardmetro P,, = C(x,, y,); asi pues

n—1

it
M(1)= (P, +(exp;lltl— - 1) + 1) y utilizando el desarrollo

limitado hasta el orden dos de log(l + x) y €, se obtiene:

2

1
M, (t)=[ 2(n— )P1+(1 A, )jlexp ith, +9( 1)

Y entonces: M,(t) — exp itF,, para casi todo (x;, y,).
n—oeo

Ademas,

[M,(®] < 1, Vn. Por tanto, el teorema de la convergen-
cia dominada asegura la convergencia de

0,(1)= E(M, (t))n:)m E(exp itR, )= E(exp (C(X.Y)ir)),
es decir:

L
Vv, > C(X,Y).

n—oo

Por consiguiente: P [V, <v] —» P[CX Y) Sv] =
n—yoco
K(v).
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b) Utilizando las funciones caracteristicas de (V;, V,)
y de V), asf como la férmula de inversién, se demuestra,
después de un célculo muy largo, que:

VarKn:[K(v)(l—K(V))] [k(V){k(V)(R -2(1-K(v))- (v))}] +9(1)

n

Entonces:

P[K,(v)- K(v)|> ] <
giz((Var K,)+(P[i < v])—(K(v)2 ))j 0

La expresiéon de R(v) se basa sobre la distribucién de
(X;, ..., X,,_;) condicionada por C(X,, ..., X,,) = v.

c) (ver, P. BARBE [8]).

d) En el caso unidimensional var (K,) = 0

var(Kn(v))=(P[VlnS V]J+("‘1)x

n

(P[Vi <.V, <v])—(F[v; <),

Ay Sv]=([(n—1)v]+lj ,

n

(HT_I)P[V]SV,VZSV]=[([(’1 1]+ 1~ l)v]J

n®
de donde

P[l\/— (K,(v)-K()) >£] {var (K, (v))+ (P[V, Sv]—v)z} -0

n—oo

MEDIANA MULTIDIMENSIONAL

Varias definiciones de la mediana de una muestra de
IR’ han sido revisadas por Small (1990) [6]; tales como la
L,-mediana, Oja-simplex mediana, la semi-espacio media-
na, la simplicial-depth mediana y la mediana de la ley
direccional, etc...

Todas estas diferentes definiciones generalizan la defi-
nicién usual de la mediana unidimensional.

Damos una definicién de la curva mediana multidi-
mensional basada sobre aquella de la semi-espacio media-
na dada por ([6] p. 270).

Definicion 2. La semi-espacio mediana de los puntos
X,, ..., X,, € IR’ es el conjunto de los puntos i € IR’ que
maximiza D(u), donde

H3u|:n ZI[X eH]jI

el inf se toma sobre todos los semi-espacios coteniendo L.

En el caso unidimensional

H:>,u|:n ZI[X GH]j|
—mm{ 21[_06#] 21[#00[ X }

ya que U4 € H implica [U, o [c H 8] —oo, ] < H, por

consiguiente:

1 n
e DASCIT) SRR 00

y puesto que H = [—eo, u]l, H, = [l4, [ son dos semi-
espacios conteniendo U, se tiene:

R 1
= mln{; ;1[_‘”*”] (X’ ),';l‘ Zl l[u‘m[ (Xl )}.

La mediana de una v.a. X, segtn la definicién 2, es el
conjunto de puntos f que maximizan:

inf P[X € H]= min{F (1= F(u)}

Hou

el inf se toma sobre todos los semi-espacios conteniendo

y. Cuando F es continua, [ es solucién de F(u) = _21.

En el caso de las cépulas multidimensionales
C(xy, ..., x,), definimos la mediana de C de la misma
manera, camblando u por C' (v), v e [0, 1], donde

C' W ={&xp, - x,) 1 Clxy, ooy X)) =V}

Definicion 3. La curva mediana de una cépula C(x;, ..., x,)
es el conjunto de los puntos (x, ..., X,) maximizando

D(v)= Dig:fl(v){P[X e HJ}v=C(x;,....x,)

el inf se toma sobre todos los semi-espacios conteniendo
c' ).

Observacién. Si C' (v) < H con H un semi-espacio,
se tiene:

Kv) <P[Xe Hlobien 1 - K(v) SP [X € H]

asi pues:
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min {K(v), 1 - K(v)} < D()
ademds H, = {(x;, ..., x,) <C'W}yH, = {Gys ooy x) 2

C'(v)} son dos semi-espacios conteniendo C™'(v), por con-
siguiente:

D(v) = min {K(v), 1 - K(v)}

Proposicién 3. La curva mediana de C es:

{(xl’“’xp—l’W(xl,n-sx,,_],K_l(%))), si C(xl,...,xp_],l)z K_l(-;-)}u
{(xl,...,xp_l,l), si C(xl,...,xp,l,l) < K"(%)}

Esta es exactamente la curva de la funcién
a1
(xl,...,xp_l)—)!//(xl,...,xp_l,K (ED

Demostracion. Teniendo en cuenta la observacion pre-
cedente, el maxD(v) es alcanzado para v solucién de
v

K(v)= EyC (%)= C“(K“G)).

MEDIANA DE UNA MUESTRA DE UNA COPULA C

Sin pérdida de generalidad, consideramos una cdpula
Cix, y).

Sea (X,, ¥)), ..., (X,, ¥,) una muestra aleatoria proce-
dente de C(x, y) y V CX, Y), i =1, .., n la muestra
aleatoria de V = C(X, Y)

Observemos primero que:

D(v) = min {K(), 1 = K(V)} = Il{r;f P[V € H] donde V
= CX V).

La mediana de V|, ..., V,, segin la definicién 2 es tam-
bién el conjunto de puntos v € [0, 1] que maximizan:

inf — ZIV H]—mm{ 21[0 v 21[”] V. }(*)

Hovin“

el inf se toma sobre todos los semi-espacios conteniendo v.
Sea v maximizando la cantidad (*).

Definicién 4. Se llama mediana de (X|, Y)), ..., (X,, ¥,)
el conjunto
M = {(Xia }]1) : {} = C(Xi7 YI)}

En el caso donde C es desconocida 'y (X,, Y)), ..., (X, Y,)
una muestra de C, se considera la seudo-muestra

2 [x<x.%,<

y el estlmador K, (v) de K (v) = P [C(X, Y) < V] donde
K, ) = —21[v<v]

Sea K, ]G—) = inf{v :K,(v)2 —;—}, entonces el conjunto

1771

diana de la muestra (X;, Y)), ..., (X, Y,).

M= {(X Y):V,=K, 1(;)} es un estimador de la me-

Proposicién 4:

a) K (%) y T,,‘l(—;-) son dos estimadores consisten-
tes de K“l(l).
2

b)
ALY 1) 7 _1s
K, (2) T, (2)—90 dondeTn(v)—n;l[c(xhxi)g].

P
) «/;{K,,— l(l)—K _1(%)}90 en el caso unidimen-

2
sional.
Demostracién. Observemos primero que:
1 1
K'l=|>ve=>K,(v
AR AD

Y K;‘G)w@ <K, (v).

Se tiene:

) (3
(3 (3o (2w (3)<-o]-

- P[K,,“(%) > K'I(%)+£]+ P[K,f‘(%) < K“'(%)—e} <

Ay fes (3] Jo o (e (5]
el G Al (e )
ol n{ {5103 ) (4)-e] | 20

Jn(K,(v)—K(v)) es asintéticamente normal
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b) De la misma manera se demuestra que
P
&'(3)-w(z)0
2 2

MEDIANA DE UNA FUNCION DE DISTRIBUCION

Sea (X, Y) un vector aleatorio de funcién de distribu-
cién H(x, y), de distribuciones marginales F' y G respecti-
vamente.

Como para las cépulas, definimos la funcién cuantil
asociada a H por:

Definicion 5. La funcién cuantil asociada a H es:

_ Jinf{y: H(x,y)2v}six2 F7'(v)
Va(xv)= {G_‘ ), six< F'(v)

donde G (1) es la cota esencial superior de Y.

La cota esencial inferior de Yes sup {y : G (y) =0} =
G (0).

Propiedades:
1) wyy (x, v) es decreciente en x, creciente en v.
2) xl_lﬂc vy (xv)=G7'(v).
3) Si G (G (0)) < v, entonces, vy (x, v) > G (0).
4) Siv <G (G (0)), entonces:

Wy (5, v) = G (0) & x, = inf {x : H (x, G (0)) = v}]
Demostracién:

13) Observemos que se verifica siempre: y (x, v) 2
G (0).

Por tanto: y, (x, vV =G ' (0) & v<H (x, G (0)) <
G(G™ (0)) < v, contradiccién.

4) Por definicién de y,, (x, v) se tiene: Wy, (x,, v) >
G'(0) & H (x, G (0) <v & x, < inf {x: H (x, G
L) 2 v).

Utilizando la funcién y, (x, v), podemos definir la
mediana de la ley H de la misma manera que aquélla de-
finida para las cépulas.

La mediana de H es una curva que divide el espacio en

dos semi-espacios de probabilidad superior o igual a %

Proposicion 5. Sea (X, Y) un vector aleatorio de fun-
cién de distribucién H (x, y), de distribuciones marginales
Fy G de X e Y, respectivamente.

La mediana de H es:
a)

(emfer @)
o (i)

donde K (v) =P [H (X, Y) <v].

b) Si F y G son continuas, entonces
H(x, y) = C(F(x), G(y)) y en este caso, la mediana de H
es la imagen reciproca de la mediana de la cépula C por
la transformacién T(x, y) = (F(x), G(¥)).

Demostracion:

a) Designamos pos ¢ la curva

(el (=
e (i3]}

se tiene :(X,Y)<{ & H(X,Y)< K‘l(—;—), esto es por defi-

nicién de WH(X’K_](%))’ por consiguiente:

P[(x.Y)<(]= P[H(X, Y)<K™ (%ﬂ < %

es decir, P[(X,Y)Z{]Z-;—.
Por otra parte,
{(X,Y)>C,H(X,Y)>K“l(%)}u

[(X’Y)>C]= {

(X,¥)> ¢, H(X.Y )=K_l(';‘)}

l

o {(X’Y)>C,H(X,Y)>K“(_)
[H(X,Y)>K (%)]z {(X,Y)EC,H(X’Y)>K—1(;)

Para tener



248 L. Imlahi et al.

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 1999; 93

N | =

P[(x.Y)>{]< P[H(X, Y)>K™ (%)J <

es suficiente demostrar que

P{(X, Y)>¢, H(X,Y)=K"" (%)} =0

Ahora bien,

P{(X’ Y)>{ H(X,Y)= K“G)} -

EHY >y (x, K GD H(x,Y)= K" (%)/ X= xD -
E(P{V/H(x, K“’(%D <Y<y, = sup{y tH(x,y)= K"(%)}/ X= xD
y P[V/H(x,K"‘(%D <Y<y, /X= x:| =

P[x—e <X< x,l//H(x,K”'(%)) <Y< yo]
lim

£-0 F(x)—F(x—E)

=0

ya que:

P[x—£<XSx,y/H(x,K“(%D<Y<y0}s

(o - 53|
(B

Aplicacién numérica. Dos ejemplos de aproximacién
de la curva mediana son tratados (ver grificas).

Ejemplo 1:
Un caso no arquimediano
Sea (X, Y) un vector aleatorio de densidad

siy>x20

flxy)= {e-y

0 sino

Su funcién de distribucién es:

l—-e*—xe” siy2x20

- —ye™ si0<y<x

H(x,y)={

La cépula asociada a H(x, y) es:

u+ (log(1— u))e_Gnl(v) sivzu+(1—u)log(l—u)

C(u,v)=
Y si no
La distribucién marginal de X es: F(x) = 1 — e™.
La distribucién marginal de Y es: G(y) =1 — e — ye™.

Ejemplo 2:

Un caso arquimediano C(x, y) = (x' +y' - 1), 0 <
x, y <1

Para la aproximacién de la mediana de estos dos ejem-
plos, utilizamos el algoritmo siguiente:

1) Generar u,, v; independientes e uniformes sobre [0, 1]
1 . 0
2) y;=H;'(v;)=inf{v:—C(u;,v)2v,
ou
3) (u,y) (i=1, .., n), es una muestra de C.

Primer método:

4) Calcular la mediana de z; = C(u;, y;). Sea M esta
mediana.

5) Elegir (u;, y,) tal que |z; — M| < € (€ es un error) y
representar los puntos elegidos.

Segundo método que utiliza K, (v) de Genest y Rivest.

8) Calcular K;' (—;—

T _K;l(%)

) y representar los puntos (u;, y,)

tales que : <€ (& un error).
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Ejemplo 1. Aproximacién de la mediana de C(u, v) Ejemplo 2. Aproximacién de la mediana de la
asociada a H(x, y) para una muestra de tamafio 2000 y un cépula arquimediana, C(u, v), de pardmetro 1 para una
error = 0.005. muestra de tamafio 1500 y un error = 0.005.

i ¢ imer mé
Primer método Primer método

1 1
. 3
. L]
0.8 0.8} ,
L]
‘e
0.6f, 0.6 *a
'o.. a
0.4 : * .. 0.4 . * 9,
. See o y . e - L [ ]
0.2 0.2

0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7

Segundo método

1
.. 1
0.8
‘e, 0.8
0.6}, .
0.4 ¢ . .. 0.5.
. e o a ‘-.'
0.4 .
0.2 Yot e, ae
0.2
0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

La curva mediana y las dos aproximaciones sobre

la misma gréfica. La curva mediana y las dos aproximaciones sobre

la misma grafica.

Psi(u,t)
PsiU(x,a)
1

1
0.8 o8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

u
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