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SUMMARY 

The objective of this work is to approach the quantile 
curves of a random vector (Xj, ..., X^), by making a con
venient selection among the elements of the sample of this 
vector. This approach is based on K^Jiy) of Genest and 
Rivest (1993). 

RESUMEN 

El objetivo de este trabajo es aproximar las curvas 
cuantiles de un vector aleatorio (Zj, ..., X^), haciendo una 
selección conveniente entre los elementos de la muestra de 
este vector. Esta aproximación está basada sobre KJy) de 
Genest y Rivest (1993). 

INTRODUCCIÓN 

Sean X t Y dos variables aleatorias de funciones de 
distribución marginales F{x) y G{y) respectivamente, y de 
función de distribución conjunta H{x, y). 

Podemos siempre escribir H{x, y) = C{F{x), G{y)) siem
pre que F{x) y Giy) sean continuas. Alternativamente, se 
tiene que: C{u, v) = H{F~\ü), G"'(v)), O < w, v < 1, donde 
F'\u) = inf {x : F{x) > u) y G'^v) = inf {y : G{y) > v}. 

La función C(u, v), llamada frecuentemente cópula, es 
entonces una función de distribución de un vector aleatorio 
cuyas marginales son uniformes sobre [O, 1]. 

Sea (X, Y) un vector aleatorio de función de distribu
ción la cópula C(x, y) y sea K(v) = P[C{X, Y) < v]. 

Si C(x, y) es arquimediana de expresión: C(x, y) = 
(jf^ [(^x) + 0Cy)], donde 0 es una función convexa decre
ciente sobre [O, 1] con 0(1) = O ([3]), entonces ^(v) = 
V - 0(v)/0^ (v), ([4]). En este caso, ^(v) caracteriza la có
pula C(x, y). 

En [1], hemos definido la función cuantil y/(x, u) aso
ciada a una cópula C{x, y) cualquiera. 

\¡/ {x, u) = inf {y : C{x, y) > u} 

= inf {y : C(x, y) •= u). 

La función \f/ {x, u) caracteriza la cópula C{x, y), sea 
arquimediana o no. 

En este artículo damos la definición de la función cuan
til asociada a C{x^, ..., x^, m > 2 y algunas de sus propie
dades estructurales. 

Después de haber expresado ^(v) a partir de esta fun
ción cuantil, damos la generalización del procedimiento de 
estimación dado por Genest et Rivest [4], para aproximar 
^(v). Como ^(v) no caracteriza forzosamente la cópula 
C(x,,..., jc,„) no arquimediana, utilizamos este procedimien
to para estimar la curva cuantil C^ {K~^{v)) de la función 
(xi, ..., x,„_i) -^ VA(x„ ..., x,„_„ ^-^(v)). 

Las demostraciones se hacen para la curva mediana 

-̂ -1 K ' — , ya que / í M — y f̂iT ̂ (v) juegan papeles 

similares. Siendo ^ "̂̂ (v) la función cuantil de K{v) = 
P [ C ( X „ . . . , Z J <v]. 

Damos dos ejemplos como aplicación numérica, uno 
es arquimediano y el otro no arquimediano. 

DEFINICIÓN Y PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN 
CUANTIL ASOCIADA A C(xj, ., xj 

Sea X = (X,, ..., X,„) un vector aleatorio de función de 
distribución C{x^, ..., x,J, siendo C una cópula. Se designa 
C~\u) = {(x,, ..., xJ : C(x,, ..., xJ = u}. 

Como en el caso bidimensional, se puede definir la 
función quantil que describe la curva cuantil C"'(w). 
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Defínición 1. Sea C(x^, ..., x^) una cópula, se define la 
función cuantil asociada a C por: 

V^(^h-'^m-i'v) = 
^Jinf [x^:C{x^,...,x^)>v] si C{x^,...,x^_i,í)>v 

siC{x^,...,x^_i,l)<v. 

C \u) es la curva de la función (x^, ..., x^__^) —> 

La función y/(x^, ..., x^_^, v) tiene las propiedades si
guientes: 

Propiedades: 

1) y/ (xj, ..., x̂ __j, v) es decreciente en x- (i = 1, ..., 
m - 1). Es continua en x^ si C es estrictamente creciente. 

2) yr (xp ..., x^_j, v) es creciente y continua en v. 

3) y/ (xi, ..., x,._i, 1, x.^i, ..., x,„_i, v) = 
VA(xi, ..., x,._i, x̂ .̂ i, ..., x^_„ v) 
donde i//'(xj, ..., x-_i, x¿ î, ..., x^_i, v) es la función 
cuantil asociada a la cópula C(X|, ..., x-_i, Xy+i, ..., x^). 

4) Y (xj, ..., x^_2, V̂  (xj, ..., x^_2' "̂ )'"̂ ) = 1 si C es 
estrictamente creciente. 

5) lim yf{xi, ..., Xi , ..., x^_j, v) = 1 si C es estric-

tamente creciente. 

Demostradón: 

1) y 2) provienen directamente del crecimiento y de la 
continuidad de C(xi, ..., x^) en x, (/ = 1, ..., m). 

3) V = C(xi, ..., x,_„ 1, x.^i, ..., x,„_i, 
l/A(Xi, . . . , X._i, 1, X.^,, . . . , X^_i , V)) 

= G ( X j , . . . , x^_¡, x^-^j, . . . , x,„_,, 

V/̂ (Xi, ..., x.__,, 1, x̂ .̂ i, ..., x^_,, v)) 

donde G es la cópula del vector (Xj, ..., X,_,, X^ ĵ, ..., X,„). 

4) Por definición se tiene: 

V = C ( X „ . . . , X,„_2. W ( ^ 1 ' — -^m-l' ^ ) ' W (-^1' — ^m-2' 
VA(X,, . . . , X,„_2, V), V)) 

^ = C'm-l ( ^ P — -^m-2' Wi^l^ - . -^m-2' v ) ) 

= C ( X i , . . . , X,„_2, VA(Xi, . . . , X,,^_2, V), 1) 

y puesto que C es estrictamente creciente, se tiene que: 

yr (x,, ..., x,„_2, y/ (xj, ..., x,„_2, v), v) = 1. 

C,„„j es la cópula del vector (Z,, ..., X,„_j). 

5) Para fijar las ideas, se toma /Q = 1. Si 
C(xj, ..., x,„_i, 1) < V se tiene por definición: 

VA(x„ ..., x^_,, v) = 1. 

Si C(xj, ..., x^_j, 1) > V y por consiguiente Xj > v, se 
tendrá: 

^m-l ^ V ^ ( ^ l ' — ^m-2' ^ ) 

x^> y/ ( x j , X2, v) 

X2> yf (Xj, V) 

ahora bien, ^^^ V̂  (-̂ u v) = 1, así pues X2 tiende a 1 

cuando Xj tiende a v y v = C{x^, x^, yK^i^ ^2' ^)) tiende a 
C(v, 1, /¿^ w (xj, X2, v)), lo que implica que 

lim y/(x., X2, v) = 1, ya que C es estrictamente creciente, 

y por consiguiente X3 tiende a 1. Sucesivamente se de
muestra que X2, ..., x^_i tienden a 1 cuando Xj tiende a v. 
Así pues: 

V = C(V, 1, ..., 1, lim^ V (̂Xi, ..., X,„_i, V)) :ẑ  

/¿m yA(xj, ..., x,„_i, v) = 1. 

Proposición 1. Sea C(xi, ..., x^) una cópula absoluta
mente continua de densidad estrictamente positiva y ^^ (̂v) 
= P [C(Z,, ..., XJ <v], entonces: 

KJv) = K^_,{v) + 

y la densidad es 

Kn{^)=\dxA dx^.A c(xi,...,x„,_i,v^(;ci,...,x,„_i,v))x 

Demostración. Designamos por C(xj, ..., x,) la cópula 
del vector (Xj, ..., X-), c(xj, ..., x̂ ) su densidad y 
\|/(X}, ..., Xy_j, v) su función cuantil, / = 2, ..., m. 

i ^ » = P [ C ( X „ . . . , X J <v] 

= P [C(X„ ..., X J < V, C(X„ ..., X,„_,) < V] + 

+ P [C(X„ ..., X J <v, C(X„ ..., X,„_,) > V]. 

Y puesto que C(x,, ..., x,„_i) < v implica C(x,, ..., x J 
< V, se tiene: 
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^ » = ^.-i(v) + P [C(X,, ..., XJ <v, C(X,, ..., Z,_,) > V] 

ahora bien, 

P [ C ( X j , . . . , XJ < V, C ( Z „ . . . , X^_0 > V] = 

= ¡\ci^, ^^^_^)^^j(xi,...,X,„_04<^(^l'"-'^m-l'^m)^v/X,=X,,/ = l , . . . ,m- l ] = 

\c{x,,...,x,„_,)>v]i''^^'''^''^^^^ 

Xli 
[v/(xi,x2;v),l] ( -3) 

Xlr 
\y/(xi,X2,x^,vp 

X l , 
V/(XI,...,J:,„_2,V),1 

v l l l ( - ^ 4 ) -

l(-^m-l)-

Por tanto: 

Jv J\i/{x,,...,x,„_o,v] Jo 

V/'(xi,...,x„,_i,v) 

V^(J:I,...,^,„_2,V) 

Cálculo de la densidad A:̂ (v). 

c(xi,...,x^)¿¿x^. 

donde 

Jy/-xi,v Jyf{x,,...,x,„_2,v) Jí 

ç\)f{xi,...,x,„_i,v) 

JO 
c(xj,...,x^)dx^ 

g\{^u^) = -—¥{xuv)-g2{il/{x^,v),v) 
dv 

^L,v)i;^2(^-^)^2 

También se tiene: 

82 [vi^í ' ̂ )' v) = O ya que v/̂ (xj, y/{x^, v), v) = 1 

y por tanto: 

— í gi{xi,v)dx^ = í -̂̂ 1J / .-r^2{^2^^)àx2 
dv^v Jv Jwi^uvdv 

Se continúa así hasta el orden m - 3, es decir: 

l^8\[x\,v)dx^ = 

= J dxA dX2...\ Jx^-2—\ f ^^m-lX 

j.V^(xi,...,^^_i,v) 

^ L ^ ^^ ,^c(^ l ' - ' -^m- l 'V^(-^ l ' - ' ^m-2 '^ ) )^m-l jQ ''"'"" c(xi,.. . ,X,„)ù:„, 

-^V^(X.,...,X,„_2,V)-JJ •"^(^i x„_2^x¡f{x^ J:,„-2.V).V) 
C(X,,...,V/'(XJ,...,X,„_2,V),X„,)¿¿J:„, 

+J v/'(^,,...,x,„_2.v)c(x,,...,x„,_i,v^(xi,...,x^_,,v))-^r(j:i,...,x,,,_i,v)¿¿í:, 

Jv 
V/^(x„...,X,„_2,v)c(xi,...,X,„_2,V^(xi,...,X„,_2,v))4 

—J^ 8\ (^1. v)í/xi = -gj (v, v) + Ĵ  —gj (xj, v)dx^. 

Ahora bien, 

gj(v, v) = O, ya que \|/(v, v) = 1, 

Así pues 

Ponemos: 

¥(xx,-,x,„^i,v) 

se tiene 

^'(^"')"L„v)^2(^2,v)^2-

Por consiguiente: 

Conclusión: 

\dxA dx2...\ c(x|,...,x^_2,V^(xi,...,x^_2,v))> 

+ í ¿¿xj J ¿¿^2.J C(X,,...,X^_I,VA(XI,-X^_,,V))X 
Jv Ji/A(jr,,v) Jv^(jc,,...,jc,„_2,v) ^ ' 

Y por recurrencia, se demuestra que: 

Kn-\{^) = \dxA dx2..] C(A: , , . . . ,X,„_2,V^(XI, . . . ,X,„_2,V))> 
Jv Jt/A(x,,v) Jv (̂.v .A-„,_3,v) ^ '^ 

asi, 
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í dxA dx2-A c(^i,...,x^_„i^(xi,...,x^_i,v))x 

x-^¥{xu'-.x^_^,v)dx^_^. 

Podemos ahora enunciar la generalización del procedi
miento de estimación dada por Genest et Rivest (1993), a 
una cópula C(x^, ..., x^). 

Sea X\X^, ..., X" una muestra de tamaño n procedente 

de C donde X^ =(x{,X¡,...,XÍ). 

Denotamos por: 

X^<X^<^X/<Xf , / = l,...,m 

1 siX^'<X' 

^^ [O sino 

1 " 

'* 1 = 1 

Proposicióii 2. Sea C(xi, ..., x^) una cópula. Bajo cier
tas condiciones de regularidad (ver [8]) tenemos: 

a) P[V. <v]-^ K{v) donde ^(v) = P[C(X^,..., XJ < v]. 

Demostración: 

a) Para simplificar la escritura se considera un vector 
aleatorio (X, Y) y se tiene: 

1 " 

v.=J-yi., 

Las variables aleatorias V,, / = 1, ..., n siguen la misma 
distribución y son dependientes. 

Vamos a demostrar que V^ converge en ley hacia C{X, Y) 
cuando n tiende hacia el infinito. Para ello, se considera la 
función característica (p^{t) de V^. 

cp,{t) = E(e'''^) = E\exp^Y^I, y SI se pone: 

M|(í) = £ exp-^f^hil{X,J,) = {x,,y,) 
^ ^ j=2 

entonces <p,(í) = E(M^(t)). 

• Cálculo de M,(0 

Mi(í) = £ exp^f^I,j/{X„Y,) = {x,,y,) 
^ 7=2 

exp-^I^2^{X\^y\) = {^\^y\) 

J 

-\n-\ 

b) Í:„(V)^Í:(V) 

' ^ { v x i - ^ Uv)|i(v)(fi(v)-2v(l-í:(v))--'^'"')}l 

*<:) 

û  + /?(y) = E[ámin[x}, X^ ))/ c ( x ' ) = y, i = ], 2j 

Jc(m^Jc^Jc2))^(Jc,^...,x;„_,,v)x/^(x,^...,x^,_,,v)£k'£¿c^ 
/Z(X,, . . . ,X,„_, ,V) = C(JC,,.. . ,X,„_,,VA(;CI,.. . ,X^_I,V))X 

" V S r , r... ,fe.. 

Y rmn(x\X^) = [min(x\,X^\...,min(xl,Xl)^. 

e) ( ^ > H M i , ^(0,1) donde 

cr =Vflr/(:„-6> 

d) 4^{K„{v)-K{v))-^Q en el caso unidimensional. 

ya que, para (Xj, y )̂ fijo, las variables aleatorias /j^, j = 2, 
..., n son independientes y siguen la misma distribución de 
Bernoulli de parámetro P^^ = C{x^, y^)\ así pues 

M1 (í) = U'n- ^^P 7 - 1 + 1 y utilizando el desarrollo 

limitado hasta el orden dos de log(l + x) y é^, se obtiene: 

n-\ 

MM-- '-ïôbô'i**'-''*) exp/íPi++0 
1 

n~l 

Y entonces: M^{t) -^ exp itP^^ para casi todo (xj, y^). 
n->oo 

Además, 

|Mi(OI ^ 1, Vn. Por tanto, el teorema de la convergen
cia dominada asegura la convergencia de 

(Pi (í) = £ ( M , (Í)) -^ E{exp itP^^ ) = J^íexp (C(Z, F)ÎÏ)), 

es decir: 

Vi ^^C{XJ). 

Por consiguiente: P [V. < v] -> F [C(Z, F) < v] = 

K{v). 
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b) Utilizando las funciones características de (Vj, V2) 
y de Vj, así como la fórmula de inversión, se demuestra, 
después de un cálculo muy largo, que: 

Vari .=ÍMlz£M)L ¡k(v){k{vp{vy2v{\-K(v))-K(v))} 
+ 8\j-

Entonces: 

p[\K„{v)-KivPe]< 

j^({VarK„)^P[V,<v])-(K{vf))-^^0 

La expresión de R(v) se basa sobre la distribución de 
(X,, ..., X^_i) condicionada por C(Zj, ..., X,J = v. 

c) (ver, P. BARBE [8]). 

d) En el caso unidimensional var (K^) = 0. 

vari {Kn{v)) = 
P\Vi<v\ n-V 

+ \ IX 

{p[V,<v,V^<v])-{p[V,<v])\ 

r T (Un-l)v] + l^ 
P[V^ <v] = ^^ ^-^ 

n-l 

de donde 

P[V^ <v,y2^v] = 
([(n-l)v] + l)[(n-l)v] 

PI\4^{K^{V)-K{V))\>e]<^[var {K^{V))^P[V, < v]-v)'}^^^^0 

MEDIANA MULTIDIMENSIONAL 

Varias definiciones de la mediana de una muestra de 
IR^ han sido revisadas por Small (1990) [6]; tales como la 
L,-mediana, Oja-simplex mediana, la semi-espacio media
na, la simplicial-depth mediana y la mediana de la ley 
direccional, etc.. 

Todas estas diferentes definiciones generalizan la defi
nición usual de la mediana unidimensional. 

Damos una definición de la curva mediana multidi
mensional basada sobre aquella de la semi-espacio media
na dada por ([6] p. 270). 

Defínición 2. La semi-espacio mediana de los puntos 
X,, ..., X^ € IR^ es el conjunto de los puntos ji e IR^ que 
maximiza Z)(^), donde 

D(n)= inf 
1 " 

el inf se toma sobre todos los semi-espacios coteniendo fi. 

En el caso unidimensional 

D(u)= inf 
1 " 

="""ëÉ'i-,|(̂ .).;È'l..|< .̂) 
i=\ 

ya que ¡i e H implica [¡1, 00 [a H 6] -00^ fi] c H, por 
consiguiente: 

L /=i /•=i J /=i 

y puesto que HQ = [-00, /x]], H^ = [fx, oo[ son dos semi-
espacios conteniendo jU, se tiene: 

D(M)=/«4^¿i[_,j(x,atv^[(x,)|. 
L 1=1 í = l J 

La mediana de una v.a. X, según la definición 2, es el 
conjunto de puntos /i que maximizan: 

inf P[X eH] = mini Fin), 1 - F()U~ )} 

el inf se toma sobre todos los semi-espacios conteniendo 

II. Cuando F es continua, ¡1 es solución de F(//) = —. 

En el caso de las cópulas multidimensionales 
C(jc,, ..., Xp), definimos la mediana de C de la misma 
manera, cambiando ^ por C ' (v), v e [O, 1], donde 

Cr' (v) = {(Xj, ..., Xp) : C(xi, ..., Xp) = v} 

Defímción 3. La curva mediana de una cópula C(xi,..., Xp) 
es el conjunto de los puntos (xj, ..., Xp) maximizando 

el inf se toma sobre todos los semi-espacios conteniendo 
C-' (V). 

Observación. Si C~' (v) c / / con H un semi-espacio, 
se tiene: 

K(v) <P [X e H]o bien 1 - K(v) < P [X e H] 

así pues: 
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min {K(v), 1 - K(v)} < D(v) 

además H^ = {(x^, ..., x^) < CT^v)} y H^ = {(x^, ..., x^) > 
Cr'(v)} son dos semi-espacios conteniendo C~\v), por con
siguiente: 

D(v) = min {K(v), 1 - K(v-)} 

Proposición 3. La curva mediana de C es: 

[x^,...,Xp_i,í),siC{x^,...,Xp_^,í)<K~^(-

1 " 

y el estimador K^ (v) de K {v) = P [C(X, Y) < v] donde 

^n (V) = \t\vM' 

Sea K~^ \~\- ^^\ V : i^„(v) > — k entonces el conjunto 

M = I{Xi,Yi): VÍ=K;;H~][ QS un estimador de la me

diana de la muestra (Xj, Fj), ..., (Z,̂ , YJ. 

Ésta es exactamente la curva de la función 

x^,...,Xp_i,K ( -(x^,...,x^_i)->V^| 

Demostración. Teniendo en cuenta la observación pre
cedente, el maxD{v) es alcanzado para v solución de 

1 
K{v) = -yC-\v) = C- R-

MEDLVNA DE UNA MUESTRA DE UNA COPULA C 

Sin pérdida de generalidad, consideramos una cópula 
C{x, y). 

Proposición 4: 

a) î ^ M — y r„ M — I son dos estimadores consisten

tes de K 

b) 

- l í 1 

^A^-^^Xi)^' '̂ '̂̂  ^^M= Î V(̂ .-.H-
c) V l̂ 

sional. 
- ' ' D - l l 

i=\ 

->0 en el caso unidimen-

Sea (Zj, Fj), ..., (Z,̂ , F„) una muestra aleatoria proce
dente de C{x, y) y V- = C(Z¿, F )̂, / = 1, ...,«, la muestra 
aleatoria de F = CfX, Y). 

Observemos primero que: 

D(v) = min {K{v\ 1 - K{v-)} = inf P[V^H] donde V 
H-Dv 

= C(X, F). 

La mediana de Vj, ..., V,̂ , según la definición 2 es tam
bién el conjunto de puntos v € [O, 1] que maximizan: 

el inf se toma sobre todos los semi-espacios conteniendo v. 
Sea V maximizando la cantidad (*). 

Definición 4. Se llama mediana de (Z^, F,), ..., (Z„, F„) 
el conjunto 

M = {(Zj, Fj) : V = C(X,, Fj)}. 

Demostración. Observemos primero que: 
1 K;:\~\>V^->K,{V) 

Y C Í | > v » i í * : „ ( v ) . 

Se tiene: 

c i i ) - . - ' i i > . + p .:'íi)-.iÍK-. 

<P 

^r i i ]>^- ' ( ik . 

i>^4--tí 

+ P ^;ti]<^-
+ P 

2 

= P V^i_/^U+/^-i i >v;̂  rU+/^-i i L/^u+/^ 

+p ^"\H<i]-''M<<^-&i<h-' 
En el caso donde C es desconocida y (Z,, F,),..., (Z„, F̂ ) 

una muestra de C, se considera la seudo-muestra 
ya que 

^fñ(^Kf^{v)-K{v)) es asintóticamente normal 

file:///t/vM'
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b) De la misma manera se demuestra que 

.-' |i-r-'iUo. 

MEDIANA DE UNA FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN 

Sea (X, Y) un vector aleatorio de función de distribu
ción H(x, y), de distribuciones marginales F y G respecti
vamente. 

Como para las cópulas, definimos la función cuantil 
asociada a H por: 

Defínición 5. La función cuantil asociada a / / es: 

y^HK ) \G-\IISÍX<F-\V) 

donde G~^ (1) es la cota esencial superior de Y. 

La cota esencial inferior de Y es sup {j : G (j) = 0} = 
G' (0). 

Propiedades: 

1) \|/^ (x, v) es decreciente en x, creciente en v. 

2) lim^fj{x,v) = G~\v). 

3) Si G (G"̂  (0)) < V, entonces, y^^ C-̂ ' ^) > G'^ (0)-

4) Si V < G (G-̂  (0)), entonces: 

[¥// (^0. V) = G' (0) ^x^> inf {x : H {x, G' (0)) > v}] 

Demostración: 

3) Observemos que se verifica siempre: Xj/^ (x, v) > 
G' (0). 

Por tanto: \|/^ (x, v) = G~' (0) <=» v </f (x, G"' (0)) < 
G(G~' (0)) < V, contradicción. 

4) Por definición de \|/^ {x, v) se tiene: \|/^ (JCQ, V) > 
G"̂  (0) <ẑ  /y (JCQ, G-' (0)) < V <zí> xo < inf {x : ^ (x, G" 
' (0)) > V}. 

Utilizando la función \|/^ (x, v), podemos definir la 
mediana de la ley H de la misma manera que aquélla de
finida para las cópulas. 

La mediana de H es una curva que divide el espacio en 

dos semi-espacios de probabilidad superior o igual a —. 

Proposición 5. Sea (Z, Y) un vector aleatorio de fun
ción de distribución H (x, y), de distribuciones marginales 
F y G de Z e F, respectivamente. 

La mediana de H es: 

a) 

x,iifJx,K-'(U\[x>F-HK-
V 

>u 

(x,G-Hl)),x<F- K-H^ 

donde K (v) = P [H (X, Y) < v]. 

b) Si F y G son continuas, entonces 
H(x, y) = C(F(x), G(y)) y en este caso, la mediana de H 
es la imagen recíproca de la mediana de la cópula C por 
la transformación T(x, y) = (F(x), G(y)). 

Demostración: 

a) Designamos pos ^ la curva 

x.v„\x.K-'¡^^\\\x>F^' V.n 
u 

(x ,G"\ l ) ) ,x<F" K-^~ 

se tiene :{X,Y)<Ç<^ H{X,Y)KK'^Í- j , esto es por defi-

X^K'H — , por consiguiente: nición de y/^ 

P[{X,Y)<C] = P\ H{X,Y)<K' 

es decir, P[{X,Y)>^]>-. 

Por otra parte, 

[iX,Y)>C] = 

H{X,Y)>K -K 1 

{X,Y)>Ç,H{X,Y)>K-'\-\yu 

iX,Y)>C,H{X,Y)=K-'{^ 

{X,Y)>C,HiX,Y)>K-'\-\\u 

{X,Y)eÇ,H{X,Y)>K-

Para tener 
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H{Xj)>K-'\^ p[{xj)>t;]<p\ 

es suficiente demostrar que 

<i 

Ahora bien. 

P\{XJ)>I;M{XJ)=K- i f i 

E\P\ 

2 

'( 

W„\x,K-'\^\<Y<y^=^uv\y:H{x,y) = K-'\^\\lX = x 

Y>\if„\x,K'^\-\\,H{x,Y) = K-^{-\lX = x 

,-,n 

y P\ r „ | ^ . í r - ' | - | | < 7 < y o / X = ;c 

lim —̂  
e-^O 

X-£<X<X,\Í/H\X,K '\^\\<Y<yç, 

F{x)~F{x-e) 
= 0 

La cópula asociada a H(x, y) es: 

'w + (log(l-w))^~^"'^"^ 5fv>M + (l-M)log(l-M) 
C(M,V) = 

La distribución marginal de X es: F(x) = 1 - "̂̂ . 

La distribución marginal de Y es: G(y) = I - e~^ - ye'^. 

Ejemplo 2: 

Un caso arquimediano C{x, y) = {x~^ + j " ^ - 1)~\ O < 
X, J < 1. 

Para la aproximación de la mediana de estos dos ejem
plos, utilizamos el algoritmo siguiente: 

1) Generar w-, v̂  independientes e uniformes sobre [0,1] 

ya que: 
2) 3;,. = Hr'(v,) = infjv : ¿C(«,-.v) > v, 

P\ x-e<X<x,\(fn\ x,K 'I - I \<Y<yQ 

H(x,y-^)-H\ r r , n - ^ 
X,WH x,K-

. - ' i - . - ' í i , .o 

Aplicación numérica. Dos ejemplos de aproximación 
de la curva mediana son tratados (ver gráficas). 

Ejemplo 1: 

Un caso no arquimediano 

Sea (Z, Y) un vector aleatorio de densidad 

e"^ siy> x>0 
f{x,y) = 

O sino 

Su función de distribución es: 

\l-e~'' -xe~^ siy>x>0 

1 -e~^ -ye~^ si()<y<x 
H{x,y) = 

3) ("/' J/)í (' = 1» •••' ^) ' ^s una muestra de C. 

Primer método: 

4) Calcular la mediana de z, = C(M,, y¡). Sea M esta 
mediana. 

5) Elegir (w,, j-) tal que |z¿ - M| < £ (e es un error) y 
representar los puntos elegidos. 

Segundo método que utiliza K^ (v) de Genest y Rivest. 

1 ^ 

^̂  i=] 

8) Calcular Á'̂  M — y representar los puntos (u¡, y¡) 

tales que : I . - * : ; ' ! <£ (£ un error). 

file:///l-e~''
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Ejemplo 1. Aproximación de la mediana de C(u, v) 
asociada a H(x, y) para una muestra de tamaño 2000 y un 
error = 0.005. 

Primer método 

Ir 

0 .8 f 

0 . 6 

0 .4 

0 .2 

0 . 3 5 0 . 4 0 .45 0 . 5 0 .55 0 . 6 0 .65 0 .7 

Segundo método 

If 

*0.8 

0 . 6 

0 .4 

0 .2 

0 . 3 5 0 . 4 0 .45 0 . 5 0 .55 0 .6 0 .65 0 .7 

La curva mediana y las dos aproximaciones sobre 
la misma gráfíca. 

P s i ( u , t ) 

Ir 

0 .8 

0 . 6 

0.4 

0 .2 

— u 

Ejemplo 2. Aproximación de la mediana de la 
cópula arquimediana, C(u, v), de parámetro 1 para una 
muestra de tamaño 1500 y un error = 0.005. 

Primer método 

0 . 8 

0 .6 

0 . 4 

0 . 2 

tf • 

0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 

Segundo método 

0 , 8 

0«|6 

0 . 4 

0 . 2 

%m 
^m ^ . 

• • « i 

0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 

La curva mediana y las dos aproximaciones sobre 
la misma gráfíca. 

0 , 2 0 .4 0 . 6 0 .8 0.2 0.4 0.6 0.8 
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