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SUMMARY

The objective of this work is to generalize some results
concerning the unidimensional quantile function to the
multidimensional case.

RESUMEN

El objetivo de este trabajo es generalizar ciertos re-
sultados concernientes a la funcién cuantil unidimensional
al caso multidimensional.

INTRODUCCION

Sean X e Y dos variables aleatorias de funciones de
distribucién marginales F(x) y G(y) respectivamente, y de
funcién de distribucién conjunta H(x, y).

Podemos siempre escribir H(x, y) = C(F(x), G(y)) siem-
pre que F(x) y G(y) sean continuas. Alternativamente, se
tiene que: C(u, v) = H(F'(u), G'(v)), 0 < u, v < 1, donde
Fl(u) =inf {x : F(x) 2 u} y G'(v) = inf {y : G(y) = v}.

La funcién C(u, v), llamada frecuentemente cépula, es
entonces una funcién de distribucién de un vector aleatorio
cuyas marginales son uniformes sobre [0, 1]. Para w fijado
en (0, 1], el conjunto de soluciones de la ecuacién C(u, v)
= w es llamado contorno de distribucién [2].

En [1], hemos definido una funcién y(u, w) que de-
scribe este contorno de distribucion, llamada funcién cuan-
til asociada a la cépula C(u, v), por

Wy, w) =inf {v: Cu, v) 2w}, 0 <w <u < 1.
Sea C,(u, v) una sucesién de cépulas y y,(u, w) sus

funciones cuantiles. Una de las propiedades estudiadas en
[1] es:

C,(uv)—=—Cuv) &y, (uw)———y(uw)
donde C es una cépula y y(u, w) su funcién cuantil.

En este articulo vamos a estudiar la convergencia de la
funcién cuantil empirica v, (x, u) = inf {y : F,(x, y) 2 u},
0 < u < x £ 1, hacia y(x, u); donde

1< .
F, (x, y) = ; 2 1[ X<xt <y Precisamente demostramos
i=1
que:

a) Y, (x,u)——=—y(x,u) c.s.

b) /n(y,(x,u)~w(x,u)) es asintéticamente normal.
Lo que permite dar un intervalo de confianza para y(x, u),

cuyos limites dependen de !//'(u)=—gu—l//(x,u), general-

mente desconocida.

Después, damos dos descomposiciones de Bahadur, la
primera utilizando y,(x, ) y la segunda utilizando los
estadisticos de orden Y. Estas dos descomposiciones de
Bahadur permiten construir un intervalo de confianza para
W(x, u), cuyos limites no dependen de y(u), y la diferencia
entre los limites inferiores y aquélla entre los limites supe-
riores de dos intervalos de confianza es igual a 0(n""/%) casi
seguramente. Ademds, sus coeficientes de confianza tienen
el mismo limite.

Convergencia de y,(x, u) haciay(x, u)

Sea (X, Y) un vector aleatorio de cépula C(x, y) y cuyas
variables aleatorias marginales son uniformes sobre [0, 1].

X, Y,) extrai-

Consideramos una muestra (X;, Y)), ...,
dade (X, V), y E,(x,y):%Zl[Xin’y’_Sy]. Es conocido,
i=1
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segln la ley de los grandes nimeros, que la sucesién de
v.a. F,(x, y) converge casi seguramente hacia C(x, y), y
que la distribucion de F,(x, y) es:

[nf] n e
P[Fn(x,y) < t] = Z[k] C*(x,y): (l - C(x,y)) ¢
k=0
donde [nf] = parte entera de nt.

Definicion 1. Para x, u fijos, 0 < u < x < 1, se designa
por ¥, (x, u) la funcidén cuantil asociada a F,(x, y), definida
por:

v, (x, u) = inf {y : F,(x, y) 2 u}
m4s exactamente, para w € :
v (x, u)(@) =inf {y : F,(x, y)(@) 2 u}

Proposicién 1. La distribucién de la v.a. y,(x, u) es:

n

G,(t)=Ply,(xu)<t]= Z(ZJ Ck(x,1)(1-C(x,2))"™".

k=m
donde

nu si nu es entero
[au]+1 sino

y su densidad g,(¢) es:

g,(t)= n[:lillj(C(x,t))m_‘ (1-C(x,0))"™ d

—C(x,t).
5 C0)

Demostracion:

Plo:y,(x.u)w)<t]=Plo:us< F,(x.t)o)]

= P|:nu < ZI[X;SXJ?S’]:|
i=1

n
1- P|:zl[x,~5x,yis:] < nujl Si nu es entero
i=1

1- P{Z l[x,. <rysi] < nu} sino.
i=1

de donde G, ()=

k=m

(Zj Ck(x,t)(1- C(x,1))"™, con

nu si nu es entero
m= .
[Au]+1 sino

y la densidad (cuando existe, es decir, cuando existe

d
—C 1 :
dt (x )) es

8.()=2G, (1)

Proposicion 2. Sea C una cépula estrictamente cre-
ciente en y, y ¥, (x, u) la funcién asociada a F,(x, y), en-

C.S.
tonces V,(x,u) = w(x,u).
n—yco

Demostracién. Sea £ > 0, se sabe que F,(x, W(x, u) — €)
converge casi seguramente hacia C(x, y(x, u) — &) y F,(x,

W(x, u) + € 2> C(x, y(x, u) + €), por consiguiente, para
todo  fijo, AN, : Vn 2 N, se tiene que:

F (x, y(x, u) — €) < u; porque por definicién,
C(x, y(x, u) — €) es estrictamente inferior a u.

De igual modo existe N,, tal que Vn > N, se tiene que
u < F,(x, y(x, u) + €), porque

C(x, y(x, u) + € > u ya que por hipétesis, C es es-
trictamente creciente en y, asi Vrn > N = max {N,, N,}, se
tiene:

F.(x, y(x, u) — &) <u < F(x, Yx, u) + &

Por tanto,

Q"0 o (e p(r)-e)<u<F(sy(vi) o)y se

tiene:
1= ,,{l_'ﬁo P[F,,(x,l//(x,u)—s) <u< F,,(x,l//(x,u)+£),n > m]
Es decir:

1= lim Ply(x,u)-e<y,(x.u)<y(x,u)+€ n=m]|
m—oo

o también
P[suply/n(x,u)—l//(x,u)l.é 8] - L
n>m m—ee

Proposicién 3. Bajo las hipétesis de la proposicién 2,
se tiene:

P[|1//n (x,u) =y (x,u) > e] <2exp —2né?>
donde
6, = min {C(x, W(x, u) + & —u, u — C(x, Y(x, u) — &)}
Demostracion:

P[|!/In (x,u) =y (x,u) > S] =Py, (x,u)> y(x,u)+ €]+
+P[l//,,(x,u) <y(x,u)- 8]
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Ply,(x.u)> y(x,u)+e]= P[u > F,(y(x,u)+ 8)]

= Pl:nu > zl[X,Sx.Y,-sw(x,u)Jrs]:I
i=1

- [n(u ~C(xy(xu)+e))>

n

(w—Ewﬂ

i=1

donde V’ = I[X,-SX,Y,-SW(X‘M)+£]

El lema de Hoeffding ([3] p. 75) nos da:
Ply,,(x,u)> y(x,u)+€]<exp —2n &
donde 6, = C(x, y(x, u) + € — u.
De la misma manera se demuestra que:
Ply, (x,u)<y(x,u)—¢g|<exp —2n 83

donde 8, = u — C(x, W(x, u) — €), de donde se tiene el
resultado:

P“w,l (x,u) = y(x,u)| > 8] <2exp —2n8;

con §, = min {C(x, Y(x, u) + &) — u, u — C(x, Y(x, u) — &)}

Comportamiento asintético de v (x, u)

Enunciamos un teorema andlogo a aquello que describe
el comportamiento asintético de la sucesién de funciones

. . 1<
cuantiles asociadas a F,(x)=— E 1[ X,<x] €0 el caso de una
n e 1Xis
=1

v.a. unidimensional ([3] p. 77).

Teorema 1. Sea C(x, y) una cépula estrictamente cre-
ciente en y, y W(x, u) su funcién cuantil.

0
Si —w(x,u) existe en u,, designado por y/{(uy) > 0,

ou
entonces
iy o) -ylxm)] 2((0,1).
—\/uo (1 - uo ) l//,(uO )
Demostracion:

[y, (x,u) =y (xu)]
u(l-u)y(u)
= Py, (cu) <At +y(xu)

donde A= .ju(l—u)y’(u)

G,(t)=P <t

n
Gn(t) =P nu< z;tl[Xin,}’iSn_llef+'I’(Xs")]
i=
= P[nu <Z, (A,,, )]

donde A, = C(x, i At + w(x, w) y Z,(A,) sigue la
distribucién binomial de pardmetros n, A,; Z,(4,) ~»

B(n, A,), de donde G,(1)= P[—Cm <Z,(A, )] donde

c = n(Am - u)

" (1-a,)

Denotamos por ¢(¢) la funcion de distribucién de la
normal A(0, 1).

9(6)- G, (1) =9(t) =1+ P[Z, (A, ) < ~C,y]
=¢(t)-¢(C,, ) +1-9(-C,, ) -1+
+P[Z; (A, ) <=C, ]
= 9()=#(Cr)+ P[Z 1(Bs) < =Cor] - 0(=C.)
ahora bien, el teorema de Berry-Esséen ([3] p. 33) nos da:

33 (1-4,) +42,

<— -
4 A, (1-4,)

‘P[Z: (Ant ) < —Cm‘] - ¢(—Cm ) = 0

porque A,, — u.

—o0

Y {o()-¢(C,.)

— 0 si C,, — t; ahora bien,
n—o0 n—oo

C = n(An, - u)
" AL (1-A,)
n'? [!//;1 (n_‘/zAt +y(x, u)) - u]
B \/Ant (1 - Ant )

A [l//;l(n_l/zAt+y/(x,u))—u]

\/Ant (I“Ant) n_]/ZAt
y
. tA tA
lim ——eon =—
noe JAL(1-A,,) Jull-u)
—1(,~1/2 ,
oy (n Ay (xu))—u ~
i Pyt
1
y(u)

de donde lim C,,

I S
N P S
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Observacion 1:

P[n'/z[l//n(x,u)—‘//(x,u)]50] — 1/2 sin que esté sat-
n—co

isfecha la hipétesis de existencia de y{(u), porque C,, =0
para ¢ = 0.

Corolario 1. Sea C(x, y) una cépula verificando las
hipétesis del teorema 1.

0
Si ademas EW(X’u)>O para todo x > u, entonces:

I A Dt 4620 PO
Ty W)

- ¢(a).

l—un—wc

Demostracién. Se demuestra aplicando directamente
la convergencia dominada.

Descomposicion de Bahadur utilizando v (x, u)

En el caso de una v.a. unidimensional, el siguiente
teorema de Bahadur propone una representacién del cuan-

til empirico Fn‘1 en funcién del cuantil F' y de la funcién
empirica F,.

Teorema 2 (de Bahadur) ([3] p. 91).
Si F” (F'(u)) existe y F” (F'(u)) > 0, entonces:
—-E(F"
Fw=rws W)
F(F' ()
con

3/4
R, = O((loﬁ) ) c.s., n suficientemente grande.
n

Definicion 2:

R,=0(gn) cs. ©3Q,c Qtalque P(Q) =1,y Vo
€ Q,, 3 B(w) verificando |R (w)| £ B(w).g(n), Vn suficien-
temente grande.

Este teorema estd basado sobre los tres lemas sigu-
ientes:

Lema 1. Si F’ (F'(w)) > 0, entonces:

E7 )~ F )< F,(FZ ™ (lg)/

Observacion 2. Si ademés F” (F'(u)) existe,

1 (log(logn))”zc S

F’(F"l (u)) n

()= F ' (u)|<

(ver [3] p. 96).

Lema 2. Si F” (F'(u)) existe y si T, 5 F'(u) enton-
ces:

F(T,) - FF'(w) = (T, - F'w) F" (F'(w) +
O(T, - F'w))").

Lema 3 (de Bahadur).

Supongamos que F” (F'(u)) existe y F’ (F'()) > 0.
Sea (a,) una sucesién de nimeros reales positivos tales
que: a, ~ c, "' (log n)?, n suficientemente grande con ¢,
>0y g2 1/2y si designamos por:

[7,(F ) + %)~ By (F~ )| - [F(F ™ (w)+ x) - F(F )]

H,, = sup

Ii<a,

entonces,
. 1+q)/2

H, =0(n 3 4.(logn)( *) )c.s.

Aplicamos estos resultados a las cépulas absolutamente
continuas del vector (X, Y),con X ~> U [0, 1]e Y~ U [0, 1].

Para x fijo, denotamos por F(y) = C(x, ), F.'(u) =
Y,(x W)y F'(w) = W(x, u).

Lema 4. Si %C(x,l//(x,u))=F'(u/(x,u)) existe y es

estrictamente positiva, entonces:

172
[ () =y ()] < F'?w) (l"f”) c.s

Demostracion. Se hace lo mismo que en el lema 1. En
efecto, ya se ha probado:

P[II//" -y|> 8] <2 exp—2n 82, donde
O, =min{F(y + € —u, u— F(y - &}

Ahora bien,

F(y+ € —u=F(y).e+ o)

1/2
2 (loﬂ) se tiene:

y para €=¢, =

F(y)\ n
12 12
F(w+8,,)—u=2(loﬁ) +0(sn)2(lig—r£)
n n

para n suficientemente grande.

1
Asi como, u — F(y — ¢,) 2 (orgln

172
) , entonces

2n 82 >2logn, por consiguiente P[ll//n -y|> s,,] < % Se
" n

sigue que:
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ZP[[![/,, -y|> en]<+oo
n=1

y el lema de Borel-Cantelli implica que hay solamente un
nimero finito de sucesos {|y, — Y| > €,} que estan reali-
zados, es decir, para n suficientemente grande, |y, — y| <
€, C.S.

Lema 5. Si F(y(x, u)) existe, entonces

F(y,) - F(y) = (¥, = ¥) F(y) + O((y, -~ )

Demostraciéon. En un entorno abierto de yA(x, u), se
tiene:

2
F(y/+s)_F(w)=sp'(w)+%zr~(w)+e(s2)
y por definicién de 6(s%), se tiene:
Ve>0,3n>0:|s<n |0(s2)\Sss2

pues para n suficientemente grande:

F ”('l/)| 2
——2“'](% -y)

es decir, F(y,) - F(y) = (v, - ¥) F(W) + Oy, - v

IF('/’n)—F(W)—(wn—W)F’(W)IS[3+

Lema 6. Si F” (y) existe y F/(y) > 0 y si

a, = —F—,zl,—)n—”z(logn)q, qg=1/2
entonces
H, = 0(n—3/4(1 )(1+q)/2)
donde
Hun = sup [£,(w+5)= E(w)]-[F(w +5)- F(y)]:

Demostracion. Ponemos F(y) = C(x, y), x fijo.

Sea (b,) una sucesién de enteros positivos, tales que

b ~—i—n”4(logn)q - +oo

" F’(I//) n—»e0
"ia, (1+1)a
entonces [-a,, a,]= U {_"_, —n}
I==b, bﬂ bn

Denotamos por:

Gy, = {Fn[w IZ j- E(w)}{F(wlZ—:)—F(W)}

o, = F[w+ (L+1)a, )—F[anla—"]

b, b

n n

// 1+1
Para todo se{—qi, (——-la—"} se tiene:
b, b

n

E(W+IZ—”JSE(W+S)SE1[W+Q%)£"—)

n n

(I+1)a,

n
porque F, y F son crecientes.
Estas dos tltimas desigualdades implican:

Gl,n - al,n < [Fn(ll['l' S) - Fn(w)] - [F(V’ + S) - F(‘I’)]
S Gy t+ 0,

de esto se deduce: H,, <K, + B, donde
K, =max {|G, |, | =-b,, .., b,}
B, =max {o;,, | =-b,, ..., b, — 1}

* Probemos que B, = O(n™"*)

X = F[v/+———a”(;+l)J—F£w+%’ij

w+an(l+l) a
= I o F(s)ds < b—" sup F'(s)

s n

<2 sup F’(!//+s)s%’—

X
porque F'(y+s)= jo c(t,y +s)dt <1, por consiguiente

B, = max{e .l =~b,,...b, =1} < %"— =n74,

n

q+1

* Probemos que K, =O(n_3/4(logn) 2 ) Sabemos

que:
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Por tanto,

n|G, N

( [xisxysy+i] I[XiSM’féw])_

- nHw ‘;_lj_ F(w)}

* Si !l > 0, se pone:

=1
[X <x,Y <y+ b”

n

} [X <xY<y]

y
G| = g(vi ~£(v))
* Si /< 0, se pone:
Vi=lxcensy) ~ I[XiSX‘YfS"”%]
y
#G,..|= iZj‘,(Vf ~E()}

En los dos casos, las variables aleatorias V; son inde-
pendientes de Bernoulli de pardmetro P, donde P, =

F (1//+IZ") ~ F(y)sil> 0y portanto P, < F(y + a,) —

n

l
Fw.YP =Fy-F [W+%.J si I <0y por consigu-

F(y - a,). En los dos casos [ >0 0/ <

Zm]:P[i

i=

iente P, < F(y) —
0, se tiene:

[l

> t] = P[n|G,Yn

seguin el lema de Bernstein ([3] p. 95),

2
o ron-g

qH

Ponemos ahora t=1, = C;n""*(logn) ? y puesto que:

P, < F(y+a,) — F(y) si I > 0 entonces, P, < 2a,F’ (y)
para n suficientemente grande, porque:

F(y+a,)-F(y)

a

= F/(y)<2F(y).

n

Asi como para [ < 0, P, < 2a,F’ (y) para n suficiente-
mente grande.

Por consiguiente,

_ +1
nt? S n"2C}(logn)*

2(P+1,)

i 1+
2| 2a,F'(y)+Cn"*(logn) B }

n~'"2C} (log n)q)rl
B 1+
2/ 4n~""*(logn)? +Cin 3/4(10gn)7q}

Cllogn

[\>}
1

1-
4+Cn7"*(log n)Tq}

—1/4( ¢

ahora bien, g > 1/2; asi pues n logn)?* — 0. Por con-
n—oo

siguiente, para n suficientemente grande

2[4+ c,n‘”“(logn)ﬂ <9

es decir:
nt,f S C12 logn
2(P +1,) 9

Ya que C, es una constante positiva arbitraria se elige
2

G
de manera que 7>2 es decir: C, >./18, asi

P[|G1,n| = t,,] <2 exp (-2logn)=—

Por consiguiente:
zP [IGl,n
n=l

y el lema de Borel-Cantelli nos permite escribir

>1,] <40

I+gq
|G,,,, <1874 (logn) 2 c.s.
de donde:
]+_q
K, =max{|G,, [ ==b,,....b, } <~18n7"* (logn) 2 c.s.
es decir,

I+g
K,,=O[ % (logn) 2 )c.s.

Con los resultados de los lemas 4, 5 y 6, tenemos el
resultado siguiente:
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Teorema 3. Si F” (y(x, u)) existe y F’ (y(x, u)) > 0,
entonces

u—F,(y(x,u)) TR

‘l’n(x’”)=‘l’(x’”)+ F'(l//(x,u)) n

3/4
donde R, 0((logn) ] c.s. para n suficientemente
n
grande y F(y) = C(x, ).

Demostracion. Se sabe que v, (x, u) C—S> v uy
puesto que F” (y) existe, el lema 5 nos da: F(y,) — F(y)
= (y, — ¥) F(y) + A, donde A, = O((y, — v)).

Se puede igualmente escribir:

F(!l/n) - F(ll/) = Fn(vln) - Fn(v/) -
F(y,) - F(y)

F(y) + F(y) +

lo que implica:

v) F(y) + A, + A/

n

Fn(‘//n) - Fn(w) = (l/]n -

donde A} = [F,(y,) - F, (W] - [F(y,) - F(y)].

Ponemos F,(y,) = u + A7

n» pues

u-F(y=y, -y F(y) + A, + A, +A] es decir:
u-F,(v)
Vpy=Y+—pf <"~ An+A:1+A:1, IF’ 4

Ponemos R, =—(A,+A;, +AY)/ F'(y).

* Se tiene |A,| € C(@) (v, — 1//)2 y el lema 4 implica
ly, — yf* < Bl log n, pues |A| < k(w)n™' log n <
kKw) n** (log n)**, es decir, A, = O(n 3”‘(log n)*4.

1
del lema 6 con 61=E, asi pues

A:ll < Hun
A= O(n_3/4(logn)3/4),

)3/4

”| _
A=

Ez(‘//n)—ulg;li“S"%M(lOgn , es decir,

logn )
A7 = O(n*(log n)**), asi R, =0 , :

Algoritmo para el cilculo de v (x, u)

He aqui un algoritmo para el célculo de y,(x, u) para
xyufijos, 0 <u<x<1.

Sea (X,, Y)),
X, Y.

..., (X, Y) una muestra procedente de

Ponemos A, = {(X,,
m, = card A,.

Y),talque X, <x,i=1,..,n}y

Observacion 2. lim m, = +eo, sino, es decir, si lim m,
n—oo n—oo

es finito, entonces

= lzm—= lim — 21[X< ] = S: x>0.

n—oe pn n—e p

Sea Ym, Jj =1, ..., m, el estadistico de orden de las
proyecciones de A, sobre Y.

. mn
e Si u2—=, setoma y, (x, u) =1
n

m
2 entonces Jk entero, k < m, — 1 tal que

n
k k+1 .
—<u<——. Y en este caso, se tiene:

n n

k+1
n

vy (k>)=£<”< =[x Y

y puesto que la funcién y — F,(x, y) es escalonada de salto

—, se tiene pues
n
V(% y) = Yy,

Resumen y algoritmo:

. m
1 siu 22—+
n
. m
v, (x,u)=17, sinuesenteroy u < —%
n
1 m,
lfim‘]+l si nu no es entero y u < —=+

Descomposicion de Bahadur utilizando los estadisticos

de orden Y

Para x fijo, consideramos los estadisticos de orden Y,
de las proyecciones de A, sobre Y.

Como en la descomposicién de Bahadur para v (x, u),
se necesita el lema siguiente:

Lema 7. Sea (k,) una sucesién de enteros tales que:

1/2
ﬁ:uw[(l‘ﬂ) j
n n

.(logn) c.s. donde F(y) =
n

entonces |Yk" —l//(x,u)ls F’?‘I/)

C(x, y) verifica las hipétesis del lema 4.
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Demostracién. Se utiliza la misma técnica que para:

1/2
Iwn(x,u)—w(x,mlspal—)(l"j")

En efecto:
PUY(,(”) _W|>£f']= P[Y(kn) > W+Sn]+P[Yk,, < 1//—8,,]

y P[Yk >w+s,,]=P[k—”>I~’,,(x,u/+s,,)}=
" n

_ P{n(F(l//+€n)—k7")<§(Vi_EVi):l

donde V, = —1[

X;sxY<y+e, |
Asfi pues, el lema de Hoeffding ([3] p. 75) nos da:
P[Yk" > y/+sn]s exp —2nd;}

donde 6, = F(y + €,) — k_" Lo mismo para:

n

P[Yk" <y- 8,,] <exp —2nd;
donde 8, = o _ F(y + ¢€,), de donde se tiene el resultado:
n

P[lYy, - ¥ > gl <2exp - 208

2 (logrz)”2 .
se tiene

6 = min(g,, 6 =
con min(0,, 0,) y para g, F'(W) .

2n & > 2 log n. En efecto:
Fly+¢)=u+c¢ F (p+ 0c)

segin la férmula de Taylor-Young, por consiguiente:

F“””")“"ff=8nF'<w)+o<en)—e((“’ﬁ)”2J

n

)2

=) -]

lOg n n [n—ee

de donde: (

asi pues, para n suficientemente grande

[ L ]512>1<:>2n5,2>210gn
logn

Se hace lo mismo para probar que

2n8; >2logn
lo que implica 2n &> 2 log n.
Entonces:

1

li se llega a la conclusién }Y(k") —W‘Sen c.S.

2
Y( k)~ 1//' > en} < 7 y por el lema de Borel-Cantel-

Teorema 4. Bajo las hipétesis del teorema 1 sobre
C(x, y), sea

k, logn \"*?
"’1‘=”+9(( f ) , entonces

Yik") = l//(x,u)+[—]§:‘—— E,(x,l//(x,u))}/ F'(l//)+ R,

~ logn A
donde R, =0 (——) .
n

Demostracion. Se hace lo mismo que en el teorema 1,
tomando Y, , en lugar de y,.
(ky) n

Corolario 2. Sea (k,) una sucesién de enteros tales
que:

kn k _1/2
L =yu+—5+06\n ,k real
n W2 ()

entonces

a) \/;;(Yik,,) —Y, )”_‘) F,I(://)

L k ”(l—u)
b) «/;(Y(k,,)"/’)—w Fl(y)’ WJ

Demostracion:

a) Directamente a partir de las dos descomposiciones
de Bahadur.

b) Segtn el teorema de Slutsky, ya que

ﬁ(Y(k,,) “"")N :

" Flo)

N ey

o ul1=w) ]
(F(v)
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA y(x, u)

Hemos visto que

(Y, (ow) - y(xu) &
Jull=u) v (w)
Esto nos permite dar un intervalo de confianza para
W(x. u).

Para0 <o <1l,seaK talque P[Z<K|]=1-0
donde Z — AL (0, 1).

—(0, 1)

Proposicién 4. Se pone

Koy (u)yu(l—u) Ky (u)yu(l- u:I

, S| Ve~ L2 2

¢ El coeficiente de confianza de IQ tiende hacia 1 - 2«
cuando n tiende hacia +oo.

2K, (u)Ju(l—u)

W2

* Long Iy =

—>00

Pero los limites de /, dependen de ¥'(u) que es en
general desconocida. A51 pues, tenemos interés en dar un
intervalo de confianza con los limites independientes de

v (u).

Sean (k,,) y (k,,) dos sucesiones de enteros tales que:

1‘1_n~u_Ka‘,”(l_”). ky, K \u(l—u)

\ ; ~u+
n ni/2 n n1/2

Se pone

15, =iy Y]

Proposicion 5.

a) Ply(xu)els - 1-20

2K,y (1) u(1— )

b) Long IS" ~ 7

temente grande.

c.s. para n suficien-

Demostracion.

b) La diferencia entre los limites inferiores de Iy y

Koy () ul1—)

v, (x,u) W2 (km) =

- n—l/Z[J—(Wn o) ) K v “)\/—1—“} ( 1/2)

segun el corolario 2.

Is es:

Se hace lo mismo para la diferencia entre los limites
superiores de IQn y Is,,-

e _ky(wu(1-u) _

an ) ‘l/” nl/2

= n—l/z{\/;(lfiku) - l[/,,)-— Kaw'(u)m] = G(n"]/2 ) c.s.

Por consiguiente los limites superiores, asi como los
limites inferiores de /, y I coinciden con una diferencia
igual casi seguramente a 6 (n'?), es decir,

2Ky (u)yu(l—u)

2

Long I ~

mente grande.

3 A, >"’]=P[W(Y<k.n>“'/’)>°]=

|l =) Ky uti=)
i l[/’(u)Ju(] - u) n—oo

c.s. para n suficiente-

(corolario 2).
Se hace lo mismo para P[Y < y/] — a, asi pues
(kz") n—oo

P[l//GIS"] - 1-2a

n—>o0

de donde se tiene el resultado.

Observacion 3. Todos estos resultados son vilidos
para el caso multidimensional, definiendo la funcién cuan-
til asociada a C(x,, ..., x,,) por:

v (x;, .o X, u) =inf {x, : C (x, ...
O<us<C(xy ., .0, 1)

, X,,) = u} con
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