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SUMMARY 

The objective of this work is to generalize some results 
concerning the unidimensional quantile function to the 
multidimensional case. 

RESUMEN 

El objetivo de este trabajo es generalizar ciertos re­
sultados concernientes a la función cuantil unidimensional 
al caso multidimensional. 

INTRODUCCIÓN 

Sean X Q Y dos variables aleatorias de funciones de 
distribución marginales F{x) y G(y) respectivamente, y de 
función de distribución conjunta H(x, y). 

Podemos siempre escribir H(x, y) = C(F(x), G(y)) siem­
pre que F(x) y G(y) sean continuas. Alternativamente, se 
tiene que: C(u, v) = H(F^\u), G~'(v)), O < w, v < 1, donde 
F-\u) = inf {x : F(x) > u} y G-\v) = inf {y : GO;) > v}. 

La función C(u, v), llamada frecuentemente cópula, es 
entonces una función de distribución de un vector aleatorio 
cuyas marginales son uniformes sobre [O, 1]. Para w fijado 
en (O, 1], el conjunto de soluciones de la ecuación C(u, v) 
= w es llamado contorno de distribución [2]. 

En [1], hemos definido una función y/(u, w) que de­
scribe este contorno de distribución, llamada función cuan­
til asociada a la cópula C(u, v), por 

y/iu, w) = inf {v : C(u, v) > w}, O < w < u < 1. 

Sea C„(M, V) una sucesión de cópulas y y/,j{u, w) sus 
funciones cuantiles. Una de las propiedades estudiadas en 
[1] es: 

Q(^^^) n^o. >C{u,v)<^\i/^{u,w) _̂̂ ^ >y/{u,w) 

donde C es una cópula y y/iu, w) su función cuantil. 

En este artículo vamos a estudiar la convergencia de la 
función cuantil empírica y/^ix, ú) = inf {y : F„(x, y)> u}, 
O < u < X < 1, hacia \¡/{x, u); donde 

1 ^ F ( r y) = _ y 1 Precisamente demostramos 

que: 

)̂ ¥n{^^^) n-^^ yy/ix,u) es. 

b) 4ñ(\¡/^{x,u)~\¡/{x,u)) es asintóticamente normal. 
Lo que permite dar un intervalo de confianza para \¡/{x, u), 

cuyos límites dependen de \¡/\u) = —y/{x,u), general­
as 

mente desconocida. 

Después, damos dos descomposiciones de Bahadur, la 
primera utilizando y/^ix, u) y la segunda utilizando los 
estadísticos de orden Y^^. Estas dos descomposiciones de 
Bahadur permiten construir un intervalo de confianza para 
yKx, ü), cuyos límites no dependen de y/{u), y la diferencia 
entre los límites inferiores y aquélla entre los límites supe­
riores de dos intervalos de confianza es igual a %{n^'^) casi 
seguramente. Además, sus coeficientes de confianza tienen 
el mismo límite. 

Convergencia de y/n{Xy u) hadav/(jc, u) 

Sea (Z, Y) un vector aleatorio de cópula C{x, y) y cuyas 
variables aleatorias marginales son uniformes sobre [O, 1]. 

Consideramos una muestra (Xj, Fj), ..., (X„, Y^ extraí-
1 " 

da de (X, Y), y Fn{^.y) = -Y,\x<x,Y,<y\ ^^ conocido, 
i=\ 
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según la ley de los grandes números, que la sucesión de 
v.a. FJ^x, y) converge casi seguramente hacia C(x, y), y 
que la distribución de F„(jc, y) es: 

4^«(-.3')^í]=i:í"lc'(-'>')-(i-^(-'3')r 

donde [nt\ = parte entera de nt. 

Defínición 1. Para x, u fijos, 0 < M < J C < 1 , se designa 
por Xj/^ (x, u) la función cuantil asociada a FJ^x, y), definida 
por: 

\¡fj^x, ü) = inf {y : F„(x, y) > u} 

más exactamente, para w e Q: 

y/^ix, u){(0) = inf {y : FJ^x, y){(o) > u] 

Proposición 1. La distribución de la v.a. \¡/J^x, u) es: 

G„{t)=P[Y„{x,u)<t]=fjJ'\&{x,t\\-C{x,t))"-'. 

donde 

m = 
nu SI nu es entero 
{nu\ +1 sino 

y su densidad gjj) es: 

g„(í)=«í""M(c(x,í)r'(i-c(x,í)r'"^c(x,í). 
\m-l r dt 

Demostración: 

P[(0: \¡fA^,u){cu)<t\ = P[co'.u< F^{x,t){co)] 

= P\ '̂ "^Xl[x,.<x,y;.<r] 

1-P 

\-P\ 

IW <X,Y:<Í 

1\. 

<nu 

<nu 

SI nu es entero 

sino. 

de donde G„(í)= ¿ j )C^(x,í)(l-C(jc,í)f \ con 
k=m\ 

{nu 
m = 

si «w es entero 
[nu] +1 sino 

y la densidad (cuando existe, es decir, cuando existe 

— C(x,í)) es: 
dt 

dt 

Proposición 2. Sea C una cópula estrictamente cre­
ciente en y, y {¡/^(x, u) la función asociada a F,j(x, y), en­

es. 
tonces Wni^^u) -^ y/{x,u). 

Demostración. Sea £ > O, se sabe que F,j(jc, y/ix, ü) - é) 
converge casi seguramente hacia C{x, \¡/{x, u) - e) y F„(x, 

es. 
\¡/{x, w) + £) -> C(jc, v<jc, u) + £), por consiguiente, para 
todo (ú fijo, 3Â , : Vn > iV̂  se tiene que: 

F (̂jc, í//(x, M) - £) < w; porque por definición, 

C{x, y/ix, u) - e) es estrictamente inferior a u. 

De igual modo existe Â 2' tal que Vn > N2 se tiene que 
u < F Jipe, yKx, u) + £), porque 

C(x, v/(x, w) + £) > w ya que por hipótesis, C es es­
trictamente creciente en y, así \/n> N = max {A/̂ j, N2}, se 
tiene: 

F„(x, i/<x, u) - e) < u < FJx, y/(x, u) + e) 

Por tanto, 

O = u n ]F„(x,v/'(x,w)-e)<M<F„(x,v/^(x,w) + é:)[ y se 
m n>m '• •' 

tiene: 

1= lim p\F^[x,\¡/{x,u)-£)<u<F^{x,\if{x,u) + e),n>m\ 

Es decir: 

1= lim P\i¡f{x,u)-£<\¡í^{x,u)<\i/{x,u) + e, n>m] 

o también 

sup|i//'„ (x, u) - y/{x, u)\ < £ -^ 1. 

Proposición 3. Bajo las hipótesis de la proposición 2, 
se tiene: 

P^y/n {x, u) - y/{x, u)\ > e] < 2 exp - 2nSl 

donde 

8^ = min {C(x, y/{x, u) + e) - u, u- C{x, y/(x, u) - e)} 

Demostración: 

P^yf^ (x, u) - y/{x, u)\>£] = P[y/^ {x,u)> y/{x,u) + E] + 

+P[yfn {x,u)< y/{x, u) - £] 
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P[\fr^{x,u)>\f/{x,u)-he] = p[u > F^{\i/{x,u)-\-e)] 

= P\ 

'=1 

donde V = h 
^[Xi<x,Yi<\if{x,u)+e] 

El lema de Hoeffding ([3] p. 75) nos da: 

P[¥ní-^'^)>¥{^^u) + €]<exp - 2 n 5^ 

donde 5̂  = C{x, \¡/{x, u) + e) - u. 

De la misma manera se demuestra que: 

F[v/'„(jc,w)<i/A(x,M)-£]<exp -Indi 

donde 82 = u - C{x, y/(x, ü) - e), de donde se tiene el 
resultado: 

P^n (x, u) - \f/{x, u)\ > e] < 2 exp - 2n S, 

con 5̂  = min {C(x, y/ix, u) + e) - u, u - C(x, \¡/{x, ü) - e)) 

Comportamiento asintótico de \¡fj^x, u) 

Enunciamos un teorema análogo a aquello que describe 
el comportamiento asintótico de la sucesión de funciones 

1 " 
cuantiles asociadas a ^ni^)- ~^hx.<x] ^^ ^̂  ^^^^ ^^ ^^^ 

v.a. unidimensional ([3] p. 77). 

Teorema 1. Sea C(x, y) una cópula estrictamente cre­
ciente en y, y y/ix, u) su función cuantil. 

Si -—ii/{x,u) existe en UQ, designado por y/Xuc)) > O, 
au 

entonces 

n'''[\i/,^{x,UQ)~y/{x,UQ)] 
>íAí(0,l). 

^UQ{1-UQ) \I/'{UQ) 

Demostración: 

< í 
^W(1-M)I/A'(M) 

donde A = ^¡ü^U^y/^u) 

Gn{t)=P\ 
n 

= p[nu<Z„{A„,)] 

donde Â ^ = C(x, n'^'^ At + \i/{x, u)) y ZJ^ÍS.^) sigue la 
distribución binomial de parámetros Uy \{, Z^^à^) ^^ 

B{n, 4 , ) , de donde G^{t) = p[-C^,<zl{^^,^ donde 

^nA„,(l-A„,) 

Denotamos por (¡Kt) la función de distribución de la 
normal íAftO, 1). 

m-GSt)=m-^+p[K{K,)<-c„] 
= # ) - 0 ( C „ , ) + l-<^(-C„,)-l + 

+p[z:(A„,)<-c„,] 

= m - <̂ (c„ ) + 4 z :( A„, ) < -c„, ] - ^(-c„, ) 

ahora bien, el teorema de Berry-Esséen ([3] p. 33) nos da: 

porque A„̂  -^ u. 

n—>oo 

Y J0(/)-0(Qr)l -^ O si Q -> í; ahora bien, 

M(A„,-M) n'/^ [v^;' («"'/^ Af + v/-(x, M)) - M 

K(l-A„,) 

lim -j====== 

«-~^A„,(l-A„J 

íA 

^«(1 - M) 

VA'(M) 

de donde //m C„, 
tA 

-^u{l-u)y/\u) 
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Observación 1: 

P|n^/^[y/'„(x,M)-VA(jc,M)]<o] -> 1/2 sin que esté sat-

isfecha la hipótesis de existencia de y/iu), porque C^^ = O 
para í = 0. 

Corolario 1. Sea C(x, y) una cópula verificando las 
hipótesis del teorema 1. 

Si además -—-y/{x,u)>0 para todo x > u, entonces: 
au 

es. _ i . 

Ju 

n^^^[\l/^{x,u)-\i/{x,u)] 
^ju{l-u)\|/'{u) <a 

dx 
I-Un 

-^ 0(a). 

Demostración. Se demuestra aplicando directamente 
la convergencia dominada. 

Descomposición de Bahadur utilizando y/Jx, u) 

En el caso de una v.a. unidimensional, el siguiente 
teorema de Bahadur propone una representación del cuan­
til empírico F~^ en función del cuantil F~^ y de la función 
empírica F^. 

Teorema 2 (de Bahadur) ([3] p. 91). 

Si F'" (F-\u)) existe y F' (F^\u)) > 0, entonces: 

F-\u) = F-'{u) + 
U-F,(F-\U)) 

F\F-\U)) 
+ R. 

con 

logn^ ' 
R.=0 

Defínición 2: 

es., n suficientemente grande. 

R^ = 0{g{n)) es. <=> 3Qo <= ^ tal que P{ÇIQ) = 1, y VU) 
e OQ, 3 B{a)) verificando |/?„(ío)| < B{(0).g{n), \/n suficien­
temente grande. 

Este teorema está basado sobre los tres lemas sigu­
ientes: 

Lema 1. Si F' {F^^{u)) > O, entonces: 

\Pñ\u)-F-\u\<-¿--['^ 
' ' F\F \uyj V n 

1/2 

es. 

Observación 2. Si además F'' (F~\u)) existe, 

^log(logn)^ 
\F;\U)-F-'{U)\< , \ , 

I " ^ ^ ^ '̂ F\F-'ÍU)) 
es. 

(ver [3] p. 96). 

Lema 2. Si F''(F-\u)) existe y si T^ _^ F^\u) enton 

ees: 

F(TJ ~ F{F-\u)) = (r„ - F-\u)) F' {F-\u)) + 
(9((r„ - I^\ü)f). 

Lema 3 (de Bahadur). 

Supongamos que F^' (F~\u)) existe y F^ (F^\u)) > 0. 
Sea (a„) una sucesión de números reales positivos tales 
que: a„ ~ CQ rf^'^ (log nY, n suficientemente grande con CQ 
> O y q > 1/2 y si designamos por: 

/f„„ = SUP|[F4F-'(M) + X)-F4F-HI.))]-[F(F-H«) + X)-F(F-H^))| 

entonces, 

H,„=0Ín-''\{Hnf''n.s. 

Apücamos estos resultados a las cópulas absolutamente 
continuas del vector (X, Y), con X -^ í/ [O, 1] e F -^ í/ [O, 1]. 

Para x fijo, denotamos por F(y) = C(x, y), F~^{u) = 
if/^(x, u) y F^\u) = \¡/{x, u). 

Lema 4. Si —C{x,\¡/{x,u)) = F'(y{x,u)) existe y es 

estrictamente positiva, entonces: 

|VA„(x,w)-VA(x,i/)|<-^(^^ 
1/2 

es. 

Demostración. Se hace lo mismo que en el lema 1. En 
efecto, ya se ha probado: 

P\{Vn - V̂l > e] ̂  2 exp - 2n 8], donde 
5^ = mm{F(\i/ + e) - u, u - Fiy/ - £)}. 

Ahora bien, 

F(y/ + e) - u = FX\¡f).e + e{£) 

1 —£-. I se tiene: y para £ = e^= — F\y/){ n 

All / , \\I2 

n ) ^ ' \ n 

para n suficientemente grande. 

(\ogn\ 
Así como, u - F(y/ - e^) > , entonces 

9 

2n 5g > 21ogn, por consiguiente P^y/^ - ŷ j > £„] < ̂ - . Se 

sigue que: 
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^Pl\¥n-¥\>^n]<+'^ 

y el lema de Borel-Cantelli implica que hay solamente un 
número finito de sucesos {|̂ „ - ^ > e,J que están reali­
zados, es decir, para n suficientemente grande, |I/A^ - y/| < 
£„ es. 

Lema 5. Si F^X\¡/{x, u)) existe, entonces 

Fixif^) - F(x¡r) = {Wn - ¥) nw) + 0{{xif^ - y/f) 

Demostración. En un entorno abierto de y/ix, u), se 
tiene: 

y por definición de 6(s^), se tiene: 

VE>0 , 377>0: 1̂1 <7] \o{s^)\^£s^ 

pues para n suficientemente grande: 

\F'M \F{iff„)-F{yf)~{y/„-Y)F'{y/)\: € + '• \{Vn-V) 

es decir, F(ii/„) - Fiy/) = (,y/„ - y/) FX\(/) + 0{{\¡/„ - v̂ )̂ ). 

Lema 6. Si F" (y/) existe y i " (v )̂ > 0 y si 

entonces 

H^^o(n'^'\lo,np^'') 

donde 

H,, = sup\[F,{ii/ + s)~F,^{x^)]-[F{xif + s)-F{xif)]\. 
\s\<a„ 

Demostración. Ponemos F(y) = C(x, y), x fijo. 

Sea (bj una sucesión de enteros positivos, tales que 

" F'iv) 
b,,-] 

entonces [-a,^, «„]= \J 

Denotamos por: 

l=~h„ 

^l,n-

0Cj=F\ ¥ + 
(/+1K 

^n J 

-F{w) 

Para todo s e 

la„ 

, se tiene: 

VA + -

la„ 
y/ + —^ 

<F„{w + s)<F„ ¥ + 
(/+1K 

^ 1 / 

<F{II/ + S)<F\ ¥ + 
(z+iK 

^n J 

porque F^ y F son crecientes. 

Estas dos últimas desigualdades implican: 

Gin - 0Ci,n ^ ÍFn(¥ + ^) " F,(yf)] - [F(y/ + ^) - Fiy/)] 

de esto se deduce: H^^ < K^ + B^ donde 

K^ = max {\GJ, I = -b,, ..., bj 

B„ = max {a;,,, / = -b„, ..., b^ - 1} 

• Probemos que B^ = Oirf^'"^) 

«,(/ + !) 
ûi/,. = ^ h/^+ 

^n y 

-F\ 

fl„(/+i) 

["',/,. F'(.)á.<^.supF'(.) 
''y/+ 

<^supF\y/ + s)<^ 
K \s\<a„ K 

porque F\\¡/ + ̂ ) = Í C(Í, \¡f + s)dt < 1, por consiguiente 
•'0 

• Probemos que K^ = 0\ . Sabemos 

que: 

pLn\ = -U¥) 

J 

f 7^ 

-F{¥) 
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Por tanto, 

nG; Un\ 
i=\ 

— n\ 

\x,<xj,<ilf+^ \xi<xJi<x¡f 

-F{W) 

• Si / > 0, se pone: 

X¡<X,Y:<\¡/ + ^ 
b„ 

[Xi<x,Yi<\¡/] 

n\Gi l,n\ I(^-^(^) 
/=1 

• Si / < 0, se pone: 

n\G^ 
Xn\ E(^-^(^) 

En los dos casos, las variables aleatorias V- son inde­
pendientes de Bernoulli de parámetro P^ donde P¡ = 

1/A + — ^ Fiy/) si / > O y por tanto F^ < Fiy/ + a„) 

F(y/). Y P^ = F(y/) - F y/ + -
la„ 

si / < O y por consigu-

V ^« J 
iente P^ < F{\¡r) - F(y/- a^. En los dos casos / > O o / < 
O, se tiene: 

p[|G,,„|>í]=F[n|G,,„|>ní] = /' |I(^-^(^) 
i=\ 

>nt 

según el lema de Bernstein ([3] p. 95), 

2 
4 | G , J > í l < 2 e x p — / ^ ^ 

Ponemos ahora t = t^=Qn ' (logn) ^ y puesto que: 

Pi <F{\¡í+a^) - F(y/) sil>0 entonces, P; < 2a,/'(y/) 
para n suficientemente grande, porque: 

F{ii/ + a„)-F{ii/) 
F'{y/)<2F'{iif). 

Así como para / < O, P̂  < 2 a , / ' (y/) para n suficiente­
mente grande. 

Por consiguiente. 

2{P¡+t„)- 1+9 
2a„F'{y/)+Qn-^"^{logn) 2 

i+q 
4n-"^logny +qn-''^logn)-í 

Cf log n 
\-q 

4 + C,n"" ' ' ( logn) 2 

1 / / I J-g 

ahora bien, q > 1/2; así pues rT (logn) ^ -> 0. Por con-

siguiente, para n suficientemente grande 

4 + Cin-^^^(logn)" <9 

es decir: 

nt^ C^logn 

2(P,+f„) 9 

Ya que C, es una constante positiva arbitraria se elige 

de manera que —^ > 2 es decir: Cj > ^18^ ^̂ ^ 

p[|G,,„|>íJ<2exp(-21ogn) = ^ . 

Por consiguiente: 

¿P[|G,,,|>Í„]<+OO 
n=\ 

y el lema de Borel-Cantelli nos permite escribir 

GiJ\<M-n-^'\\ogn) 2 es. 

de donde: 

\+q 

A:„=majc||G;„|,/ = -Z?,,,...,Z?„}<VÍ8n ^^"^(logn) 2 c.5. 

es decir, 

K^=0\n-^'\\ognyÍ'\c.s. 

Con los resultados de los lemas 4, 5 y 6, tenemos el 
resultado siguiente: 
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Teorema 3. Si F"'(y/ix, u)) existe y F' {\¡Kx, u)) > O, 
entonces 

/ X / X u-FJy/(x,u)) 

f^^ ^ 3 / 4 ^ logn 
donde R = o\ 

grande y F(y) = C(x, y). 

F'{y/{x,u)) 

c.s. para n suficientemente 

Demostración. Se sabe que yr^ {x, ú) ^ y/ {x, u) y 
puesto que F'' {y/) existe, el lema 5 nos da: F{yí^ - F(y/) 
= (VA, - y/) FXy/) + A, donde A, = 0{{yf^ - y/f). 

Se puede igualmente escribir: 

F{w„) - Fiy,) = F„{y/„) - F„(v )̂ - F„(VA„) + f„(VA) + 
Fmf„) - Fiw) 

lo que implica: 

donde A ; = [F„(VAJ - F.Cyr)] - [F{yf^) - F{y/)l 

Ponemos F^XVn) = " + A'', pues 
u - F^iy/) = (y/,^ - y/) F\y/) + A„ + A^ + A '̂ es decir: 

Ponemos R, = -(A, + A ; + K)l F\yr). 

• Se tiene |A„| < C{(û) (y/,^ - y/f y el lema 4 implica 
\y/^^ - yA^ < B(co)n'^ log n, pues |A,J < k((û)rf^ log n < 
k((D) rf^'^ (log nf'\ es decir, A„ = 0{n-^'\\og nf'^). 

• |A^|<//^,„ del lema 6 con ^ = ~^ así pues 

A;=o(n-^/^( lognf^) . 

. \A:\ = \F,^{y/,^)-u\<-<n-^^\lognf\ es decir, 

log n 
A ; ; = 0(n-^^\log nf\ así ^n=<^ 

Algoritmo para el cálculo de y/Jx, u) 

He aquí un algoritmo para el cálculo de y/^^^x, ü) para 
X y u fijos, O < w < X < 1. 

Sea (X,, F,), ..., (X ,̂ Y^ una muestra procedente de 
(X, F). 

Ponemos A^ = {(Xj, 7|), tal que Xj <x, / = 1, ..., n} y 

Observación 2. //m m^ = +oo, sino, es decir, si lim m^ 

es finito, entonces 

1 ^̂  
o = lim —^ = /¿m — y lr„ ^ 1 = ;c> 0. 

Sea Y^y j = 1, ..., m, el estadístico de orden de las 
proyecciones de A^ sobre Y. 

m Si u>—^, se toma ŷ ,̂  (x, w) = 1 

• si w<—^, entonces 3A: entero, ^ < m, - 1 tal que 

— <u< . Y en este caso, se tiene: 
n n 

y puesto que la función y -^ FJ^x, y) es escalonada de salto 
1 
—, se tiene pues 
n 

y/^(x, y) = F(̂ ,̂). 

Resumen y algoritmo: 

VA^(x,w) = 

SI U > — ^ 

si nu es entero y u<-m^ 

m„ YT^ U, si nu no es entero y u< —^ 

Descomposición de Bahadur utilizando los estadísticos 
de orden F. (i) 

Para x fijo, consideramos los estadísticos de orden F̂ -̂  
de las proyecciones de A^ sobre F. 

Como en la descomposición de Bahadur para y/,^(x, u), 
se necesita el lema siguiente: 

Lema 7. Sea (kj una sucesión de enteros tales que: 

^ = u+e\ 
n 

log n 

2 ( log n 
entonces F/. - I /A(X,W)<—;—r- — ^ c.̂ -. donde F(y) = 

I '" "̂ ^ 'I F\y/) K n ) 
C(x, y) verifica las hipótesis del lema 4. 
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Demostración. Se utiliza la misma técnica que para: 

1 /1 \ 1/2 

En efecto: 

Yi,)-V\>£n \K) \)>1' + ̂ n\ + P[Yk„<¥-e„] 

L « J I « 

= p\ 

donde ¥,=-1,^^ ^^ i. 

nÎF{Y + e„)-^]<J^m-EV,) 
i=l 

Así pues, el lema de Hoeffding ([3] p. 75) nos da: 

P [ F , >i/^ + £„]<exp-2n5f 

donde 5, = Fiy/ -h £^ - _2L Lo mismo para: 

p[Y,<y¡f-e,]<tx^-2no, 

donde ¿2 = - ^ - F(yA+ £,̂ ), de donde se tiene el resultado: 

P m,, - v/| > e j ^ 2 exp - 2n^ 

1/2 

con 5 = min(5i, ^2) y para £,̂  = — ^ ^ —— I se tiene 
F\\l/)\ n ) 

2n S^ >2 log n. En efecto: 

según la fórmula de Taylor-Young, por consiguiente: 

F{yr + £„)—^ = e„F'{y,)+e{e„)-e\ 

= 2('^'\'\e{e„)-e\ 

r.. ^ l / 2^ logn^ * 

riog_n_ 
l /2^ 

de donde: 
í \ l / 2 

vlogny n 
-^ 2 

así pues, para n suficientemente grande 

5f > l<^2n5f >21ogn 
logn 

Se hace lo mismo para probar que 

2n5 | >21ogn 

lo que implica 2n Ŝ > 2 log n. 

Entonces: 

>e. 

li se llega a la conclusión 

- " ^ y por el lema de Borel-Cantel-
n 

\ ) - y < £ . c.s. 

Teorema 4. Bajo las hipótesis del teorema 1 sobre 
C(x, y), sea 

n 
riogn 

\ ) = ¥i^^^) + 

donde ^ „ = 0 
riogn 

,1 n 

^ ) 

- ^ 

^ ) 

entonces 

!^-F^{x,w{x,u)) IF'{w) + Rn 

Demostración. Se hace lo mismo que en el teorema 1, 
tomando F̂ ^ ̂  en lugar de y/̂ . 

Corolario 2. Sea (A:„) una sucesión de enteros tales 
que: 

entonces 

n n' 
e(rr^'^\kxQ2i\ 

I \p.s. J^ 

b) V ^ ( F ( , P V A ) ^ 5 V ; 

Demostración: 

(V )̂ 

k u{l-u) 

'PWY [F'iwf 

a) Directamente a partir de las dos descomposiciones 
de Bahadur. 

b) Según el teorema de Slutsky, ya que 

4^{\i/„-\if)-^9Í 
( \ 

[nn] 
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA y^jc, u) 

Hemos visto que 

4ñ[\j/^{x,u)-Hí{x,u)) L 

^u{l-u)'\i/\u) 
>íA¿(0, 1) 

Esto nos permite dar un intervalo de confianza para 
\¡/{x. u). 

Para 0 < a < 1, sea K^ tal que P [Z < K^ = l - a 
donde Z -> íAÍ (0, 1). 

Proposición 4. Se pone 

K^\l/\u)^u{l-u) K^\i/\u)^u{l - u) 

• El coeficiente de confianza de IQ tiende hacia 1 - 2 a 
cuando n tiende hacia +oo. 

•Long /^ = "^ ^ g ^ ^ -^ 0. 

Pero los límites de IQ dependen de V/̂ (w) que es en 
general desconocida. Así pues, tenemos interés en dar un 
intervalo de confianza con los límites independientes de 
\lí\ü). 

Sean (/:,„) y (/:2„) dos sucesiones de enteros tales que: 

n 

Se pone 

J/2 

h = 

,1/2 

\.y\2.] 

Proposición 5. 

a) p\\i/{x,u)elg 1 -^ l - 2 a 

2K^\¡/\u)Juil-u) .̂ . 
b) Long I^ ^ Yñ ^'^' P^ "̂̂  ^ suftcien-

" n ' 
temente grande. 

Demostración. 

b) La diferencia entre los límites inferiores de IQ y 

^5.. es: 

y\fn{^.u)-
K^Y(u)^u{\~u) 

,1/2 -F„ 

= n'^^ 

según el corolario 2. 

Se hace lo mismo para la diferencia entre los límites 
superiores de IQ y 4 . 

k^\l/\u)^u{l-u) _ 

=n-' /2 M^n) " ̂ '̂  ) " ̂ aV^X")Xl-")l = K̂ "'̂ ' )• •̂̂ • 

Por consiguiente los límites superiores, así como los 
límites inferiores de IQ y I^ coinciden con una diferencia 

;asi seguramente" a 6\rr^^'^), es decir, igual casi seguramente 

2K^\l/\u)^u{l-u) 
Long I s^ 

mente grande. 
,1/2 

para n suficiente-

= P\ 
\¡í\u)^u(l-u) 

>K^ P[Z>K^] = a 

-^ a, asi pues 

(corolario 2). 

Se hace lo mismo para P\ Yn \<y/ 

PÍy/^Is ] -^ \-la 
L nJ„^oo 

de donde se tiene el resultado. 

Observación 3. Todos estos resultados son válidos 
para el caso multidimensional, definiendo la función cuan-
til asociada a C(x^, ..., x^ por: 

\\f (xj, ..., x^_i, u) = inf {x^ : C (x,, ..., xj > u} con 
O < w < C (x,, ..., x^_i, 1) 
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