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1. INTRODUCCION

Hay muchos problemas que se presentan en las diver-
sas ramas de la ciencia y la tecnologia, donde es preciso
asignar de forma apropiada cada objeto o patrén a la clase
o categoria a la que pertenece; como, por ejemplo, en el
campo de las tecnologias de la informacidn, para el reco-
nocimiento de caracteres manuscritos, cada simbolo (obje-
to o patrén) puede corresponder a una letra o a un nimero;
en el reconocimiento del habla los fonemas pueden ser los
patrones; en medicina, los patrones pueden ser las radio-
grafias digitalizadas, las imagenes obtenidas por resonan-
cia magnética o las ecografias, y se trata de clasificarlas
segin el tipo de patologia que presentan; en bioclogia, los
patrones pueden ser fotografias digitalizadas de plancton
que hay que clasificar, etc.

El problema que vamos a tratar aqui consiste en la
determinacién (estimacién) de la regla de Bayes en los
problemas de clasificacién mediante redes neuronales. Se
trata de clasificar una observacién, que procede de una
mixtura de m distribuciones, utilizando aprendizaje super-
visado basado en un conjunto de patrones (observaciones)
de entrenamiento.

Consideremos un.vector aleatorio X cuyo dominio es
el espacio muestral Q, su rango es RN y su distribucién de
probabilidad es una mixtura de m distribuciones de proba-
bilidad correspondientes a las clases C;, C,,...,C,, que son
subconjuntos de RN que pueden solaparse entre si. La pro-
babilidad a priori de la clase C,; es m,. Cada observacién
xeRN procede de una de estas poblaciones o clases. Si x
pertenece a la i-ésima poblacién (la clase C;) entonces
ocurre segiin la funcién de densidad condicionada, fi(x) =
f(x/C)), de X sobre C;, llamada verosimilitud. Sea a; la
accién que corresponde a asignar la observacién x a la
clase C,. Cuando la asignacion es incorrecta obtenemos un
error (o pérdida) igual a 1, mientras que dicho error vale
0 cuando la asignacién es correcta. La funcion de pérdida
que obtenemos es

Hera)=l; 4]

La funcion de riesgo asociada a una regla de decisién
miltiple ¢ = (¢,(x),....9,(x)), donde ¢(x) es la probabili-
dad de tomar la accién a; cuando se ha observado x [ver
Ferguson (1967)], es

i

R(C0)=">" L(Cpna;)Ec (#;(X))

J=1

=1-Eg (¢i(X))

Asimismo, el riesgo de Bayes con respecto a la distri-
bucién de probabilidad a priori & = (x,,...,%,), donde =, >
0,i=1,2,..,mymn+.+ x, =1, viene dado por la
expresion:

H0)=1-Y g (9(%) (L)

i=1

que se interpreta como la probabilidad de incurrir en una
clasificacién incorrecta utilizando la regla de decisién ¢,
habiendo ocurrido x segin la distribucién a priori 7.

Cualquier regla de decisién para la que

¢, (x)=0

siempre que 7, f(x)< max 7 fi(x)
1

i=1, 2,.., m, es de Bayes con respecto a 7, es decir, la
regla que minimiza el riesgo de Bayes (Hoel y Peterson,

1949).

Para determinar una regla de decisién de Bayes, se
definen las funciones discriminantes siguientes:

8 (0 =7 f, (Wk=1,2,.,m (1.2)
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Asi, para una muestra o patrén de entrada x, se asigna
x a la clase §; si

5, (x) > O, (x), Vk #i.

Por otra parte, la probabilidad condicionada de la clase
C,, dada la muestra x, llamada probabilidad a posteriori, y
que representaremos por f{C/x), viene dada por la expre-
sion:

f(c,./x)=”fTJE)(:)‘—) (1.3)

donde fix) es la funcién de densidad no condicionada de X.
Por lo tanto, se deduce que la regla de Bayes es aquélla
que corresponde a los valores maximos de las probabilida-
des a posteriori.

2. CONSTRUCCI()N DE LA FRONTERA DE
DECISION MEDIANTE REDES NEURONALES
COMPETITIVAS

Los métodos tradicionales para la obtencién de la regla
de decisién de Bayes tratan primero de estimar (aproxi-
mar) las funciones §,(x),..., 0,(x). Nosotros vamos a utili-
zar una filosofia totalmente diferente que consiste en tratar
de representar las fronteras de decisién en lugar de estimar
las distribuciones.

La regla de Bayes produce una particién en RN cons-
tituida por los conjuntos

D, = {xeRN tpx)=1hi=1,2,..m.

Por ejemplo, supongamos que tenemos una mixtura de
dos distribuciones Gaussianas bidimensionales y simétri-
cas con vectores media (1,1) y (~1,-1), y vectores varianza
(4,4) y (1,1), respectivamente. Si la distribucién a priori es
7w = (1/4, 3/4), entonces la regla de Bayes clasifica en la
clase C, a todas las observaciones (puntos) que estan den-
tro de la circunferencia que se muestra en la figura 2.1.
Dicha circunferencia nos determina la frontera de deci-
sion de la regla de Bayes. Los puntos que representamos
por el signo «+» corresponden a valores de la distribucién
con vector de medias (1,1), y los puntos representados por
el signo «+» corresponden a la distribucién con vector de
medias (~1,~1). Como son dos distribuciones bastante so-
lapadas, se puede observar el alto porcentaje de puntos mal
clasificados utilizando la regla de Bayes.

Ahora vamos a construir la frontera de decisi6én utili-
zando un ¢onjunto de vectores de referencia (o prototipos)
para cada una de las dos clases. Estos vectores de referen-
cia los vamos a determinar mediante un proceso de apren-
dizaje supervisado utilizando un conjunto de patrones de
entrenamiento. Supongamos que {x(1),...,x(k;)} son k,
patrones de entrenamiento de la clase C; y {x(1),...,x(ky)}
son k, patrones de entrenamiento de la clase C,. Conside-

Figura 2.1. Frontera de decisién de la regla de Bayes.

remos una red neuronal competitiva [ver Hertz, Krogh y
Palmer (1994)] con L unidades de proceso (tantas como
vectores de referencia vayamos a utilizar). Cada unidad de
proceso tiene asociado un peso sindptico. Sea w; el peso de
la unidad de proceso i, i = 1, 2,...,L.. Para cada entrada
xe RN, el potencial sindptico de la unidad de proceso i
viene dado por la expresién:

N N
h:Zwux —lZW% i=12,..L
/] ijt 2 ij° t Rt EERT
j=1 Jj=1

Obsérvese que si h, > h, entonces el vector w, estd mas
cerca del vector de entrada x que el vector w, (utilizando
la distancia euclidea).

La salida de la unidad de proceso r es igual a uno
siempre y cuando

h, = msax h,

en caso contrario vale cero. Es decir, sélo se activa (valor
de salida igual a uno) la unidad de proceso de mayor po-
tencial sindptico, que se considera la ganadora. El resto de
las unidades de proceso tienen un valor de salida igual a
cero (desactivadas).

Por lo tanto, la unidad de proceso ganadora debera de
identificar la clase a la que pertenece el patrén de entrada.

Para determinar los pesos sindpticos vamos a utilizar la
siguiente regla de aprendizaje supervisado:

* Si r es la unidad ganadora, entonces

w,(k)+a(k)[x(k)-w, (k)] sixeC,

w(k+1)= wr(k)~a(k){x(k)_wr(k)] sixgC,
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¢ Sir no es la unidad ganadora, entonces no modifica
su peso sindptico.

Por lo tanto, cuando el patrdn de entrada x es de la
clase que corresponde a la unidad ganadora, entonces el
vector de pesos sindpticos de dicha unidad se modifica
acercandolo al patrén de entrada x, pero si corresponde a
otra clase entonces se modifica alejéndolo del vector de
entrada.

La tasa de aprendizaje, a(k) € [0,1], controla el grado
de acercamiento (o alejamiento) del vector de pesos sindp-
ticos al vector de entrada. Una eleccién apropiada de la
tasa de aprendizaje viene determinada por la siguiente
ecuacién recurrente [ver Kohonen (1997)]:

_ ofk—1) =
1+s(k)a(k—1)°

g ligean

o(k)

donde s(k) = +1 si la clasificacién es correcta y s(k) = —1
si es incorrecta. Se puede tomar un valor inicial de o igual
a0.1.

Los patrones de entrenamiento son introducidos en la
red varias veces hasta concluir el proceso de aprendizaje y
obtener los pesos sindpticos, que no son otra cosa que los
vectores de referencia que queriamos determinar.

Sea {w;e R¥:i e I} un conjunto de vectores de re-
ferencia de la clase C,, s = 1, 2,..., L, y representemos la
distancia euclidea entre los vectores x y w; por d(x,w,).
Dado un valor x de la variable aleatoria X, lo clasificare-
mos en la clase C, si

min d(x, wl-} < rjyéil?{d(x,wj}, Vs # h.

iel,

Los ‘vectores de referencia determinan poligonos de
Voronoi, de manera que la frontera de decisién de la regla
obtenida viene configurada por lados de dichos poligonos
de Voronoi. Por ejemplo, supongamos que tenemos 25
patrones de entrenamiento, que son puntos generados alea-
toriamente de una variable bidimensional gaussiana con
vector de medias (1,1) y vector de varianzas (4,4). Ade-
mds, consideremos 75 patrones de entrenamiento genera-
dos aleatoriamente de una distribucién gaussiana con vec-
tor de medias (-1,-1) y vector de varianzas (1 1). Si
utilizamos una red neuronal competitiva con 16 unidades
de proceso y realizamos el proceso de entrenamiento de la
red con los patrones citados, se obtienen, después de 2.000
iteraciones, los 16 vectores de referencia que se muestran
en la figura 2.2 con el simbolo «o»; cuatro de ellos son de
la primera clase y los doce restantes de la segunda. La
frontera de decisién viene determinada por dichos vectores
de referencia y es de tramos lineales (lados de poligonos
de Voronoi).

Por lo tanto, este método de determinacién de la fron-
tera de decisién, Hamado clasificador de prototipos mas
cercanos, realiza una agrupacién de los patrones de entre-

Figura 2.2. Frontera de decisién determinada por los vectores de refe-
rencia.

namiento y sustituye cada grupo obtenido por su corres-
pondiente centroide. Los centroides de dichos grupos son
precisamente los vectores de referencia que se utilizan para
determinar la frontera de decisién. El problema se reduce
a disefiar un buen conjunto de vectores de referencia (pro-
totipos) que consiga una tasa de clasificacién incorrecta lo
menor posible.

Si utilizamos los mismos patrones de entrenamiento
como patrones de prueba para analizar la tasa de clasifica-
cién incorrecta (resustitucién), vemos que sélo clasifica
incorrectamente a cuatro, mientras que utilizando la regla
de Bayes clasificamos incorrectamente a seis de ellos. Con
esta técnica de condensacién se pueden conseguir errores
de resustitucién iguales a cero, eligiendo un conjunto apro-
piado de vectores de referencia.

3. DETERMINACI()N DE LA REGLA DE
DECISION DE BAYES MEDIANTE UN
PERCEPTRON MULTICAPA

Consideremos un problema de clasificacién de patro-
nes de dos categorias C, y C, que siguen funciones de
densidad Gaussianas N-dimensionales, f(x/C), i = 1,2,
dadas por la expresién:

N . 1 x—wY =7 (x = u
f(x/Ci)—m p{ S =) = uz)}

donde y; es el vector de medias de los patrones que pro-
ceden de la clase C; y X, es la matriz de covarianza de la
clase C,, para i = 1,2.

Consideremos un Perceptrén Muiticapa [ver Haykin
(1994)] con N unidades de entrada, 2N unidades de proce-
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so (neuronas) en la capa oculta y una unidad de proceso
(neurona) en la capa de salida. Como funcién de transfe-
rencia en las unidades de proceso de la capa oculta se va
a utilizar la funcién logistica:

1
= R,
o) 1+exp(-u) “e

y -esta misma funcién en la unidad de salida. Por lo tanto,
esta red neuronal implementa la funcién

2N N
Flrcw)=9 Z“’"’[ Wi ‘91]
1 i=]

=

donde ¢ = (c,....c,y)" es el vector de los pesos sindp-
ticos de la capa de salida y w = ((wy)) es la matriz de los
pesos sindpticos de la capa oculta. En la figura 3.1 se
muestra la arquitectura de Perceptrén Multicapa con dos
sensores de entrada, cuatro neuronas en la capa oculta y
una neurona en la capa de salida.

Figura 3.1. Perceptrén Multicapa.

Los pesos sindpticos se determinan siguiendo un pro-
ceso de aprendizaje supervisado, conocido como algorit-
mo de retropropagacién (con sus multiples variantes,
como la inclusién del término de momentos o el algoritmo
de Leberberg-Marquart), que utiliza dos conjuntos de pa-
trones de entrenamiento (un conjunto S, de la clase C, y
otro S, de la clase C,). Con dicho proceso de aprendizaje
se pretende minimizar el error cuadritico entre la salida
del Perceptrén Multicapa y la salida deseada para el patrén
de entrada x, es decir, minimizar la expresién:

EC=Y (F(x, ¢;w— 1)’ +Y F(x, &,wY,

x€8, xeS,

pues se desea que la red tenga una salida F(x,c,w) igual a
1 cuando el patrén x es de la clase C, y una salida igual
a 0 cuando dicho patrén sea de la clase C,. Sin embargo,
si todos los patrones fuesen introducidos en la red segin
las respectivas distribuciones de probabilidad de las cate-
gorfas C, y C,, se obtiene el error cuadrético medio (espe-
rado) dado por la expresién

ECMy =, J (F(x,e,w)— 1)2 fx/C)dx+m, j F(x,c,w) f(x/Cy)dx,
RY RY

y utilizando (1.3) se llega a la expresién

= j [F(x.cow)= £(Cy 1 2] F(x)dx+ J A(G 1) (1= F(C1 %)) F(x)dx

donde sélo el primer término depende de los pesos sindp-
ticos. Asi, el algoritmo de retropropagacién modifica los
pesos sindpticos iterativamente de forma que decrezca el
error cuadratico medio, o lo que es lo mismo, el primer
término de la expresién anterior, que conlleva a que la
salida de la red, F(x,c,w), tienda a la probabilidad a pos-
teriori, f{C/x), de que un patrén dado x pertenezca a la
clase C,.

Funahashi (1998) ha demostrado que f{C,/x) se puede
aproximar en sentido estadistico por la red neuronal que
estamos utilizando [la distancia L? entre la funcién de
entradas y salidas de la red neuronal, F(x,c,w), y la distri-
bucién de probabilidad a posteriori, f{C,/x), ponderada con
la funcién de densidad f(x), tiende a cero].

4. FUNCION DISCRIMINANTE DE BAYES:
APROXIMACION POR REDES NEURONALES
MULTICAPA

Consideremos la funcién discriminante de Bayes

g(x) = 8,(x)-g,(x),

donde g,(x) = log(nf{x/C;)), i= 1,2, de manera que se asig-
na x a C; si g(x)>0 y a C, si g(x)<0. Cuando las distribu-
ciones son Gaussianas la funcién g(x) es un polinomio
cuadrético de N variables y la superficie de decision, dada
por g(x)=0, es una forma cuadratica en RN.

Vamos a aproximar la funcién discriminante g(x) me-
diante un Perceptrén Multicapa con 2N unidades de proce-
so en su capa oculta. La salida deseada serd igual a 1 si el
patrén es de la clase C, y serd igual a —1 si es de la clase
C,. Por ello, vamos a utilizar como funcién transferencia
para las unidades de la capa oculta la funcién tangente
hiperbdlica, que viene dada por la expresion:

Podemos tomar, como funcién de transferencia para la
unidad de salida, esta misma funcién o la funcién identi-
dad. Por ejemplo, consideremos una mixtura de dos distri-
buciones Gaussianas bidimensionales con vectores de me-
dias (1,1) y (_1,_1), y vectores de varianzas (4,4) y (1/4 1/
4), respectivamente. Supongamos que la distribucién a
priori es m _ (1/4, 3/4). Vamos a aproximar la funcién
discriminante de Bayes mediante una red neuronal multi-
capa con dos sensores de entrada, una capa oculta formada
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por cuatro neuronas y una neurona solamente en la capa de
salida, como se muestra en la figura 3.1.

El algoritmo de retropropagacién clasico suele requerir
muchos ciclos de aprendizaje (introducir muchas veces los
patrones de entrenamiento) hasta alcanzar unas tasas de
error satisfactorias. Por ello vamos a determinar los pesos
de la red neuronal siguiendo la regla de aprendizaje de
Lebenberg-Marquart, que aunque realiza una mayor canti-
dad de cémputo en cada iteracién, sin embargo requiere
una cantidad mucho menor de ciclos de entrenamiento. En
nuestro ejemplo hemos realizado sélo 20 barridos o ciclos
de entrenamiento, es decir, hemos introducido en la red 20
veces €l conjunto de patrones de entrenamiento. Los pesos
sindpticos de las neuronas de la primera capa, que se ob-
tienen utilizando como conjunto de entrenamiento 400
patrones extraidos aleatoriamente de la mixtura de distri-
buciones Gaussianas citada anteriormente, vienen dados
por la siguiente matriz:

-1.3126 -7.5687 11.4839 3.7210 )
17144507 -2.8397 16.1994 -2.2595)

el sesgo de cada una de las cuatro neuronas de la primera
capa, viene dado por

b, = (71.9758 -3.8061 -3.78404.1173);
los pesos sindpticos de la capa de salida son:

W, = (-35.3992 -33.25631.7358 -33.5957),
y ¢l sesgo de la neurona de salida es

b, = 37.5996.

La curva de nivel de la funcién implementada por esta
red neuronal que corresponde al valor cero viene trazada
en la figura 4.1. Esta red clasifica incorrectamente sélo a
cinco patrones.

Figura 4.1. Frontera de decisién de la funcién discriminante de
Bayes g(x) aproximada por un Perceptrén Multicapa.

Sin embargo, esta aproximacién no estd bien funda-
mentada. Si en lugar de utilizar la funcién g(x) utilizamos
una transformacién monétona creciente de la misma, con-
cretamente la funcién ¢(g(x)), donde ¢ es la funcién logis-
tica, la regla de decisién de Bayes se puede establecer de
la forma siguiente:

*» asignamos x a la clase C, si @(g(x))>1/2, y
= asignamos x a la clase C, si @(g(x))<i/2.
(Qué es @(g(x))? Sustituyendo, se obtiene que

mf(x/C)

Plet)=2 I Q)+ mf(x/ G,

] = f(q /1 x),

es decir, ¢(g(x)) es la probabilidad a posteriori de la cate-
goria C,. Por lo tanto, hemos obtenido una clara interpre-
tacién de esta funcién discriminante. Asi podemos aproxi-
mar la funcién discriminante @{g(x)) mediante un
Perceptrén Multicapa con 2N unidades de proceso en su
capa oculta y tomando como funcién de transferencia para
la unidad de salida la funcién logistica ¢{u), pues toma
valores en el intervalo [0,1]. La salida deseada sera igual
a 1 si el patrén es de la clase C, e igual a O si es de la clase
C,. De esta forma la red neuronal impiementa la funcién
dada en (3.3) como aproximacién de la funcién discrimi-
nante @(g(x)), que no es otra cosa que la probabilidad a
posteriori de la clase C,.

Por ejemplo, consideramos una mixtura de dos distri-
buciones Gaussianas bidimensionales con vectores de me-
dias (1,1) y (-1,-1), vectores de varianzas (4,4) y (1, 1/4),
respectivamente, y supongamos que la distribucién a prio-
ries w = (1/4, 3/4). Para estimar la funcién discriminante
¢(g(x)) vamos a utilizar un Perceptrén Multicapa con cua-
tro unidades de proceso en la capa oculta y una unidad de
proceso en la capa de salida, que tienen la funcién de trans-
ferencia logistica ¢. Si determinamos los pesos sindpticos
utilizando el proceso de aprendizaje de Lebenberg-Mar-
quart, con s6lo 20 ciclos o épocas de entrenamiento para
400 patrones de entrenamiento generados de dicha mixtu-
ra, obtenemos la aproximacion de la funcién discriminante
¢(g(x)) cuya curva de nivel para el valor 1/2 viene repre-
sentada en la figura 4.2. Como las distribuciones estdn més
solapadas se obtiene un error de sustitucién de 12 patro-
nes, mayor que en el ejemplo anterior.

Si ahora consideramos una mixtura de dos distribucio-
nes Gaussianas bidimensionales con vectores de medias
(1,1) y (-=1,-1), vectores de varianzas (1,1) y (1, 1), enton-
ces el Perceptr6n Multicapa implementa la funcién discri-
minante cuya curva de nivel en el valor 1/2 viene represen-
tada en la figura 4.3, y como las distribuciones estan muy
poco solapadas se consigue un error de sustitucién igual a
cero.

Finalmente, si los vectores de varianzas fueran (1,1/4)
y (1/2,2), respectivamente, entonces la funcién discrimi-
nante que proporciona el Perceptrén Multicapa tiene las
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Figura 4.2. Frontera de decisién de la funcién j(g(x)) aproximada
por un Perceptrén Multicapa con cuatro neuronas.en la capa oculta,

lineas de contorno (para el valor 1/2) segin se representan
en la figura 4.4. Como puede verse, ya no es tan simple
como en el caso anterior, al estar mds solapadas en ciertas
direcciones y tratar de buscar una buena separacién de las
dos clases. Es dificil de conseguir un error por sustitucién
igual a cero en este caso.

Figura 4.4. Frontera de decisién de la funcién j(g(x)) para distribu-
ciones con varianzas desiguales.

Por lo tanto, la adaptabilidad y la flexibilidad de las
redes neuronales las hacen apropiadas para aproximar la
frontera de decisién de la regla de Bayes cuando no se
conoce la distribucién de procedencia y sélo se dispone de
un conjunto de patrones entrenamiento.

Figura 4.3. Frontera de decisién con error de resustitucién igual a
cero.

5. CONCLUSIONES

Las redes de neuronas artificiales son especialmente
itiles para la extraccién de caracterfisticas y para la clasi-
ficacién. En este trabajo se ha puesto de manifiesto que
podemos conseguir una estimacién de las probabilidades a
posteriori y la implementacién de la funcidn discriminante
de Bayes mediante un Perceptron Multicapa. Asimismo,
utilizando una red neuronal competitiva, se consigue una
aproximacién de la frontera de decision de Bayes basada
en vectores de referencia. Por lo tanto, las redes neuronales
son una herramienta apropiada para el modelado de pro-
blemas en teoria de la decisién cuando no se conocen las
distribuciones de procedencia. Por otro lado, se ha dado
una interpretacién clara de la relacién funcional de las
entradas con las salidas, en el Perceptrén Multicapa, como
las probabilidades a posteriori, p(C,/x). Asi, la teoria de la
decision es también fuente de ideas para la neurocomputa-
cién.
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