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1. INTRODUCTION

Le Japon a annoncé en 1997 le lancement d'un projet
intitué «Earth Simulation» —le Simulateur de la Plandte
Terre—. Autrement dit la construction d'un «simulateurs,
c'est a-dire d'une représentation informatique du systéme,
permettant de visualiser 1'évolution de tel ou tel phénoméne
relatif a la Planéte Terre, d'éudier la sensitivité du systéme
a telle ou telle action.

Cette entreprise est-elle possible? Quels bénéfices peut-
on éventuellement en attendre?

Naturellement ces questions fondamentales occupent
de par le monde des milliers de chercheurs de toutes dis-
ciplines.

Ce qui suit exprime un point de vue «mathématique»,
qui n'a aucun caractére d'exhaustivité!!

Des questions «locales» de compréhension de
I'évolution du cadre de vie ne sont pas nouvelles. Dés 805,
le Doge de Venise (en fait de Rivoalto, le coeur de
l'actuelle Venise) se préoccupe de l'environnement, comme
on dirait aujourd'hui. Il confie 2 trois magistrats la respon-
sabilité du développement urbain, de l'assainissement et de
la préservation des bancs de sable naturels qui protégent
les lagunes des tempétes de 1'Adriatique.

Est ainsi crée la Magistrature des Eaux, dont on peut
voir encore aujourd'hui les bateaux blancs (2 moteur main-
tenant...) parcourir la lagune pour recueillir des données
sur son évolution physique, chimique, géographique, bio-
logique.

Des les décennies qui suivent la décisién de 805, la
Magistrature des Eaux rencontre les difficultés principales
suivantes:

a) 1l est impossible d'étudier le probléme «locale-
ment», il faut étendre la réflexion aux fleuves environ-
nants. '

b) la situation est en constante évolution, dont il est
important, mais difficile, de garder la «mémoire».

On voit, au fil des siécles, se préciser la question «glo-
bale»: étude du «systeme de la lagune» comme sous-sys-
téeme du systeéme global de la Planéte Terre.

La questtion globale a été posée, vers la fin des années
50, pour deux raisons fondamentales:

i) l'observation des importantes anomalies de 1'ozone
de la haute atmospheére (le «trou d'ozone»), suivant de peu
les mesures de la concentration de CO, montrant une trés
forte augmentation, phénomenes dont le caractere «global»
est évident;

it) l'arrivée des ordinateurs qui a permis d'envisager
des calculs sur les équations «modgles».

Des le 18&me siecle, Euler, d'Alembert se heurtent a la
difficulté des calculs alors «inextricables». Ils écrivent des
équations pour modéliser les grands phénomenes de la na-
ture. Par exemple en 1746, lorsque d'Alembert remporte le
concours de I'Académie de Prusse sur «l'ordre et la loi que
les vents devraient suivre» et qui aprés avoir «modélisé» le
systéme trés simplifié par des équations aux dérivées par-
tielles (les équations d'Euler!), se heurte au manque de don-
nées (c'est lui qui souligne) et «aux calculs impraticables»
auxquels tout cela conduit. Il ne songe méme pas 2 utiliser
les machines a calculer alors disponibles, la Pascaline de
Blaise Pascal ou celle (a roue) de Leibniz. C'est que ces
machines sont faites pour des calculs arithmétiques «sim-
ples» (comptabilit€) ou bien des tours de force d'ingéniosité
pour le prestige de leurs inventeurs...

* El presente trabajo se publica excepcionalmente en francés por ser el texto de una conferencia magistral por invitacién de la Real Academia de

Ciencias (Jacques-Louis Lions).
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11 faut attendre prés de deux siecles pour revenir a la
question, cette fois dans le cadre de la météorologie: peut-
on calculer 1'é€volution du temps (le temps qu'il fait) plus
vite que le temps n'évolue?

C'est le météorologue L.F. RICHARDSON {34] qui
s'attaque & cette question et publie un livre remarquable en
1922. Les équations pour ['atmosphére y sont données (et
sont encore utilisées aujourd'hui, sous le sigle «équations
primitives» de l'atmosphere). Il utilise des machines & cal-
culer —celle étudiées par Babbage au siécle précédent—.
11 réve méme du calcul paralléle. Mais il ne peut aboutir &
des résultats convaincants, faute de données suffisantes
(comme d'Alembert!) et parce que les machines a calculer
sont trés insuffisantes.

Le tournant historique est l'arrivée des ordinateurs, a la
fin des années 40, et du point de vue du calcul de la prévi-
sion météorologique, l'article de J.G. Charney, R. Fjortoft
et J. Von Neumann {3] «Numerical Integration of the
Barotropic Vorticity Equation».

On est ainsi amené graduellement aux questions glo-
bales, susceptibles d'éclairer également les questions lo-
cales (cf. sur cette évolution J.L. Lions [14]). Donc a la
notion de Simulation de la Planéte Terre, que nous étudi-
ons maintenant.

2. METHODOLOGIE «UNIVERSELLE»
POUR LA SIMULATION

La Science dispose désormais d'une méthodologie qui
jouit d'un caractére «universel», au sens: elle est suscepti-
ble de pouvoir contribuer 4 la compréhension de fout
phénomene des Sciences de la Nature, des Sciences de
I'Ingénieur, des Sciences de la Vie, et méme des Sciences

de I'Homme et de la Société.
J'insiste sur «susceptible» et «contribuer».

«Susceptible» parce que, comme on va le préciser, il
faut d'abord pouvoir modéliser' ce qui supoose d'abord
des études fondamentales, destinées a aboutir, si possible,
a des lois générales.

«Contribuer» parce que l'usage de la simulation n'est
pas chose facile et doit accompagner, conforter, préciser la
réflexion fondamentale du chercheur et de l'ingénieur.

Pas de simulation sans science, et la simulation ne peut
&tre mise entre toutes les mains...

Ces remarques faites, les principes de la méthodologie
«universelle» sont les suivants:

! Cette remarque est susceptible de beaucop d'aménagements et il
faudrait aussi s'entendre sur le sens de «modéliser».

(1) Ecriture des équations (aux dérivées partielles)
fondamentales, a partir des grandes lois de la Physique, de
la Chimie, des Sciences de la Vie,... Noter que ces équa-
tions sont trés généralement (& vrai dire toujours!) non
linéaires.

(2) Obtention de données

Les données relatives au systéme étudié sont indispen-
sables d'abord pour:

* ajuster les coefficients des équations,

* établir des conditions aux limites, (dont A. Turing
disait que, si les équations relevent de la Science, les con-
ditions aux limites relévent de Dieu...)

Dans le cas ou les lois générales sont trop incertaines,
ou contestables, des données «en quantité suffisante» per-
mettent une approche phénoménologique.’

(3) Analyse

Disposant d'un ensemble d'équations aux dérivées par-
tielles d'évolution, de conditions aux limites adéquates (on
l'espére...) et de conditions initiales (cf. Remarque ci-
apres), le probléme, mathématique cette fois, est-il «bien
posé», c'est-a-dire, selon J. Hadamard, «admet-il une solu-
tion unique dépendant continiment des données»?

On va, dans la suite, apporter (trés bri¢vement, en ren-
voyant pour les détails a la littérature) une réponse a ces
questions —réponse partielle on le verra— pour le sys-
teme de la Planéte Terre.

Une fois que I'on a (si possible) montré le caractére
bien posé du probléme, on dispose de méthodes générales
d'analyse numérique permettant d'écrire des algorithmes
stables et efficaces.

Ce qui ne signifie nullement que la question est alors
réglée: indépendamment de la difficulté d'écrire les
logiciels correspondants, les ordinateurs dont on dispose
ont-ils la «puissance» convenable?

Remarque 2.1. La question des conditions initiales
n'est pas une banalité. Dans les questions de météorologie
(et, bientdt, d'océanographie dynamique) —i.e. de prévi-
sion a court ou trés moyen terme— il faut évidemment des
conditions initiales précises et globales. Entreprise hors
d'atteinte. Par des techniques dites d'assimilation (on pour-
ra voir une simple introduction a cette question dans J.L.
Lions [14]) on calcule les données initiales manquantes
(c'est d'ailleurs une méthode génerale: on calcule les don-
nées manquantes a partir d'autres données qui seraient
autrement inutiles...).

2 On peut aussi tenter d'extraire directement des informations de
I'analyse des données et du «Data Mining»-approche différente, qui uti-
lise, elle aussi, les super ordinateurs!
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Pour les problémes de climatologie —donc globaux et
a long terme— la question des données initiales se pose
différemment, a partir de la notion d'attracteurs (la aussi
¢f. une simple introduction dans J.L. Lions, loc. cit.).

(4) Validation

Dans I'hypothése favorable ol toutes les questions qui
préceédent admettent une réponse positive, on peut donc, en
principe au moins, prévoir I'évolution du systtme (on pré-
cise cela dans la suite). Quelle confiance peut-on avoir
dans les résultats?

Cette questions est délicate dans le cadre du systeme
de la Planete Terre.

En effet

a) des expériences sont —c'est le moins que 1'on
puisse dire— difficiles...

Mais naturellement, les actions humaines ayant des
conséquences sur le systeme de la Plangte Terre,>* on peut,
pour celles de ces conséquences qui sont a échelle tempo-
relle pas trop longue, espérer «valider» un modgle...

b) On dispose de données paléo-climatologiques. On
peut dongc utiliser des modeles a partir de ces données,
avec des conditions initiales de, par ex., 10.000 ou -
100.000 ans (et en utilisant les attracteurs).

C'est un aspect fondamental, non abordé en détail ici.

¢} On tente de valider les modeles globaux par la
prédiction de phénoménes fondamentaux & un horizon tem-
porel de quelques années. Le premier sur la liste est le
phénomene dit ENSO (El Nifio-Southern Oscillation), qui
affecte l'intensité et la structure des ondes libres de 'océan
tropical (ondes de Kelvin) —qui 2 leur tour influencent la
température de surface de la mer, donc des échanges de
chaleur océan/atmosphere, donc modifient 1'atmosphere et
donc l'intensité des Vents Alizés. L'élévation de 1'océan
par rapport au géoide est mesurée avec une précision de
quelques centimétres par le Satellite Franco-Américan
Topex-Poséidon. On est peut-&tre proches d'une prévision
calculée par le modele global puis vérifiée par les données
altimétriques du satellite, avant d'étre vérifiée par les
conséquences observées pratiquement (péche, agriculture,
mousson, etc...), ¢f. I.F. Minster {28].

(5) Utilisation du logiciel validé

Lorsque I'on est arrivé a4 un modele validé, c'est-a-dire
dont les résultats numériques obtenus par un super ordina-
teur et un logiciel adéquat sont comparés favorablement a

3 C'est ce que présuppose la terminologie «Global Change».

4 Il'y a encore débat 1a-dessus —en tout cas au niveau global— C'est
incontestable au niveau local, qui est modelisé & «I'intérieur» du modele
global.

des résultats expérimentaux, on peut utiliser le modéle,
pour établir des scénarios d'évolution climatique possibles
(par ex. le phénomene ENSO pourrait-il devenir perma-
nent?), pour étudier la sensitivité du systéme de la Plangte
Terre a telle ou telle décision (normes sur les émissions de
CO, par exemple), etc...

Nous allons maintenant un peu préciser quelques unes
des questions précédentes, en insistant sur celles qui
relévent de méthodes mathématiques, et donc fournissant
un point de vue nécessairement trés limité sur ces prob-
lemes.

3. L'ATMOSPHERE

Le systeme global de la Planéte Terre comprend de
toute évidence deux «sous-systdmes» majeurs,

I'Atmosphére et 1'0céan.

Pour l'atmosphére, la géométrie est simple... dans une
premilre approximation, c'est a-dire si l'on «néglige» les
montagnes... On a alors affaire 3 un domaine géométrique
qui est le produit d'une sphére a 2 dimensions (2D) par
I'intervale (0, +e) (l'altitude). Dans ce domaine, on
s'occupe de la vitesse représentée par v = vitesse horizon-
tale,

w = vitesse verticale,

p = pression, p = densité,

T = température, ¢ = humidité.’

Pour les problémes globaux, les coordonnées
sphériques sont utilisées —avec une approximation en co-

ordonnées cartésiennes pour des problemes «locaux».

Les grandes lois générales de 'hydrodynamique et de
la thermodynamique sont utilisées.

Les deux points les plus marquants (pour commencer!)
sont les suivants:

(3.1) équilibre hydrostatique, i.e.

P .
> =P8

(ott z = altitude, g = accélération de la gravité),
et

(3.2) Iloi des gaz parfaits, i.e.
p=RpT

(ot R = constante des gaz pour l'air sec).

5 ¢f. JL. Lions, R Temam, S. Wang (LTW) [18] pour des préci-
sions la-dessus.
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Remarque 3.1. L'hypothése (3.1) est généralement
Jjugée satisfaisante, en premiére approximation. Pour le
cas ou cette hypothése n'est pas retenue, cf. R. Laprise
[10). m

Remarque 3.2. L'hypothése (3.2) devrait étre rem-
placée par

(3.3) p = RpT(1+0,61q)
(cf. le livre Peixoto-Oort [31]).

Les résultats qui suivent ne sont pas établis dans le cas
ot l'on remplace (3.2) par (3.3).

Il est probable (mais non démontré) qu'ils deviennent
valables si, comme il est suggéré dans J.L. Lions [15], on
remplace (3.3) par

(3.4) p =RpT(1+0,61g"), ¢" = sup(g 0)

(physiquement q est 2 0, les deux formules sont les
«mémes», mais mathématiquement, ce n'est pas la méme
chose!).

Une conséquence fondamentale de (3.1) est que l'on
peut, mathématiquement, passer du systéme de coordon-
nées {6, 0, z} (ou {x, y, z}) a {6, ¢, p}. La pression est une
variable, l'altitude z devient une inconnue! Cette idée, in-
troduite par R.C. Sutcliffe [36], A. Eliassen [8], N.A. Phil-
lips [32] conduit a la p-incompressibilité.

En effet, utilisant pour simplifier 1'écriture le systéme

d . . -
de coordonnées {x, y, z} et 7 désignant la-dérivée matéri-
elle, 1'équation de continuité s'écrit

d

(3.5) s

[poxdye] =0

ou encore en utilisant (3.1),

4

(3.6) ar

[ox dy dp] = 0.
La vitesse horizontale v est donnée par {% —?{-}
t

Introduisons maintenant la vitesse verticale dans le sys-
ttme de coordonnées x, y, p. Elle est définie par

-
37 o=

On déduit alors de (3.6)

G.8) divv+ 22 =0
ap

divv = %:— + % siv = {v, »} (ou ;;—6(%(1}1 sin 6) +
+ g—vz—) 6 = colatitude, ¢ = longitude).
¢

Dans un systéme de p-coordonnées, le fluide est p-
incompressible, la p-incompressibilité étant définie par
(3.8), et de formulation «identique» & la «vraie» incom-
pressibilité lorsqu'il s'agit d'un fluide incompressible (com-
me l'océan). ’

On reprend alors, dans le systtme de p-coordonnées,
I'écriture de toutes les équations.

On a-dimensionalise, et on «normalise» (rescale) toutes
les inconnues, en tenant compte des grandeurs caractéris-
tiques géométriques et-des valeurs «moyennes» des incon-
nues (valeurs connues). Les «détails» sont & vérifier avec
soin... Une mention particuliere pour la pression qui est
devenue la «variable verticale». On introduit

(3.9) P = pression atmosphérique nominale au sol

P, = pression atmosphérique «a la fin de
l'atmosphere», donc p, = 0.

On définit alors la variable verticale normalisée et a-
dimensionnalisée:

P-p
P-p,

(3.10) =

La géométrie est alors treés simple:

(3.11) domaine de I'atmosphére = S2 x (0, 1),

M = 0 correspondant au «sol» (ou & l'océan)

M = 1 correspondant a la «fin de I'atmosphere».

Mais évidemment le «sol» ainsi défini correspond en
fait & une surface «vraie» compliquée, d'oll la source de

difficultés qui seront évoquées au n.° 5 ci-aprés.

On aboutit ainsi au systéme d'équations aux dérivées
partielles suivant (cf. LTW [19])®

(3.12)

Y » i )
'?;-;'*-VVV—CI)—a-n- +L,v+g(ﬂcxv+V¢)—O,

$ Par rapport A ce travail LTV/ [19], on rajoute I'équation en q (cf.
LTW [18]) et l'on simplifie un p=zu (3.12),, pour éviter un facteur de
normalisation (on prend a = 1 dans LTW [19], (1.17)). Ceci est puremcnt
technique.
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oar ar 1 o

s VT — 0 — T- -~ = =
8t+v w8n+Lz : X, [N
-;—q+qu—w-§—i]_,+qu=Qz,
dzvv—g—?;=0,

% _ T

on K,

ol ¢ = gz (n'oublions pas que z est maintenant une incon-
nue!),

k=1{0,0,1}, f=2cos 6,

K, = K, (1) est une fonction régulitre > 0,

L, = opérateur elliptique du 2¢me ordre (diffusion),
€ est un «petit» paramétre (de l'ordre de 0,1),

0., O, sont des données qui incorporent les facteurs de
radiation et de sources.

Remarque 3.3. On met en évidence dans (3.12) le
facteur «petit» €, qui appelle des développements asymp-
totiques en g, une question fondamentale qui sera évoquée
dans l'Annexe a cet article. C'est le probléme des approx-
imations dites géostrophiques et quasi-géostrophiques.

On considére maintenant les conditions aux limites.

Pour 1 = 1, (fin de 'atmosphere) on prend, assez na-
turellement

(313 ¥ _, L

ot — désigne la dérivée co-normale par rapport a L,
n
L'.

Pour m = 0 (le «sol» ou «l'océan»), on prend encore

(G.14) @=0
et
(3.15) é%v;_ = % T =g,
ES
a_n,: = Y94 = 95
oll

g; = fonction donnée

¥, = fonction donnée dépendant de la géographie (selon
la nature de la végétation, des océans, des calottes gla-
ciaires). '

Remarque 3.4. L'hypothése hydrostatique (3.1)

«supprime» la dérivée & © et supprime l'opérateur de
diffusion par rapport a , donc par rapport a z.

On «affaiblit» donc les estimations a priori dans les
équations (3.12) (voir les détails techniques dans les arti-
cles cités).

On peut «rétablir la situation» de ce point de vue en
remplacant la derniére équation (3.12) par l'équation régu-
larisée

0 0 1 T 1 o
(3.16) §+vvw-w§% +L4co+—£7{:—;—a%

une situation qui sera considérée dans I'Annexe.

Remarque 3.5. Il y a «trop» de conditions aux limites
sur o, puisque ® = 0sin=0etsin=1, et quiln'y a
pas de dérivée seconde en 1 dans (3.12). Il y a donc une
condition de compatibilité:

(3.17) J;div udn = 0.

On démontre (cf. LTW [18], [20]) l'existence d'une so-
lution faible, globale en t, du systéme (3.12), (3.13), (3.14),
(3.15) auquel on ajoute les conditions initiales.

Remarque 3.6. On suit les méthodes de J. Leray
[11], [12], dans la présentation de J.L. Lions [16], avec de
légéres modifications diies au caractére trés «faible» de
ces équations (cf. Remarque 3.2 ci-dessus).

Remarque 3.7. Le probléeme d'unicité est ouvert.
Autrement dit, on ne connait pas d'espace fonctionnel oi
l'on puisse, pour toutes données initiales «raisonnables»,
démontrer Uexistence et l'unicité d'une solution du systéme
(3.12)...(3.15). Cette question est ouverte pour les équa-
tions (un peu plus simples) de NAVIER-STOKES depuis les
travaux de J. Leray, loc. cit., démontrant l'existence de
solutions faibles.

Remarque 3.8. Au systéme «central» d'équations
(3.12)...(3.15), on peut ajouter les équations d'évolution
des composantes chimiques, avec la méme structure
d'équations et des termes non linéaires correspondant aux
réactions chimiques entre les espéces.

4. L'OCEAN

Evoquons maintenant le deuxiéme «grand» sous-sys-
teme de la Plangte Terre, & savoir 1'Océan, plus précisé-
ment l'océan liquide.
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On désigne encore par v = vitesse horizontale,
= vitesse verticale,

p = pression, p = densité,

T = température,

S = salinité.

Remarque 4.1. Le nombre d'inconnues introduites
est le méme pour l'atmosphére et pour l'océan.

Lorsque l'on considérera (cf. Section 5) le couplage
entre l'atmosphére et l'océan, on notera par exemple par
v® (resp. v*) la vitesse horizontale dans l'atmosphére (resp.
l'océan, s = sea).

On a cette fois un fluide incompressible. On reste donc
dans le systeéme de coordonnées géométriques.

Naturellement on a-dimensionalise et on normalise,
exactement comme on a fait pour 'atmosphere.

Remarque 4.2. Attention, la normalisation faite (im-
plicitement) ici (pour les détails techniques, cf. LTW [21])
conduit a des temps différents. Il faut prendre garde a cela
lorsque l'on considére les systéemes couplés.

Les équations s'écrivent ici simplement:

4.1 % + vV + a)%+le+ -i—(ﬂch+Vp) =0

%” + vwWo + w%i—)+£,,co+ %(gzg-+pg)=0,
ar +vVT+w§Z- + LT + l0'160=Q1,

ot dz €
%S+vVS+w%§+LGS+i—sz=Qz,
divv+-0:)£— =0

qu'il faut compléter par une équation d'état (aprés transla-
tions sur les inconnues)

4.2) p=p1 - BT+ BsS]

oll By Bs> 0.

Dans (4.1), L, et £, désignent des opérateurs de diffu-
sion, et 0y, 0, désignent deux fonctions de z (cf. Remarque
4.6 ci-aprés).

Le domaine géométrique est représenté par

(4.3) {6, ¢} € I, c S* («i» = interface)
-h<z<0

profondeur vraie

ol h est normalisé: p =
h profondeur donnée H

.(les océanographes semblent, assez curieusement (?), pren-

dre H = 10km).

Remarque 4.3. Cela suppose que le fond de l'océan
est (géométriquement) connu. La surface T, contenue dans
S2, est trés compliquée, a deux titres:

(a) il faut nécessairement simplifier les cOtes terres-
tres, dont une représentation géométrique détaillée est
évidemment impossible!

(b) Ulinterface entre l'océan liquide et l'océan solide
est fort complexe, puisqu'il s'agit en fait d'une surface li-
bre, variable au cours du temps — élément fondamental
d'un changement climatique éventuel.

Une analyse mathématique compléte de cette question
est, a la connaissance de l'auteur, complétement ouverte.
Ces problémes sont déja difficiles pour des modéles sim-
plifiés. Cf. J.I. Diaz [5].

Remarque 4.4. Dans (4.3) on suppose que l'océan
supérieur est 7z = 0." Difficile d'étudier le phénoméne
ENSO, évoqué au n.° 2, dans ces conditions!

On pourra consulter par exemple LTW [22].

Remarque 4.5. On fait habituellement ['hypothése
«simplificatrice» hydrostatique, qui revient a remplacer
l'équation (4.1), par

(4.4) gﬂ +pg =0,
Z

Remarque 4.6. Pour arriver & la formulation (4.1)
on a en fait effectué une translation sur T et S de leurs
valeurs nominales moyennes et connues. Donc, dans (4.1),
T et S représentent les déviations par rapport & ces valeurs
et 0, 0, sont des dérivées en z (normalisées) de ces va-
leurs nominales moyennes.

Les conditions aux limites sont les suivantes:

(4.5) Conditions de flux sur v, homogéne au fond z =
~h, pour z = 0 correspondant au forgage par le vent

(46) w=0pourz=0etz=—h8

7 Hypothese dite du «couvercle rigide».

8 En prenant soin dans (4.5), (4.6) d'avoir {v, w} - n = O-sur le bord
du domaine, n désignant la normale au bord, sauf & entrer dans
I'inextricables difficultés...



Matemiticas: Jacques-Louis Lions

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 1998; 92 73

4.7

“.7) -92— = 0T + fonction donnée si z = 0,
an,q
i = 0S + fonction donnée si z = 0,
Bn,ﬂ
O _ B Gsiz= —n
ony, ony,

On montre alors, par-le méme type de méthodes que
celles évoquées au n.° 3, l'existence d'une solution faible,
globale en temps, du systéme, solution «plus faible» si
I'hypothese (4.4) est adoptée.

Comme au n.° 3, la question de I'éventuelle unicité est
ouverte.

5. COUPLAGE ATMOSPHERE-OCEAN

Il faut bien entendu avoir la méme normalisation du
temps dans les équations pour I'atmosphére et pour I'océan.
Si (comme dans LTW [18].) on normalise par le temps
«atmosphérique», cela revient a avoir deux ¢ différents, &”
et € respectivement pour l'atmosphére et pour 1'océan.

La seule difficulté qui demeure —mais elle est consi-
dérable!— est dans 1'établissement des conditions aux lim-
ites a «l'interface».

Du point de vue mathématique, on considére, puisqu'il
s'agit de variables sans dimension, M et z de la méme
maniére, d'oll le schéma Figure 1, l'interface étant par dé-
finition mathématique m = 0.

'\

n
1
atmosphere
0
océan
-h

Figure 1

Du point de vue physique, la «vraie» interface se situe
dans la bande hachurée représentée Figure 2.

Az

surface p = P

(=]

Figure 2

Il s'agit donc de conditions aux limites «épaisses» qu'il
faut «traduire» sur la surface 1 = 0. Cela conduit 2 intro-
duire la trainée (drag), ou a utiliser les lois de parois com-
me dans Achdou & Pironneau [1].

On obtient ainsi

F
(5.1) anl; - anu

= alv" —v*

(v“ - v") pour =0,
et des conditions de méme nature (cf. LTW [18]) pour les
autres inconnues.

On peut alors montrer (les «détails» deviennent de plus
en plus techniques, mais les principes restent les mémes)
l'existence d'une solution faible du systéme couplé atmos-

phere-océan (cf. LTW [18]).

Bien entendu, I'unicité est une question ouverte.

6. REMARQUES DIVERSES

Remarque 6.1. Pour arriver a des modéles plus réa-
listes, il faut ajouter au modeéle couplé, comme on l'a déja
dit

1. les éléments chimiques,

2. l'évolution des calottes glaciaires et les problémes
de frontiére libre, a quoi il faut ajouter

3. la biosphére —biosphére «forcée» par l'évolution
climatique— mais aussi introduisant un feedback (par
l'albédo par exemple) sur le modéle atmosphérique.

De trés nombreux travaux sont en cours sur ces sujets.

Remarque 6.2. Les parties «atmosphére» et «océan
liguide» introduites ci-dessus, conduisent comme il se doit
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a des équations sensibles aux conditions aux limites et aux
conditions initiales, situations de turbulence ou de chaos
(c'est le fameux «effet papillon» de Lorenz [25], [26]).
Pour tenter de résoudre les difficultés correspondantes, les
méthodes possibles sont les suivantes:

1. introduction de modéles «simples» de turbulence
—paramétrisation de la turbulence, comme par ex. celle
de Smagorinski [35]°— cf. une analyse d'autres paramétri-
sations dans R. Lewandowski [13].

2. décomposer la solution en deux parties, correspon-
dant & une variété «lente» et une variété «rapide», cf. E.N.
Lorenz [27], mettant 'accent sur l'une ou l'autre des com-
posantes selon I'horizon temporel considéré.

Remarque 6.3. Les modéles locaux peuvent utiliser
les résultats globaux comme conditions aux limites.

On peut également utiliser des méthodes de contrile
optimal.

Remarque 6.4. Une discrétisation trop fine, dans le
temps et dans l'espace, conduit.a des problémes dépassant
les capacités des plus gros ordinateurs disponibles. On
peut prévoir une amélioration des algorithmes et une aug-
mentation des capacités des super-ordinateurs qui autoris-
era l'introduction d'autres composantes du systéme de la
Planeéte Terre, au fur et a mesure des progrés de modeéli-
sation (par ex. pour la biosphére).

Remarque 6.5. On trouve dans la littérature spécia-
lisée un trés grand nombre de modéles «simplifiés»,
dépendant des sous-systemes considérés, de la région
étudiée, de l'horizon temporel envisagé. On peut tenter de
les obtenir les uns a partir des autres, en commengant par
un modeéle global, par une série de développements asymp-
totiques. Cet (immense) travail reste a faire. Seules des
bribes en sont connues. Cf. L'annexe et la bibliographie
correspondante.

Remarque 6.6. FEn ce qui concerne l'océan, il est
raisonnable d'envisager l'usage, au voisinage des cotes en
particulier,des équations des eaux peu profondes. Cf. la-
dessus P. Orenga [30].

Remarque 6.7. Le passage a la variable pression (cf.
n.° 3) pourrait peut-étre étre évité, au moins du point de
vue théorique, si l'on pouvait travailler directement sur le
systéme couplé compressible/incompressible. Pour des
résultats sur les cas incompressibles et compressibles, cf.
les ouvrages P.L. Lions [23], [24].

7. CONTROLE

Si tout ce qui précede (qui, encore une fois, n'est que
marginal dans l'ensemble des efforts mondiaux sur ces

° Dont l'introduction peut, comme observé dans LTW [5], résoudre
le probleéme de l'unicité. '

sujets) semble autoriser & répondre positivement a la ques-
tion: le «Simulateur de la Planéte Terre» est-il possible,
l'interrogation suivante est, comme indiqué dans
I'Introduction: «Quels bénéfices peut-on éventuellement en
attendre»?

Naturellement, le premier élément de réponse est de
«voir comment les choses évoluent» en simulant, selon les
hypothéses faites sur les émissions de gaz 2 effets de serre,
de particules, de polluants, I'évolution (probable) du sys-
téme de la Planete Terre a partir des calculs faits & dif-
férents horizons temporels.

On peut tenter d'apprécier l'influence plus ou moins
grande de tel ou tel paramétre. C'est l'analyse de sensiti-
vité. Mais que faire si les évolutions semblent préoccu-
pantes? Prendre «des mesures», c'est-a-dire adopter des
politiques de contréle.

«Controler un systéme» c'est agir sur lui, dans des
conditions acceptables de coliit, conformément a l'éthique,
en respectant les régles juridiques, de maniére a ce qu'il se
comporte selon nos voeux.

Peut-on envisager de contrdler le systeme de la Plangte
Terre?

Cette question n'est pas nouvelle. En 1955, dans un
article de Nature, J. Von Neumann [29] envisage une telle
possibilité, par ex. en changeant 1'Albédo des calottes gla-
ciaires par dispersion de poudre noire... et aprés avoir
évoqué la possibilité scientifique de résultats (autrement
dit: le systéme serait sensible & de telles actions), insiste
aussitdt, et fort judicieusement, sur le caractére déraison-
nable de telles actions!

11 faut donc poser le probleme différemment, en envis-
ageant, si nécessaire, des «contrdles défensifs», pour tenter
d'éviter des évolutions trop défavorables.'®

Les évolutions les plus défavorables sont celles qui

seraient les plus difficiles & contrdler, telles que rencon-
trées dans la théorie de la contrélabilité.

Un premier example est fourni par la surface libre de
l'interface entre océan liquide et océan solide. On sait alors
(cf. J.1. Diaz [5]) que —sur des modgles simplifiés— de
tels systémes ne sont pas contrflables: on ne peut pas,
avec des controles raisonnables, ramener le systtme dans
un état désiré, modifiant 1a surface libre.

Un deuxidme exemple est fourni par la bifurcation.
Une variante de cela est: pourrait-on contrbler des change-
ments de cours dans les grands courants océaniques? Cf. S.
Rahmstorf [33], W.S. Broecker [2]. Une étude du contrdle
de bifurcation, pour des systemes simplifiés, est en cours
J.I. Diaz & J.L. Lions [6].

Revenons a la définition donnée ci-dessus de contrble
d'un systéme. La question n'a de sens que si 1'on se fixe des
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objectifs, des critéres & optimiser. Dans les examples ci-
dessus, «éviter une possible bifurcation» est le critére. Mais
les problemes sont «multi-agents». Ce qui est mauvais pour
une région, peut étre bon pour une autre. Il s'agit donc de
problémes multi-critéres pour lesquels on cherche des op-
tima de type Nash ou Pareto.

Entrent dans ce cadre les contrfles sans regrets, ou a
moindres regrets, (J.L. Lions [17], D. Gabay & J.L. Lions
[9]) et J.1. Diaz & J.L. Lions [7].

Reste alors I'un des aspects les plus difficiles de ces
questions: que sont «les conditions acceptables de coiit»
évoquées dans la définition générale du contrble des sys-
témes?

On entre 1a dans des sujets économiques et soci-
ologiques. On se contente de référer au livre édité par G.
C. Daily [4].

8. CONCLUSIONS

Pour des problémes d'une telle ampleur, les conclu-
sions ne peuvent étre que provisoires. Le contrdle du sys-
ttme de la Planete Terre est un objet de préoccupation
depuis des siécles pour les questions locales.
L'aménagement de la Lagune de Venise, évoqué au début,
le montre, puisque entamé en 805 (peut &tre avant!) il
donne lieu en ce moment méme a des études trés nom-
breuses et a des efforts considérables.

A fortiori, en sera t-il de mé&me pour les problemes
globaux, évoqués déja par J.B. Fourier, mais un peu négli-
gés jusqu'a un passé récent?

Certes, les progres sont réels dans toutes les directions
(mathématiques) considérées dans cet article. D'autres, plus
techniques, sont présentés dans l'annexe. Mais n'oublions
pas d'Alembert lorsqu'il nous dit: «La Nature n'est pas
obligée de se conformer & nos idées»...

BIBLIOGRAPHIE

1. Achdou, Y. & Pironheau, 0. (1995) Domain decomposition
and wall laws. C.R.A.S., 320 p. 541-547.

2. Broecker, W.S. (1997) Thermohaline circulation, the Achilles
Heel of our Climate System: will man made CO, upset the
current balance? Science Vol. 278, p. 1582-1588.

3. Charney, 1.G., Fjortoft, R. & Von Neumann, J. (1950) Numer-
ical integration of the barotropic vorticity equation. Tellus 2, p.
237-254 (cf. aussi oeuvres complétes de J. Von Neumann, Vol.
VI, Pergamon, 1963).

10 Cest exactement dans ce cadre que sont prises les décisions sur
les normes autorisées d'émission de gaz a effets de serre, par ex.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 1998; 92 75

Daily, G.C. (ed) (1997) Nature's Services. Societal Depend-
ence on Natural Ecosystem. Island Press.

Diaz, J. I. (ed) (1997) On the mathematical treatment of energy
balance climate models Dans. The mathematics of models for
climatology and Environment, Nato Asi Series, Series I, Vol.
48, Springer, p. 217-254.

Diaz, J.I. & Lions J.L. (A paraitre) Control of Bifurcations in
Simplified Systems of Climatology.

Diaz, J.1. & Lions, J.L. (1998) On the approximate Controlla-
bility of Stackelberg-Nash strategies. Dans Mathematics and
Environment (a paraitre, Springer-Verlag).

Eliassen, A. (1949) The quasi static equations of motion with
pressure as independent variable. Geophys. Publications. 17,
n° 3.

Gabay, D. & Lions, J.L. (1994) Décisions stratégiques & moin-
dres regrets. Note C.R.A.S. Paris t. 319, Série 1, pp. 1049-
1056.

Laprise, R. (1992) The Euler equations of motion with hydro-
static pressure as an independent variable. Monthly Weather
Review, 120, p. 197-207.

Leray, J. (1933) Etude de diverses équations intégrales non
linéaires et de quelques problémes que pose I'hydrodynamique.
IMPA. 12, p. 1-82.

Leray, J. (1934) Sur le mouvement d'un liquide visqueux -em-
plissant I'espace. Acta Math. 63, p. 193-248.

Lewandowski, R. (1997) Analyse Mathématique et Océanogra-
phie. Collection R.M.A. Masson.

Lions, J.L. (1990) El Planeta Tierra. El papel de las matemdti-
cas y de los superordenadores. Instituto de Espafia.

Lions, J.L. (1995) Remarks on some mathematical problems
arising in climatology. ICIAM, Hambourg.

Lions, J.L. (1969) Quelques méthodes de résolution des prob-
lémes aux limites non linéaires. Dunod, Gauthier Villars.

Lions, J.L. (1994) No regret and low regret controls. An intro-
duction. Dans Environment, Economics and their Mathemati-
cal Models R.A.M. Masson, ed. par J.1. Diaz et J.L. Lions, p.
101-129,

Lions, J.L., Temam, R., Wang, S. (1993) Models for the cou-
pled atmosphere and ocean. Computational Mechanics Vol. 1,
n° 1, p. 3-120.

Lions, J.L., Temam, R., Wang, S. (1994) Geostrophic Asymp-
totics of the Primitive Equations of the Atmosphere. Topolog-
ical Methods in Non Linear Analysis, Vol. 4, p. 253-287.

Lions, J.L., Temam, R., Wang, S. (1992) New formulations of
the primitive equations of atmosphere and applications. Non
linearity 5, p. 237-288.

Lions, J.L., Temam, R., Wang, S. (A paraitre) On mathemat-
ical problems for the primitive equations of the ocean. The
mesoscale mid latitude case.



76 Matemadticas: Jacques-Louis Lions |

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 1998; 92

22, Lions, JL., Temam, R., Wang, S. (1994) Free boundary value
problems for the coupled models of the atmosphere and the
ocean. C.R.A.S. Paris, t. 31, Série I, p. 1165-1171.

23. Lions, P.L. (1996) Mathematical topics in Fluid Mechanics
Vol. 1, Oxford Univ. Press.

24. Lions, P.L. (1998) Vol. 2, Oxford Univ. Press.

25, Lorenz, E.N. (1963) Deterministic non-periodic flow. J. At-
mos. Sc. 20, p. 130-141.

26. Lorenz, E.N. (1964) The problem of deducing the climate from
the governing equations. Tellus XVI(1), p. 1-11.

27. Lorenz, E.N. (1986) On the existence of a slow manifold. J.
Atmos. Sc. 43 (15), p. 1547-1557.

28. Minster, J.F. (A paraitre) Topex Poseidon, le niveau de la mer
et la circulation des océans.

29. Von Neumann, J. (Juin 1955) Can we survive Technology?

Fortune, (cf. aussi oeuvres completes, Pergamon Press, Vol.
6).

30. Orenga, P. (1995) Un théoreme d'existence de solutions d'un
probleme de shallow water. A.R.M.A. Springer Verlag 130, p.
183-204.

31. Peixoto, J.P. & Oort, A.H. (1992) Physics of Climate. Ameri-
can Institute of Physics, New York.

32. Phillips, N.A. (1957) A coordinate system having some special
advantages for numerical forecasting. J. of Meteorology 14, p.
184-185.

33. Rahmstorf, S. (Nov, 1995) Bifurcations of the Atlantic ther-
moaline circulation in response to change in the hydrological
cycle. Nature 378, p. 145-149.

34. Richardson, L.F. (1922) Weather Prediction by Numerical
Processes. Cambridge Univ. Press.

35. Smagorinsky, J. (1963) General circulation experiments with
the primitive equation. 1. The basic experiments. Monthly
Weather Review 91, p. 99-164.

36. Sutcliffe, R.E. 91947) A contribution to the problem of devel-
opment. Quest. J. Royal Meteor. Soc. 73, p. 370-383.

ANNEXE

1. Modéle général

On va introduire, dans cette annexe technique, un
modeéle géneral qui contient tous les modeles introduits
dans le texte, et en contient également de nouveaux.

Les probiémes asymptotiques d'approximation quasi-
géostrophique entrent alors tous dans un méme cadre,
chaque modgle particulier devant bien entendu donner lieu
2 une étude beaucoup plus précise (si possible) concernant
les oscillations en ¢ et les couches limites.

On introduit un espace de Hilbert
1) u=ux ¢

U

Il

{uchue t,ced

oll

(1.2) «
U = {ulu = {v, whv = {nw, n} e HQ), we H(Q)
divu = 0, un = 0 sur 9Q}

olt Q est un ouvert quelconque de IR® ou le produit d'une

variété 2 deux dimensions par un intervalle, et ott 7 est
donné par

13) @ = {de e H' (@)} (done w* = H'(Q)")

Remarque 1.1. Si-{'on se place pour simplifier en
coordonnées cartésiennes

My ow
14) divu= M . M
A dve =+ ot o

on prendra garde que cette notation peut étre différente de
celle de certains des exemples du texte oii l'on avait posé

M, .
1.5) divv = -+ + =2
(1.5) divv ™ + o,

et ot l'on avait la condition

(1.6) divv + % =0(z = x)

Dans le cas de Uatmosphére, on avait remplacé w par
w, vitesse en p-coordonnées normalisées et alors on avait
en fait

A divv-22 -0, ne 1)
oz
pour que le bas de l'atmosphére soit a 1= 0, d'oi le signe
«—» dans (1.7). Naturellement tout se rameéne au cas (1.2).

Remarque 1.2. Dans les exemples, on aura pour
l'atmosphére

¢={T, ¢}
et pour l'océan

c={T, §}

Donc m = 2 dans les exemples considérés dans le texte.
Mais lintroduction de la situation générale considérée ici
simplifie plutot les choses...
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Remarque 1.3. Dans (1.2), n désigne la normale a
o2 dirigée, pour fixer les idées, vers l'extérieur de Q.

On introduit maintenant
(1.8) # = ' x #?

}[1

It

{ulu e INQ), divu = 0, un = O},

5_[2

{de e 2@}

avec sur # (resp. #) le produit scalaire

y

(1.9) (w ”A)ﬂ(' = (w, 13I)LZ(Q)'*' (var ‘32)1}(9)"" (w, W),}(Q)

(resp.

n

(1.10) (e é)ﬂz = D 0i(es &)

i=1

2(@)

ol les o, sont des constantes > 0 données. Donc le produit
scalaire dans # est donné par

A1) (fw e} {a &), = (w @)+ (¢ 6,0
Remarque 1.4. Le choix de (1.10) est purement tech-
nique. On prendra en fait o; = 1, Vi sauf dans l'exemple

2.3 ci-aprés.

On introduit maintenant

(1.12)
AU, U ) = forme bilinéaire continue sur U X T, telle que
U, U) z oul, @>0, VU € «

On se donne ensuite 1'opérateur D tel que
(1.13) De LA H)

qui vérifie
(1.14) D* =-D.
On introduit ensuite I'opérateur non linéaire
(1.15) uVU

b ax, X
composantes du vecteur U.

donné par [vl -;- + vy + wij X, olt X est I'une des

Avec ces notations, on considere finalement, I'équation
non linéaire sous forme variationnelle

(116) (v
5

0),{+ (uVU, 0),{““54((]’ l}) +

»
H

+ Lou, 0), = (r. 0
(1.17) U e LX0,t,; 1), t, > 0 donné quelconque,
(1.18) U0)=U’e #H,
ou F est donné dnas L*(0, t,; U").

Remarque 1.5. Le systéme précédent contient les
équations de Navier-Stokes et toutes leurs variantes habitu-
elles comme cas particuliers.

Remarque 1.6. On a existence d'une solution faible,
l'unicité étant une question ouverte. Cf. les travaux de J.
Leray de la Bibliographie du texte, ainsi que J.L. Lions
[16] de cette Bibliographie. Cf. aussi J.L. Lions [14] de la
Bibliographie de 'Annexe.

Remarque 1.7, L'opérateur A contient des intégrales
de volume dans Q ainsi que des intégrales de surface sur
0. Ces derniéres peuvent également contenir des termes
non linéaires monotones (cf. les travaux LTW du texte), ce
qui n'affecte pas les remarques qui suivent.

Si I'on désigne par U, une solution de (1.6), (1.7), (1.8)
la question générale de toutes les approximation quasi-
géostrophiques est l'étude du comportement de U, lorsque
€ 0.

Sous I'hypothése (1.14), il y a une estimation a priori
indépendante de &:

119 Uellpo, sy * Wellio, oy S
¢ = constante indépendante de e.

On note, en effet que, pour toute composante X du
vecteur U, on a:

(1.20) [ (VX)Xdx =0

(le produit scalaire dans L*(2) est pris dans (1.16) par abus
d'écriture) et par ailleurs

(DU, U)y=0
grice a (1.14).

Donc remplagant U par U, dans (1.16) (cette «démon-
stration» est un peu rapide, cf. J.L. Lions [14] ou [16] du
texte), on obtient

1 d

3 o+ 2, v) < del v,

¢ = constante indépendante de €, d'od 1'on déduit (1.19).
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Le probléme est alors 1'étude (non résolue dans le cas
géneral présenté ici) du comportement de toute solution U,
lorsque € — 0.

Remarque 1.8. A vrai dire, on peut introduire un
probléme «abstrait» un peu plus général, utile dans
l'exemple 2.2 ci-apreés.

On considére un opérateur différentiel ou intégro-dif-
férentiel

(121) A e(2@) ; (@)
et on définit

(1.22) ' = adhérence dans H'(Q)* des fonctions

régulieres dans Q telles que Au = 0 et qui vérifient des
conditions aux limites convenables,

(1.23) #'= adhérence dans L*(Q)* du méme sous-
espace que celui considéré dans (1.22).

On peut alors considérer, dans les espaces U= U' X
U2, H=H'x H? U' et H' étant maintenant définis par
(1.22), (1.23), le probléme (1.16), (1.17), (1.18). On a bien
entendu les mémes estimations.

Naturellement il y a, dans chaque cas, un multiplica-
teur de Lagrange implicite dans la formulation variation-
nelle. C'est la pression dans l'exemple (1.16), (1.17),

(1.18). C'est, dans le cas présent, une «pression» général-
isée.

2. EXEMPLES

Exemple 2.1,
On considere 'exemple de I'atmospheére, en variable de

pression normalisée, systeme (3.12), oit la derniére équa-
tion est remplacée par (3.16).

On a

m=2 ¢=1{T, q} o = a, =1 dans (1.10),

w est remplé;é par ,

divu = divv - %%:— (cf. Remarque 1.1).
L'opérateur k X u de ! — H' est défini par
@21 kxu={-u, u, 0}

On définit I'opérateur R de #' — #? par

@22 Ru = {- o o},
K

2

(K, = K, (M) comme dans (3.12)).
Alors

. T
23) Rc=40,0 - —@
s re={oo - L}

On définit D par
(24) DU = {fk x u - R*c, Ru},

(f = 2 cos 0 dans les notations du n° 3 du texte),
On a bien 2* = —-D.

Si maintenant 'on désigne par £; la forme bilinéaire
attachée a l'opérateur L;, on prend

(2.5)

AU, 0) = (v %) + Lo, &) + L(T, T) + £(q §) +
+ intégrales de surfaces sur le «sol», correspondant 2 (3.15).

Dans ces conditions le modeéle général (1.16), (1.17),
(1.18) redonne le probleme (3.12) du texte, la dernigre
équation étant remplacée par (3.16) (et, bien sfir, par un
choix convenable du 2&¢me membre F de (1.16)).
Exemple 2.2.

On considére maintenant I'exemple 3.12.

On peut dans ces équations éliminer ® et ¢, en notant
que

26) o= jo’liiv vdn

@7 ¢= J:%dn + 8

¢, étant une fonction inconnue des variables 6, ¢ ou {x, y}
= {x;, x,}, et correspondant au multiplicateur de Lagrange.

Comme w=0sin=1,0na
1
(2.8) jodiv vdn = 0.

On se place maintenant dans le cadre du probleme
général de la Remarque 1.8, avec

=2 u=v={v1,v2},
Au = J;div vdn,

c= {T, q}.
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On définit

(2.9) kxv={-v, v;}

(2.10) Rv = {— 7{% [ veln, o}

et D par la méme formule que (2.4)
(2.11) DU = {fk x v — R* ¢, Rv}.
On vérifie que

« . T
2.12) Rec= —VL—EZ-dn.

On prend cette fois

(2.13) AU, 0) = &(» %) + 4(T. T) + L(g 4) +
intégrales de surfaces sur 1 = 0, et le probleme (3.12) entre
dans le cadre de la Remarque 1.8.

Exemple 2.3.

On consideére maintenant le probleme (4.1), modele de
I'océan.

On prend m = 2, ¢ = {T, S}, u = {v, w},
(2.14) Ru = {ow, ow} € LH; H?).

On utilise ici le produit scalaire défini par (1.10) oi les
o; sont des constantes positives choisies plus loin.

On a alors
(Ru, ¢),n = o4(00, T) + a(0,0, S)
de sorte que
(2.15) R'e¢={0, 0, ,0\T + 0,5}

On définit D par la formule (2.4), Sil'on dénote par £,
la forme bilinéaire attachée & 1'opérateur £, dans (4.1),, et
I'on pose

(2.16)

ﬂ(U, ﬁ) = L(v, 9} + Lw, W) + LZ(T, f“) + LS(S, 3‘) +
+ intégrales de surface
le probléme (4.1) du texte entre dans le cadre (1.16),
(1.17), (1.18) (on a multiplié (4.1); (resp. (4.1),) par o,
(resp o)) si et seulement si
{0, 0, pg} = -R"c

ie. pg=-0,0,T — 0,0,S.

Utilisant (4.2), on voit que tel est le cas si et seulement
si

217 o0, = p,Bp 0,0, = —p, By
Cela n'est possible que dans le cas particulier ol

(2.18) o0, et 0, sont des constantes respectivement
positives et négatives.

On définit alors o et o, par (2.17).

Remarque 2.1, Les conditions (2.18) sont (raisonna-
blement) satisfaites en considérant des couches convena-
bles de l'océan.

Le cas général semble étre un probleme ouvert (prob-
ablement d'intérét physique limité).

3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE FORMEL

On se place dans le cadre général du probléme (1.16),
(1.17), (1.18). (On désigne par U, une solution et on en
cherche un développement (formel)

B U, =U+ell+..

On utilise (3.1) dans (1.16). Les termes en €' donnent

32 DU=0.

On définit

(3.3) KerD = noyau de D dans 7,

et I'on a donc U(t) € Ker®D.

On prend maintenant les termes en €° dans (1.16). Il
vient

3.4)
(5 9) + (w0 0),+ afv, 0) + (o0, 6), = (£, 9),

U e KerD. Alors
(U‘, Q)*(j)” = —(U‘, Dﬁ)ﬂ = ( et donc

On considére (3.4) pour
(DUI’ U)}{=
(3.5)

(% 0) + (w0, 0),+ afus 0) = (. 0), V0 < Ko

U e I}0, t,; Ker D).
La formulation (3.5) contient toutes les approximation

quasi-géostrophiques. 11 faut bien entendu ajouter a (3.5)
la condition initiale.
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On introduit

(3.6) K= KerD" = fermeture dans # de KerD.
Une condition initiale naturelle pour (3.5) est
U(0) donné dans X,

En général U’ dans (1.18) n'est pas dans X, On prend
donc

3.7y U(0) = P U’ = projection dans #H de U° sur %

Remarque 3.1. Naturellement on peut expliciter da-
vantage (3.5) dans les exemples, dans la mesure ol l'on
peut expliciter Ker®D. Cf. les travaux de LTW dans la Bib-
liographie du texte.

Remarque 3.2. Puisque la condition initiale U/0) =

U° n'est pas satisfaite en général par le terme U, il est
naturel de modifier le développement (3.1) par

B8 U =U+U+ el + ..

(9) U=0@), 1= é

Alors les termes en L dans (1.16) donnent
€

.10 (g’{. (}] Fou0) =ovicq
#

ce qui définit U de maniére unique. En fait
(3.12) 4() = G(r) (U° - RU")
ou
(3.13) G(v) = groupe d'isométries dans H,
G* ) = -G(v).

Remarque 3.3. Le groupe a été introduit pour la
premiére fois, dans une situation trés particuliére ou l'on
peut faire les calculs de facon explicite, par S.L. Sobolev

[8].

Une étude aussi générale que possible est en cours,
notamment dans les travaux de N. Masmoudi [6].

Remarque 3.4. Voyons comment étudier le spectre
de D, pour fixer les idées dans le cas de l'exemple 2.3.

On cherche U et A # 0 tels que

(. 9), = (0. ),

ie.

(3.14)

(fe x u, @) — (040, + 2,0,5, W) +

+ al(alw, f) + az(azm, 3‘) = Au, @) + Aal(T, f) + /laz(S, S‘)
Vi, T, §, avecdivii = 0 etin=0 suroQ

Pour simélifier prenons f = 1.

Soit p le multiplicateur de Lagrange (la pression).

Posons 9 = —.
! o,

1

On obtient alors (on rappelle que u = {v,, v, w})

(3.15)
—v, + dp = Ay,

v, + dp = Ay,
—(040,T + ,0,5) + d3p = Aw,
ow = AT,
oW = AS.
On déduit de (3.15), et (3.15), que
(3.16)

1
A +1

1
v = el (/1‘9117_ 32[’)’ V = (‘91P+ wzl’)

et on déduit de (3.15);, (3.15),, (3.15)5 que

3B17) w= ﬁ; %p.
ou l'on a posé

(3.18) @« = o0? + a0k

Mais div u = 0, donc

ou bien A = 0, ou bien

1l
2+1

(812+322)p + L dp =0 dans Q.

(3.19) e

La condition aux limites un = 0 s'écrit

(3.20)

1 1
l[m (nlc?1p+n2c72p) + m n;agp +



Mateméticas: Jacques-Louis Lions

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 1998; 92 81

Sous forme variationnelle, cela revient finalement a
chercher p € H'(Q) et A # O tels que

(3.21)

) , 1 )
[(@p. 35) + (%op, :D)] + ——— (s 0:)

1
241 Pta

1 A
* W) Ln(ne&’lp — md,p)pd(aQ2) = 0

Vpe H'(Q).

Noter que l'opérateur n,0, — n,0, étant tangentiel a
0%, la derniére intégrale de (3.21) exprime la dualité entre
l'espace H'? (0Q) et H'? (0Q).

L'étude de ce type de probléme (tous les autres exem-
ples conduisent a des questions de ce type) est en cours.

Remarque 3.5. Le premier terme du développement
(3.8) est maintenant U + U, mais U ne satisfait pas en
général a toutes les conditions aux limites. 1l faut donc
introduire des couches limites. Cela est étudié dans les
travaux en cours de E. Grenier, [3] de N. Masmoudi [7]
et de Grenier et Masmoudi [4].

Beaucoup d'autres aspects de tous ces problémes as-
ymptotiques sont étudiés dans les travaux de A. Majda et
de P. Embid et A. Majda [1], [2].
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