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RESUMEN

En este trabajo se introduce el modelo ARE(I) con indi
cador de nivel mínimo J.l, parámetro que generaliza el mo
delo ARO) con errores exponenciales y se analiza desde un
punto de vista bayesiano, obteniéndose una familia de dis
tribuciones conjugadas para el hiperparámetro que describe
el modelo.

ABSTRACT

In this paper the model ARE(I) with minimum level f.l is
introduced, which generalizes the ARO) model with expo
nential errors. The model is analised from a Bayesian pers
pective and finally a conjugate family of distributions for the
parameters of the model is obtained.

INTRODUCCIÓN

En numerosas situaciones experimentales aparecen series
temporales observadas que toman sólo valores no negativos.
En estos casos la hipótesis de normalidad puede llevar a mo~
delos no adecuados ya que permitirían la aparición de datos
negativos (aunque fue~en con probabilidad pequeña); por lo
tanto, parece necesario plantear modelos de series tempora
les con distribuciones asociadas no gaussianas, en particular
distribuciones con soporte no negativo.

donde °$; e < 1 y la sucesión de errores {El} es una suce
sión de variables aleatorias independientes y equidistribui
das con distribución tal que el proceso {X,} posee una dis
tribución marginal exponencial. Estos procesos son llamados
por los autores modelos EAR(l).

Sin embargo, para conseguir que la distribución de X, sea
exponencial los autores prueban, a través de la función ca
racterística,que la distribución de los errares debe ser una
mixtura de una exponencial de parámetro 'A y una distribu
ción degenerada encero, con pesos 1 - ey e respectiva
mente, de tal forma que estas variables no son absolutamente
continuas en el cero, 10 que provoca rachas de ceros que
pueden ser de difícil justificación en series de datos genera
dos por una variable continua. Esta anomalía es lo que los
autores denominan cero-deficiencia.

Lawrence & Lewis (2) propone una alternativa para evi
tar los problemas en el cero antes aludidos. En este caso el
modelo, denominado NEAR(l), se complica con un nuevo
parámetro y ya no sigue la estructura estándar d~ los proce
sos autorregresivos clásicos. El modelo propuesto es de la
forma

XI == e, +{~X
1-1

donde O $; p $; 1, O< e < 1 y {E,} una sucesión de variables
aleatorias e independientes definida por

En esta línea cabe destacar el artículo de Gaver & Lewis
(1), donde se introducen los primeros modelos para series
temporales no negativas, en este caso con estructura auto
rregresiva de primer orden y con distribución marginal ex
ponencial; es decir, el modelo vendría definido por un pro
ceso ARO) de la forma

con probabilidad

con probabilidad

1-0
I-Op'
0(1- p) (t = 1, 2, ...),

l-Op

XI =eXI_1 + El (t =0, ±I...), donde {E,} es una sucesión de exponenciales independien
tes de parámetro 'A, con lo que se consigue, como en el caso
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anterior, que la distribución marginal del proceso sea expo
nencial de parámetro A..

En resumen, los modelos descritos brevemente han sido
desarrollados con el fin de conseguir que las variables del
proceso tengan una distribución marginal dada y una es
tructura correlacional autorregresiva o de media móvil.

Otra vía para ajustar modelos autorregresivos a series no
negativas o, en general, no normales es considerar procesos
en los que los errores o ruidos constituyan una sucesión de
variables aleatorias independientes y equidistribuidas con
una distribución dada. Siguiendo esta idea Damsleth & El
Shaaravi (3) introducen los modelos ARMA con errores de
tipo Laplace y estudian la distribución marginal y estacio
naria del proceso, mientras que Domínguez (4) estudia el
caso exponencial en el modelo AR(1) desde un punto de vis
ta bayesiano.

Otros autores también han realizado aportaciones en tor
no a este tema. Por ejemplo, Bell & Smith (5) realizan in
ferencias sobre los parámetros de un modelo AR(I) con erro
res positivos y un nivel inicial Xodado, estudiando de manera
expecífica el caso exponencial y el uniforme sobre [O, a],
para a > O. Andel (6) modifica el modelo exponencial de
Bell & Smith (5) y considera Xo como una variable inicial
exponencial con la misma media que la distribución esta
cionaria del proceso. Davis & McCormick (7) estudian las
distribuciones límite de los estimadores asociados a los mo
delos. de este tipo, para ello imponen a las distribuciones de
los ruidós ciertas condiciones de regularidad, en concreto
exigen que sean regularmente variantes en cero con expo
nente tJ. (a.-> O), para las distribuciones de ruidos positivos;
es decir, debe existir a. > O tal que limHo F(tx)/F(t) = xa (x
>' O), donde F .es la distribución de los errores; en particular,
la distribución,exponencial es regularmente variante.

En consecuencia, parece consolidada la necesidad de
construir modelos para series temporales con distribuciones,
bien la marginal del proceso o bien la de los ruidos, no nor
males y en particular de tipo exponencial, y así lo han con
siderado numerosos investigadores; sin embargo, todos los
trabajos referidos, a excepción del artículo de Domínguez
(4), plantean el análisis de estos modelos desde un punto de
vista clásico, pOr lo que creemos de interés realizar un aná
lisis preciso y completo del modelo con errores exponen
ciales bajo una persp'ectiva bayesiana. En esta línea es tam
bién interesante reseñar el trabajo de Amaral (8) sobre los
modelos propuestos por Andel (6).

2. DEFINICIÓN DEL MODELO ARE(l).

Consideremos el proceso autorregresivo {X,} satisfacien
do las ecuaciones

(2.1)

donde e E IR, O$; e< 1 y {e,} es una sucesión de variables
aleatorias independientes y equidistribuidas con distribución
exponencial de parámetro A. > O, y donde Ko es una variable
aleatoria que determina el nivel inicial de la población e in
dependiente de la sucesión de errores. A estos modelos los
denotaremos por ARE(l).

Como bien se sabe esta clase de modelos se pueden ex
presar como suma de errores, de la forma

'-1

XI = Ji + ()'(Xo -Ji) + L()Jel-J (t = 1, 2, ...), (2.2)
j=O

dondell E IR y, como comprobaremos más adelante, Il =

e/(l - e).

Para modelos estacionarios en los que la función de valor
medio de la sucesión de errores es cero, el parámetro Il es
la media del proceso, como ocurre en el modelo clásico de
finido por Box & Jenkins (9), en el cual los errores son rui
dos blancos, esto es, variables aleatorias independientes con
distribución normal de media cero.

Si el modelo no es estacionario Il no tiene ningún signi
ficado especial, excepto el de un punto de referencia para el
nivel del proceso.

En nuestro caso la media del proceso se puede obtener di~

rectamente de (2.2), en concreto se tiene

Nótese que, en realidad, la estacionaridad se alcanza para
t grande o bien cuando la distribución de Xo es la estaciona
ria, en cuyo caso la media de dicha distribución viene dada
por

obsérvese que Il no es la media del proceso pero si es indi
cador de un nivel mínimo del mismo

Si tomamos esperanzas en (2.1), bajo la hipótesis de es
tacionaridad del modelo, se llega a

Ji + A,(l~())= c + 8 [Ji + A,(l~())] + i
de donde se sigue Il = c/( 1 - e).

Si ahora consideramos_las desviacLones de XI respecto de
Il, que denotaremos por X;; es decir, XI =X, - JI. (t =O, 1,...),
podemos expresar 'el modelo ARE(l) en la forma

XI = e + ()X,-l + e, (t = 1, 2, ...), XI = ()XI _¡ + el (t = 1,2, ...), (2.3)
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que es la estándar para los modelos autorregresivos de prí
mer orden.

En cuanto a la restrícción que se hace sobre el parámetro
autorregresivo (O ~ O< 1), nos parece adecado centrar nues
tra aportación al caso no negativo, ya que lo que intentamos
expJícar con este modelo son seríes que siempre permanez
can por encima de un nivel mínimo, más concretamente se·
ries de datos no negativos (J.l = O).

Además, hay que tener en cuenta que ajustar una seríe con
observaciones por debajo del nivel mínimo sería imposible si
en la seríe aparecen al menos dos datos consecutivos meno
res que g, aún considerando la posibílídad de que el pará.
metro autorregresivo tome valores negatívos; incluso en el
caso de que no aparecieran rachas de datos por debajo del ni
vel mínimo se puede tener dificultades al reaJízar el ajuste.

cual se reduce la dimensión del estadístico suficiente y con
secuentemente el número de parámetros que caracterízan
este tipo de distribuciones.

Comencemos por calcular la función de densidad conjun.
ta para las n prímeras observaciones X p ... , XII de un modelo
ARE(l), dado un valor inicial conocido Xo y el nivel míni.
mo J.l = J.lo; para ello, nos basta con obtener la distribución
condicionada de X, dado xo"'" x,_} YJ.lo para cada instante de
tiempo t, ques es fácil de determinar si tenemos en cuenta
que el procesoautorregresivo de prímer orden es una cade
ma de Markov, que la distribución de los errores es expo
nencia] y que estos errores se pueden expresar en la forma

E, = X, - OX,_1 (t= 1, 2, ...),

con lo que tendremos que

¡(xlxo, JIo. O. A) == n/(x, IX'-l' JIo. O. A) = A" exp {-A (So - os.)} lA (x).
1=1

J(x,lxo,..., X ,_l , )10' O, A) =J(xl Ix,-l , )10' O, A)

= Aexp{-A(XI - Ox,_,)}I()1o+0jH' 00) (x,),

con X; =x, - J.lo (t= 0, 1,...), de donde se sigue que la den
sidad conjunta para x = (xp ... , XII) viene dada por

Por otra parte, si la seríe sólo posee datos por encima de
un nivel mínimo, el estimador de máxima verosimílítud de O
es positivo, y la función de densidad a posteríori en un anáJí
sis bayesiano tendrá la mayor parte de su masa en IR+, incluido
el estímador de máxima verosimílítud generalízado (moda de
la distribución a posteriorí), y esto ocurre aunque considerá
semos a priorí una distribución con cierta masa en IR-.

Por todo esto, queremos destacar el mayor interés que pre
sentan los modelos tal como lo hemos definido en (2.1) o
(2.3) y de ahí que los resultados obtenidos se refieren al mo
delo bajo las condiciones dadas, sin pretender por ello res
tringirlo de manera taxativa a este caso en todas las situa
ciones que se pudieran presentar.

donde
11

Si = LX/-i (i = 0, 1)
1=1

Y el soporte de X viene dado por el conjunto

(3.1)

Entonces la función de verosimílítud para el vector de pa
rámetros ep = (O, 'A,) vendrá dada por

Teniendo en cuenta la forma funcional de esta función de
verosimilitud, la famílía de distribuciones conjugadas natu
rales que proponemos es del típo

(3.2)

O~ = min {1, !I }.
¡"/SII X'_I

A = {x E IR": X, - J10 > O (X,_1 - J.lo)' t = 1,..., n}.

l(ep) = 'A," exp{ -'A, (So - OSI)} 1[0. 9ó)x (O.~) (ep),

donde

f(iP la, f30' f31' (0 ) 00 A.a-I exp{-A.{f30 - 8f31)} 1(0.~) x [o. 8
0

) (iP),

con a. > 1, ~o - OO~I > 0, ~o > O, ~I > O, °~ 00 < 1 y cons
tante de normalización dada por

Hemos obviado también el caso explosivo (O ~ 1) si bien
el anáJísis en esta situación apenas se diferenciaría del que
reaJízamos pues bastaría, llegado el momento, considerar
una distríbución a priori no informativa que contemplara esta
posibilidad.

3. ANÁLISIS DEL MODELO CUANDO EL NIVEL
MÍNIMO ES CONOCIDO

En una primera fase supondremos que el nivel mínimo
del proceso J.l es conocido, generalmente J.l =0, por lo que
consideraremos el proceso ARE(l) tal como se describe en
la expresión (2.3) y estimaremos el coeficiente autorregre
sivo Oy el parámetro 'A, asociado a las distribuciones de los
errores.

Como es bien conocido, en el anáJísis bayesiano es dese
able encontrar una famílía de distribuciones conjugadasade
cuada que permita llegar a determinar la distribución a pos
teríori de los parámetros con relativa facilidad. Caro,
Domínguez & Oirón (10) proponen la familia de distribu
ciones gamma-Pareto bilateral truncada ((j'1flP) para el aná
Jísis del modelo ARE(l) cuando O E /R. Sin embargo, aten
diendo a las consideraciones mencionadas en la sección
precedente, podemos restringir O al intervalo [O, 1); con lo
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Caracterización. Esta familia de distribuciones se puede
caracterizar como sigue: la distribución condicionada de A,
dado e es una gamma con parámetros a Y~o - e~l; es de
cir,

I(AjO) = (Po;(~,t AU-'exp{-A(Po~OP,)} l(o.~)(A) (0:;;;0<00 ).

y la distribución marginal de e es de la forma

f( lJ) = k(a, f30, f3lo lJo) r (a)(f3o - lJf3lra /[0.11
0

) (lJ),

donde se puede observar que la variable ~o - e~l sigue una
distribución de Pareto truncada de parámetros ex - 1 Y ~o 
eO~1 y con soporte dado por el intervalo (~o - eO~l' ~o]' por
lo que llamaremos a la distribución de e Pareto truncada
opuesta, y lo indicaremos por e - PIO(a - 1, ~o' ~I' eo)' A
la distribución conjunta la llamaremos gamma-Pareto trun
cada opuesta y la denotaremos por C/l - (jP'lO(a,~o' ~I' eo)'

Esta caracterización nos lleva a definir dos nuevas distri
buciones, unidimensional y bidimensional respectivamente.

Definición 1. Diremos que una variable aleatoria Y sigue
una distribución de Pareto truncada opuesta con parámetros
a, ~o' ~I e Yo si su función de densidad es de la forma

con a > O'~o -f3IYo > O'~o > O, ~1 > Oe Yo > O.

Lo indicaremos por Y - PIO(a, f3o' ~I' Yo)'

Como ya se ha comentado, Yes tal que Z = ~o - ~IY sigue
una distribución Pareto truncada de parámetros a, ~o - ~IYo Y
~o' de acuerdo con la definición dada en Kotz & Johnson (11);
es decir, Z posee una función de densidad dada por

f(z) = a [1 _(.PO-PIYO)uJ-1(!JO-!JIYO)U+I¡ _ (z).
!Jo - !JIYO !Jo· z (fJ. P,Yo.Po]

Definición 2. Diremos que un vector aleatorio (X, Y) si·
gue una distribución gamma-Pareto truncada opuesta con pa
rámetros a, ~o' ~1 e Yo si su función de densidad conjunta es
de la forma

I(x, yla, !Jo, !JI> Yo) = k(a, !Jo, !JI> Yo) aU-1e-(¡J,,-Ay)x l(o.~)xlo.y,)(x, y),

(3.6)

con a > 1,f30 - ~IYO > O, ~o > O, ~I > O, Yo Y k (a,~o' ~1' Yo)
es una constante positiva dada por (3.4).

Lo indicaremos por (X, Y) - t:jPItXa, ~o' ~I' Yo)'

En la definición de esta familia hay que hacer una prime
ra observación relativa al soporte del parámetro a; este so-

porte puede ser extendido a O< a ~ 1; sin embargo, se pier
de la caracterización relacionada con la distribución margi
nal de y, pues a - 1 serían menor que O y no puede consi
derarse entonces como una transformación de una
distribución de Pareto; tampoco la marginal de X puede ser
expresada en términos de distribuciones usuales.

Por supuesto, esto no es óbice para usar esta extensión en
caso necesario; de hecho, la distribución impropia a priori
no informativa se puede obtener como un caso límite de esta
familia cuando a tiende a O, siendo la distribución marginal
de y, en el límite, una uniforme.

Por otro lado, también podemos extender la constante de
proporcionalidad (3.4) a valores de a comprendidos entre O
y 1; es decir, la familia de qP10 lleva asociada la siguiente
función

k(a, Po, PI' Yo) = [1:"rxa-I
exp {-(Po - pIYO) x} dx dyr;

definida para a> O, ~o -~IYO > O, ~o > O, ~I > O e Yo > O;
obteniéndose que

(3.7)

No es difícil comprobar que si (X, Y) - (jPIO(a, ~o' ~1'

Yo)' entonces la función de densidad marginal de X es

f( ) - k(a, f30, f31' Yo) a-2 (-({3o-P,Y.)x Pox) 1 ()
x - f31 x e -e (0.-) x

que forma una mixtura de dos distribuciones gammas -don
de es negativo y el otro mayor que uno- dada por

x _ k(a. Po, P,. Yo)r(a-I) e(a-l P _P ,) _ k(a. Po. P,. Yo) e(a-I p.).
P,(Po -P,Yo)" I " 'o ,Jo PJ3:;-'''' o

La distribución marginal para Yes una 'PIO (a ~ 1, ~o' ~I' y~.

En la figura 1 se representa la función de densidad con
junta de un vector aleatorio (X, Y) con distribución gamma
Pareto truncada opuesta con parámetros a = 2, ~o =5'~1 =
5 e Yo = 0.5. En la figura 2 se representa las funciones de
densidad marginal de la distribución bidimensional repre
sentada en la figura 1. La distribución de X resulta una mix
tura de distribuciones gammas, en este caso dos exponen
ciales, X - 2 Exp(2.5) --Exp(5), mientras que Y - 'PIO (1, 5,
5,0.5).

Hay que hacer notar que para la construcción de la fami
lia conjugada natural que se propone, como la hacen en su
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f(x,y)

o
Figura 1. Distribución yP1O(l, 5, 5, 0.5).

artículo Caro et al (lO) yal igual que ocurre con observa
ciones independientes, se ha tenido en cuenta la existencia
de un estadístico suficiente de dimensión fija; véase, por
ejemplo, DeGroot (12) o Box & Tiao (13).

Con lo anteriormente expuesto podemos dar el siguiente
teorema, que expecifíca la familia de distribuciones conjun-

f(x)

gadas para un modelo ARE(l) con nivel mínimo conocido.

Teorema 1. Si en el modelo AR(1) con errores exponen
ciales y nivel m(nimo conocido (J.1 ::: J.10)' definido por la
ecuación (2.3), la distribución conjunta a priori de .rfJ es una
distribución yPIO(a, ~o' ~1' So), entonces la distribución a
posteriori dado xO' Xl"'" XII donde xo.~ °es un valor inicial
conocido y xp ... , XII' una realización del proceso, es
yPIO(a(II),~g'), ~i"), S¿"» con

a(lI) = a+n,

f3In) = f3i +Si (i =0, 1),

e~n) = minIeo, e~}.

donde So' S!, Y S~ se define en (3.1) y (3.3), respectivamen
te.

Demostración. Haciendo uso del teorema de Bayes, la fun"
ción de densidad a posteriori es proporcional al producto de
la función de verosimilitud por la función de densidad a prio
ri; es decir,f (<1> Ixo'"'' x,,) c:x: f~, ... , ~, Ixo' <1» f<<I» = 1(<1» J(<I»,
donde 1(<1» está dada en (2.7) y la distribución a priorif(<I»
es de la familia qno, se obtiene directamente el resultado
deseado,

y
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 2. Distribuciones marginales de la distribución
conjunta de la figura l.

Es decir, la familia de distribuciones yPIO, dada en la de
finición 2, es una familia de distribuciones conjugadas para <1>.

f( ifilio, ...,in ) oc A, lI+n-1 exp{-A,[.Bo + So - e(.BI + sd]} l(o.->x[o.min{9,.9;¡) (ifi).

•

En lo que sigue, nuestro objetivo es calcular las distribu"
ciones marginales a posteriori de los parámetros del mode
lo partiendo de una distribución conjunta a priori no infor
mativa,que proponemos a continuación.

Se tiene que la función de densidad a priori no informa
tiva para ')." es la usual para parámetros de escala; esto es,
proporcional a ').,,-1; mientras que para S, y puesto que SXo es
un parámetro de localización con Xoconstante en nuestro mo"
delo, se puede elegir una distribución a priori uniforme en
(O, 1) -véase, por ejemplo, Berger (14)~ esto es posible
bajo la hipótesis de estacionaridad del modelo (si no con
templamos esta hipótesis debemos considerar a priori una
distribución impropia uniforme en IR+, que no modifica sus"
tancialmente el análisis siguiente). Con todo esto, si asumi
mos la hipótesis de independencia a priori entre los pará
metros del modelo, podemos entonces considerar una
distribución a priori conjunta impropia no informativa dada
porJ(<I» c:x: ').,,-ll(o.~)X[O.l) (<1».

La distribución a priori considerada, es un caso límite (dis
tribución impropia) de la familia de distribuciones conjuga
das propuesta, cuando ésta se extiende a valores de a en el
intervalo (O, 1], con a, 13 y ~l tendiendo a 0, mientras So =
1; con lo cual, aplicando el teorema 1 se tendrá que la dis
tribución conjunta a posteriori es una distribución yP1O(n,
So' SI' S~) cuya función de densidad viene dada por

8

6

4

2

0.5 1.5 2 2.5

'(y)
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Es fácil observar que las densidades marginales a poste
riori para 'A y e son. respectivamente.

En 10 sucesivo. siempre que no de lugar a equívocos. a la
constante de normalización k(n, So' SI' e~) la denotaremos
por k(n) y en general podemos definir

f( íL¡D
n

) = k~n) íLn- 2( e-Á(so-o¿ SI) - e-ASO) 1(0. ~)(íL),
¡ (3.9)

l(f) :;: íLn exp{-níL[xo -p-O(x¡ -p)]} IR' (f),
(4.1)

1 n

Xi = - ~>t-i (i:;: O, 1)
n /;¡

y el soporte R* es el subconjunto deIR3 dado por

donde

De manera análoga al caso anterior no es difícil obtener
la función de verosimilitud para <lt. que viene dada por

problemas en las estimaciones de los otros dos parámetros
del modelo, en particular de la autocorrelación del proceso,
con lo que el modelo queda desvirtuado.

En el análisis bayesiano conjunto de los tres parámetros
<jl* = (j..L, 'A, e) nos encontramos con el grave inconveniente
de su complejidad, debido a la dependencia que la muestra
ocasiona sobre el soporte de la distribución a posteriori, aun
que se pueda encontrar una familia de distribuciones conju
gadas naturales para <1>*.

(3.8)(t = 1.2....).

Hay que hacer notar. a la vista de esta densidad. que es
deseable contar al menos con dos observaciones en la serie
de datos para que la distribución a posteriori pertenezca a la
familia de distribuciones tjTIO, tal como se expresa en la
definición 2. y podamos hacer uso de los resultados ante
riores.

4. ANÁLISIS DEL MODELO CUANDO EL NIVEL
MÍNIMO SE DESCONOCE

que se puede expresar como una mixtura de dos distribu·
ciones gamma, en la forma

k(n)r(n-l) ( .) k(n)Y(n-I)

(
• )n I q n-l, So-90S1 - ()n I q(n-l, so);

SI So - 90 S1 SI So

R' = {(JI, 9, A) E IR3
: JI ~ Xo, a~ 9 < min{l, X, -JI }, A> a},

1~/~n X'_I - JI

Y de aquí surge de manera natural la familia de distribucio
neS conjugadas dada por la función de densidad

¡(flao, al' Po, PI' /10,0 O) ~ A""-I exp{-a¡A,[po -JI- e(PI -/1)]} lR( f),

(4.2)

Teorema 2. Si en el modelo ARE(1), con un valor inicial
xofijado, la distribución conjunta a priori de ct>* = (j..L. e, 'A)

En cualquier caso es posible plantear el siguiente teore
ma.

CXo > l.
a¡ > O,
{J¡-p> O (i=O, 1, p::;; Po),
{Jo - p-8(JI)({J¡ - p) > O (p::;; Po).

y el soporte de la distribución está dado por

dondej..Lo E IR Y 8(·) es una función continua de (--oo,j..Lo] en
[O. 1].

donde

Como se puede observar la distribución posee un soporte
de gran complejidad delimitado por una función 00 que.
como se verá en el análisis posterior, no es derivable y cuya
dificultad aumenta a medida que aumenta el tamaño mues
tra\. Todo esto hace prácticamente prohibitivo obtener re
sultados analíticos. con 10 que. inicialmente. sólo Se pueden
obtener estimaciones de los parámetros utilizando métodos
númericos.

(3.10)

y

f(OIDn ) = k(n)r(n) (So-OS¡rl¡o.II¿)(O).

que es una distribución '.NtX..n-l, So' SI' e~).

Una de las innovaciones que planteamos en el modelo
ARE(l) en relación a otros modelos que también analizan
series temporales no negativas -por ejemplo, los modelos
EAR(l) y NEAR(l) descritos en la introducción o el propio
modelo autorregresivo con errores exponenciales introduci
do por Domínguez (4)- es la incorporación al modelo de
un coeficiente independiente e de acuerdo con la ecuación
(2.1), lo que nos lIeva a definir el nivel mínimo del proceso
comoj..L :;: e/O - e); es decir, todos los datos de la serie son
valores superiores a j..L, de esta manera generalizamos los mo
delos mencionados.

Hasta ahora el análisis bayesiano planteado en la sección
precedente se ha realizado bajo la hipótesis de un nivel mí
nimo conocido. De manera general. podemos suponer que j..L
es igual a cero, lo que nos lleva a series de datos no negati
vos; trabajar bajo esta hipótesis no plantea inconvenientes
graves si el verdadero valor del parámetro no difiere de ma
nera significativa de cero. Sin embargo, si 1j..L1 es grande, el
hecho de considerar el nivel mínimo nulo ocasiona graves
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donde

y soporte

R(II) = (<f E IR3: 11::; m~), O::; e < e(lI) (11), A> O},

*() . {l x, - /l }E> . /l =mm ,-----.
IS'SII X'_I - /l

y

y soporte dado por

Con esto, podemos expresar las funciones de densidad
marginales aposteriori en términos de clI ' en la forma

donde
(i =0, 1),

(i = 0, 1),

aj") = (1.; + n
R(II) =A. + X.P, .1-', I

tiene una función de densidad como la definidad en la ex
presión (4.2) con parámetros 00, al'~o' ~I y soporte R, con
f1o::; xO' entonces la distribución a posteriori dado VII es del
mismo tipo, con parámetros

(11) • { }J10 = mm J1o' XI
lStSn

y

definida por

{ X-J.1}e(lI) (fJ.) = min e(fJ.),' .
ISI$n X t-l - J1

n-I

¡(AjDn ) = _(n) Cn An
-

2

r n-l

.[

, (e-J.{;;'-II)-e'(II}(x,-II) _e-l (XO-II)) ]

. f.1I0 d/l 1(0.~) ( A),
-~ XI -/1

(4.5)

Demostración. Al igual que el teorema t el resultado es con
secuencia del teorema de Bayes, teniendo en cuenta que la fun
ción de verosimilitud viene dada por la expresión (4. t). E

¡(BIDn ) = c" (n-Irl (~ 8 _ .l-B { -8 })n-I 1[0. I)(B).
Xo - XI 10101$/$" X, Xt - I

La restriccción sobre 110 (!lo::; xo) dada en la hipótesis del
teorema es consecuencia de la propia naturaleza del mode
lo, de acuerdo con lo expuesto en la sección 2. Por otro lado,
obsérvese que no hemos impuesto ninguna restricción por la
izquierda al nivel mínimo, ya que no hay ~ingún impedi
mento teórico para ello; sin embargo, es pOSible que en de
terminados problemas sea necesario restringir el soporte a
priori de J..l a la recta real positivo. En cualqui~r caso el aná
lisis del modelo no difiere de manera sustancial del que ha
cemos a continuación.

Así, por ejemplo, si consideramos una distribución a prio
ri impropia no informativa, que es un caso límite de la fa
milia propuesta con ao = al = 0, ~o = ~I = O, 110 = Xo y e(ll)
==/ (11)' es decir con función de densidad dada por. (-'OO.x

o
) t""" . .,

f( rp* )0<:.. ,t-I I(_~. XII] x (O, 00) x [0.1) ( rp*),
se sigue del teorema 2 que la distribución a posteriori está
determinada por

¡(fIDII) Cn t' ),4,"-1 exp{-nA[Xo -/l-B(XI-/l)]} IR' (f),r n-l

(4.3)
con

Como se observa, al trabajar con mínimos de funciones,
nos vemos obligados a utilizar métodos numéricos para cal
cular los estimadores (medias de las distribuciones margina
les a posteriori). En cualquier caso las estimaciones de S, y
sobre todo de A, son extremadamente complicadas a partir
de estas densidades por lo que es aconsejable, una vez rea"
lizada la estimación de J..l, que notaremos por ¡lB' completar
el análisis del modelo de acuerdo a lo analizado en la sec
ción 3, considerando X; =x, - ¡lB'

Hay que hacer notar que el soporte marginal de S es todo
el intervalo [O, 1) debido a que no existe restricción por la
izquierda para el nivel mínimo. En cambio, si exigimos que
J..l sea no negativo, entonces el soporte deS se modifica ~on

la muestra, como ocurre con el caso en que J..l es conocido;
en concreto, el intervalo donde se mueve S para este caso es
[O, e* (O».

Como ya hemos comentado, en algunas situaciones pode
mos suponer que J..l = O. Por lo que sería interesante, siem
pre que fuera posible, contrastar esta hipótesis; es decir, plan
tear el contraste de hipótesis

Ha: 11= O,

H¡: J..l-:J:.O.

c =n
]

-¡

/1; 1 d
r(n-l)·. * • J.l ,[L k(n, x, - 1', x, ~ 1', El (1'))

(4.4)

Si la hipótesis nula es aceptada, nuevamente aconsejamos
retomar lo expuesto en la sección precedente, bajo el su
puesto de que J..l es conocido; en caso contrario, nos vemos
obligados .a estimar el nivel mínimo a partir de la distribu
ción marginal a posteriori.
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Para realizar el contraste de hipótesis podemos hace uso del
ratio arla¡ -véase Berger (14)-, donde aoy a, son las pro
babilidades a posteriori de las hipótesis nula y alternativa, res
pectivamente. Si este ratio está cercano a O, convendrá con
cluir qUe la hipótesis alternativa es la más creible. Si, por el
contrario, arla¡ toma un valor alto, por ejemplo 10, parece ló"
gico tomar como conclusión que la hipótesis Ho es «10 veces
más verosímil» que la hipótesis H¡. Si el resultado es un va
lor cercano a 1 la decisión a tomar, ya no es tan clara.

En ocasiones también es interesante el uso del factor de
Bayes, definido por

B=

donde 1to Y1t¡ son las probabilidades a priori de las hipóte
sis nula y alternativa respectivamente; generalmente, supon-

1
dremos que1to = 1t¡= -, con lo, que el factor de Bayes es

2

el ratio aJa,.

Para un estudio en profundidad de ambos cocientes véa"
se la obra de Berger (14) o de DeGroot (12).

Con todo esto y para nuestro caso, si partimos de una re
alización del proceso x = (xl' ..., x,,), se tiene que

0:0 =

con

r6 (0) r= ( ) (.)mo(x) = Jo Jo J xlxo, p ::: O, e, /t fo ljJ d/tdO,

concluyendo que, para 1to ::: 1t1' el factor de Bayes es

B = mo(x).
m¡(x)

5. ESTUDIO DE UN EJEMPLO

Como aplicación se ha generado una serie de 50 observa
ciones a partir de una simulación de un modelo ARE(I). En
concreto, el modelo simula es X, = 0.8X/~¡ + e" donde la me"
dia de el es 2 (A ::: 0.5) Y como dato inicial se ha elegido la
media de la distribución estacionaria,

Obtendremos, primero, las distribuciones a posteriori para
A y e bajo el supuesto de que J..I. es conocido (11 ::: O).
Utilizaremos para eIlo una distribución a priori impropia no
informativa.

Se tiene que, en nuestro caso, el estadístico suficiente de
dimensión fija (n, So' SI' e~), que describe la función de ve
rosimilitud, es (50, 548.584, 550.693,0.805295) y, de acuer
do con el teorema 1, llegamos a que la distribución conjun
ta a posteriori para los parámetros del modelo es una
distribución q'1!IO(50, 548.584, 550.693, 0.805295), mien
tras que las marginales son q(49, 105.114) Y PIO(49,
548.584, 550.693, 0.805295), respectivamente. El valor de
la constante de normalización es k(50)::: 5.10934 1040.

Obsérvese que la distribución marginal de A es una gam
ma y no una mixtura, puesto que el segundo término es des
preciablepara tamaños de muestra «suficientemente» gran
des. De manera general se puede comprobar que

Si bien, tanto la moda (estimador de máxima verosimi
litud generalizado) como la mediana (estimador bayesiano
bajo función de pérdida definida por el valor absoluto de
la diferencia entre el parámetro y la decisión a toma) de la
distribución a posteriori pueden ser utilizados como esti
madores bayesianos de los parámetros del modelo -véa
se; por ejemplo, DeGroot (12) o Berger (14)-, sin duda el
estimador más utilizado en análisis bayesiano es la media
de dicha distribución, que en Teoría de la Decisión mini
miza el riesgo bajo función de pérdida cuadrática, y cuya
precisión o error de estimación viene dada por la inversa
de la matriz de convarianza. Por tanto, y siguiendo esta

1/1(0) r6(/l) r~ ( ) (.)
m, (x) ::: _= Jo Jo J xlxo, p ::: 0, e, /t JI ljJ d/t de dp,

dondefo (q/) y f.,(ifJ*) son las funciones de densidad a priori
bajo la hipótesis Ho Y HI , respectivamente.

Si asumimos la independencia a priori entre J..I. y </J ::: (e,
A), denotamos porf(ifi1la función de densidad de ifJ ya prio
ri suponemos que la probabilidad de que J..I. ::: Oes 1to' mien
tras que la probabilidad de que }1. '# O es 1t, de acuerdo a la
función de densidad f(J..I.); entonces moy m, puede expresar
se, respectivamente, en la forma

mo(X) ::: r(O)rf(xlxo, p ::: O, 8, /t)f(ljJ) d/t d8,

m,(x) = COl r(/l) i~ f(xlxo, p, 8, /t )f(ifJ)f(p) d/t d8 dp,

Entonces, teniendo en cuenta que al ::: 1 - aa, es fácil I1e
gar a

k(n)r(n-l)

( *)" ¡S, So - 8oS¡
~I cuando n ~ oo.
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pauta, realizaremos nuestra estímación a través de la espe
ranza a posteriori.

A partir de las esperanzas de las funciones de densidad
marginal, se Atiene que las estimaciones de A. y e son A.H =
0.466161 Y eH =0.801319.

Podemos también determinar los intervalos MDP. Al 95%
se tiene que el intervalo de ees (0.793262, 0.805295), mien
tras que el de A. es (0.339164, 0.598557).

En la figura 3 se representa la distribución conjunta a prio
ri y en la figura 4 las marginales junto con los intervalos
MDP, que aparecen sombreados.

Estímaremos, ahora. el nivel mínimo del proceso a partir
de la función de densidad marginal a posteriori de II dada en
(4.5).

Supondremos que los datos son no negativos, lo que nos
lleva a considerar al intervalo [O, Uo] como soporte para la
distribución a priori de ll; es decir, la distribución a priori no
informativa. viene dada por la función de densidad impro
pia

f( tf) 00 A.~I 1[0. 10] x (O.~) x [0.1) ( tf),
de donde se sigue que la función de densidad marginal a pos
teriori, cuyo soporte es [O. ll~] con ll~ = 5.44774, está dada
por

Figura 3. Ditribución conjunta a posteriori para el ejemplo.

¡(,uID") = r(;9) k(SO. 1O.9717~,u. ~1.0139-,u. e'(,u)) [[o.p;] (,u).

donde e
ll

= 9.32078 1016
, de acuerdo con la expresión (4.4).

y

<3>* (,u) = min {l. x, -,u} (O::;,u ::;~).
15'550 X'_I -,u

En la figura 5 está dibujada la función de densidad a pos
teriori de II y en la figura 6 se representa la función e*o.
que delimita el soporte conjunto a posteriori de (ll, e) que
aparece sombreado.

f(1ID1)

4

Entonces una estimación bayesiana de II es el valor espera
do de esta distribución que se ha de calcular, también, mediante
métodos numéricos, resultando tln == 0.498552. En este caso la
moda de la distribución, estimador de máxima verosimilitud
generalizado. nos ofrece una mejor estimación, CJ,= 0.135529.

A partir de estas estimaciones, media y moda de la dis
tribución a posteriori, podemos obtener las estimaciones de
e y A., haciendo uso de (3.9) y (3.10) con x, = x, - P-H y !, =
x, -¡J. respe,ptivamente. Se obtiene, utilizando P.B' que eH =
0.789726 y A.H = 0.461251; mientras que si utilizamos el

A
es"

timador de máxima verosimilitud generalizado, resulta eH =
0.799521 Y ~H = 0.467768.

f(IlIOn)

f(61D1)

250

Figura 4. Distribuciones marginales a posteriori e intervalo MDP
al 95%.

2.5 Il2

FiguraS. Función de densidad marginal a posteriori dell.

0.805295 60.793262

50

200

lOO

150
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donde

Figura 6. Soporte de (J!, B) en la distribución conjunta a posteriori
para el ejemplo.

En la tabla 1, se puede observar los valores estimados de
los parámetros ay 1.., de acuerdo a la decisión tomada acer
ca de Il. Planteamos tres posibles alternativas: 1) aceptamos
la hipótesis nula, lo que nos lleva a considerar Il =O; Il) ele
gimos la media de la distribución a posteriori comoestima~
dor bayesiano; y III) elegimos la moda, estimador de máxi
ma verosimilitud generalizado, para la estimación del nivel
mínimo. Como se puede observar, en esta ocasión, la moda
es mejor estimador que la media y a su vez provoca mejo~

res estimaciones en los otros parámetros.

8B lB

Si aceptamos Ho 1l=0 0.801319 0.466161

¡lB = 0.498552 0.789726 0.461251
Si estimamos Il:

¡1= 0.135529 0.799521 0.467768

Tabla l. Estimaciones bayesianas de los parámetros del modelo
ARE(J) del ejemplo.

Por lo que respecta al contraste de hipótesis, podemos con~

siderar la independencia a priori entre Il respecto de l/J, y ele"

gir para la hipótesis nula 1to = Pr(1l = O) = .!. como proba~
2

bilidad a priori y para la hipótesis alternativa se tendría 1t1 =

Pr(1l E (O, xoD = .!. de acuerdo a una distribución uniforme
2

en este intervalo; es decir, con función de densidad f(/1) =
0.1 1(0. lO]' mientras que para l/J optaremos por la distribución
habitual; esto es, la distribución impropia dada por f(l/J) oc

,1,-1 110• 1) x 10•..;).

Con lo que se obtiene que

13.0521,

lo que nos da una probabilidad a posteriori para la hipótesis
nula de «o == 0.928836; por lo que es razonable aceptar esta
hipótesis (Ro: Il = O), bajo las condiciones a priori que he"
mos impuesto.

Como se observa, no hemos entrado en consideraciones
acerca de las condiciones a priori del test, ya que se aparta
de nuestro verdadero objetivo. En cualquier caso, estas con
diciones sobre las distribuciones a priori han sido siempre el
gran caballo de batalla de los estadísticos bayesianos y siem
pre han suscitado gran polémica las decisiones a tomar en
este punto, esto se hace más patente en los contrastes de hi
pótesis. Nos remitimos, por tanto, a la numerosa bibliogra
fía que existe sobre este tema y en particular al texto de
Berger (14) mencionado en varias ocasiones.

En la figura 7 se puede observar la probabilidad a poste
riori de la hipótesis nula dependiendo de la probabilidad 1to
que elijamos a priori.

Figura 7. Probabilidad a posteriori de Ho en función de la pro
babilidad a priori.
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