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RESUMEN

Caracterizamos las variables aleatorias usuales con espe-
ranza matemdtica finita poruna curva en R? con ciertas pro-
piedades. Esta caracterizacién completa la ya hecha por Ruiz
Espejo (1993) de cualidades similares a la caracterizacién de
una variable aleatoria usual por la funcién caracteristica o
transformada de Fourier, o por la funcién de distribucién.

ABSTRACT

We characterize the usual random variables with finite
mathematical expectation for a curve in R® with certain pro-
perties. This characterization completes the one already gi-
ven by Ruiz Espejo (1993) with similar properties to the cha-
racterization of a usual random variable given by the
characteristic function or Fourier’s transformed function, or
by the distribution function.

MATERIAL Y METODOS

En recientes trabajos, Ruiz Espejo (1990, 1992, 1993) de-
finié y estudio6 el concepto de equilibrio para variables ale-
atorias usuales, viendo algunas aplicaciones del mismo. En
particular, se vi6 en el Teorema 1 de Ruiz Espejo (1993) que
dada una variable aleatoria usual X con esperanza finita y
funcién de densidad f; las soluciones de equilibrio de orden
p para X son (x, (p), y (p)), que son a su vez diferenciables
con derivadas

(
V(s . o)
dp [y(p)-x(p)]Ax(p)]
dy(p) _ x(p)-u

dp [y(p)-x(p)|f]¥(p)]

ademds

e)
*(p) < <y(p)Vp e (0,1)

por lo que x(p) # y(p) Vp € (0,1),

limx (p) = limy (p) = t,

y extendiendo x(p) e y(p) al valor x(1) = y(1) = [, se verifi-
caba que

#0) = =y = e

Asfi el lugar geométrico de los puntos {p, x(p), y(p)): p €
(0,1]} lo llamaremos curva o camino de equilibrio de la va-
riable aleatoria X, cuyos extremos son:

Para p = 1, el punto (1, i, 1) € R y para p = 0, el pun-
to (0, a, b) € R® que determinar4 una asintota si uno de en-
tre a 6 b es finito y el otro infinito, 0 una rama infinita en
general si @ = —co, y b = oo. Ademds de (1) y (2) se tiene que

x(p) > 0ey(p) < 0Vp e (0, 1]

También la curva o camino de equilibrio de la variable
aleatoria X puede interpretarse como la variedad diferencial
interseccién de las dos superficies cilindricas dadas por las
ecuaciones de equilibrio

j‘f(s) ds =1

Jor(s)ds = (1-p)n

X
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donde las variables son (p, x, y) € R® aunque nos restrin-
gimos al intervalo de p € (0, 1] que geométricamente tiene
sentido como pardmetro, y puede ser extendido sin proble-
ma al intervalo (0, 2) guardando simetria la curva de equi-
librio respecto al punto (1, i, W).

Si la curva de equilibrio la denotamos
¢ (p) =, x(p), y (p)) siendo p € (0, 2),

su vector tangente serd localmente

¢ (p) = (1, y(p)-p ’ x(p)~n , j
ly 2)—x ()| f[x(P)]" [y (p)-x(P)] £y (p)]

pudiéndose calcular rutinariamente la curvatura y la torsién
de la curva de equilibrio por las férmulas de Frénet
(Abellanas, 1965). Veamos a continuacién un teorema reci-
proco.

RESULTADOS

Teorema 1. Para cada parametrizaci6n en p de una curva
en R del tipo (p, x (p), y (), con las propiedades:

a) Vpe (0,1],x (p)>0ey’ (p)<0con
1
2f (1)

()= -~y (1) =

b) a=xO)<x()=p=y 1)<y @ =b.

Entonces, las ecuaciones simultdneas

¥(p)
1-p = Jf(s) ds
(p)
¥p)
(1-p)p = |of(s)ds
x(p)

determinan una funcién f continua, positiva no nula, funcién
de densidad de una variable aleatoria usual X sobre (a, b)
tinica, con E (X) = W (salvo casos particulares en que no exis-
ta tal esperanza matemdtica). W

Demostracion. Consiste en ver la biyeccién existente en-
tre las funciones f positivas no nulas con recorrido {(a, b) y
las parametrizaciones en p de curvas del tipo (p, x (p), ¥ (p))
en R?® indicadas en €l enunciado.

Aplicacién. Dada la curva (p, x (p), y (p)) variando p en
[0, 1] y cumpliendo a) y b), existe una funcién estrictamen-
te positiva f sobre el rango (a, b).

Sea

3

f(,u)=1im_l_—_p_=1im____:1___>0
=y (p)=x(p) 1 Y (p)-x (p)

aplicando la regla de 1’Hbpital.
Obligando a que f (=) verifique simultdneamente

¥(p)

1-p = J f(s)ds
*(p)
¥(p)
(-p)u= [s(s)ds,
x(p)

y derivando ambas ecuaciones respecto a p, tenemos
“1=f(y)y -f(x)x
“H=y )y —xf(x) x,

que son dos ecuaciones lineales no homogéneas con dos in-
cOgnitas, x” f(x) ey’ f{y)

Por el teorema de Rouché-Frobenius, tiene soluci6én tini-
ca pues el determinante de la matriz de coeficientes

= —-x+y>0Vp e (0, 1), porb).

Para p = 1 existirfan infinitas soluciones, pero tomamos
como valor de fen u el calculado f (1} en (3) por la conti-
nuidad de f en x = . Resolviendo por la regla de Cramer

‘1 —11
x f(x) = Y TH _ ZEYY 0, que implica
-x+y —x+y
1 —u+y
=z ——— > 0V s H)
0 =7 55 x € (a 1)
l—-l -1
1 -—u —X x_l‘l‘ . :
= = < 0, 1
Y f0) = — o " iy que implica
1 —u+x
== —"——=>0Vy e (ub)
£0) = % 25 0vy e (u.8)

y por tanto f es continua en (g, ¢) U (4, b). Queda ver que
efectivamente

lim f(x) = £ (n);
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o +y(p) 1 _
Jim (x) = p—»l— -x (p) +y(p) * (p)
= LI lim Y (p) = Y4l
PO e P RN NN ) I
1 _ —# + x(p) b
Jim f£(y) = lim — (p) +y(p) ¥ (p)
= ——— . lim (p) z (1)

y (1) - -y (p) v YO W-x O

empleando en las segundas igualdades de ambas cadenas la
regla de I’Hopital. As{ fes continua en U si y solo si ambos
limites coinciden, es decir si y solo si

y O _ x ()

Q) yay
o bien

x’ (DF =y’ (DF,

y como por a)
sig [x* (D} # sig [y’ (D),

entonces equivale a que

¥ (DH+y 1)=0
cosa cierta por a).

Inyectiva. Sean dos funciones positivas no nulas sobre (g,
b), fy g con la misma curva del tipo a) y b). Debe de ve-
rificarse que, denotando y =y (p} y x = x (p),

1-p = Jy'f(S) ds I-p = Tg(S) ds

(= =[sr()as  |(-p)n=[sz ) ds

Luego restando respectivamente los miembros de las prime-
ras y segundas ecuaciones de ambos sistemas, se tiene

76 - g(s)]ds = 0
fslre)-g @] ds = o

y derivando ambas expresiones respecto a p tenemos

4)
FO)-gONy =lf(x)-gxlx

5)
YUFO)-gNy =xf(x)-g(x)] x.

Sustituyendo (4) en (5) queda
yIf(x)-g @] x=x[f(x)-g(x)]x Vpe (O1).

Como x’ >0 pora)ey(p)#x(p) Vp € (0, 1) por b), ne-
cesariamente f (x) = g (x) Vx € (a, 1) y puede extenderse la
igualdad a (i, b) sustituyendo de modo alternativo (4) en (5),
y a u por continuidad de fy g. Es decir, dada la curva (p,
x(p), y(p)) verificando a) y b), existe una funcién estricta-
mente positiva no nula f sobre (a, &), dnica.

Suprayeccién. Consiste en ver que toda funcién de densi-
dad de una variable aleatoria usual tiene asociada su curva
de equilibrio, y esto estd justificado en el Teorema 1 y
Corolarios 1 y 2 de Ruiz Espejo (1993).

Con esto queda probado que es una biyeccidn, siendo f
una funcién de densidad de una variable aleatoria usual X
sobre (a, b) con E (X) = U, por cumplirse para p — 0+

fsf(s) ds.

a+

u

Sip=0,

—
i

J-f(s) ds

con lo que queda definitivamente probado que f es funcién
de densidad sobre el intervalo (q, b). =

Corolario 1. Cualquier variable aleatoria usual puede de-
finirse por su curva de equilibrio, o bien cualquier curva
cumpliendo las condiciones dichas en el teorema 1, deter-
mina una variable aleatoria usual. ®

DISCUSION

El dltimo resultado caracteriza a tal variable aleatoria as{
como la funcidn caracteristica o transformada de Fourier, o
de Ia funcién de distribucién de cualquier variable aleatoria
usual X.

Observar que para ser curva de equilibrio, ha de existir
esperanza matemdtica de X, y ser finita. Asi por ejemplo,
para la variable aleatoria usual de Cauchy con funcién de
densidad

1
nc [1—-(x—-M)2/c

f(x) = 2], six € R,

que no tiene esperanza matemadtica, hace sus veces en la cur-
va de equilibrio la mediana M. Esta particularidad es solo
posible si.a = —eo y b = oo; pues cuando un extremo es infi-
nito, si el otro fuera finito y no existiera la esperanza mate-
mdtica E (X) entonces no existirfa tal curva de equilibrio, por
ejemplo en el caso de la distribucién de Cauchy truncada en
el intervalo (0, o).
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Si 1a funcién de densidad f (x) fuera O en cierto punto del
interior del recorrido (a, b) y x = x (p) entonces x’(p) = oo y
la curva o camino de equilibrio tendrfa en la segunda com-
ponente del vector tangente un valor infinito.

Es importante sefialar que la forma geométrica de la cur-
va de equilibrio clasifica las funciones de densidad usuales
sobre (a, b), pero no determina una vnica variable aleatoria
usual. La importancia de la parametrizacion de la curva de
equilibrio es capital. Toda la informaci6n sobre la variable
aleatoria usual X viene suministrada por el vector tangente
en un punto genérico ¢’ (p) de dicha curva. Asi por ejem-
plo, la clase de funciones de densidad con curva de equili-
brio una semirrecta o segmento viene caracterizado por la
siguiente proposicién.

Proposicion 1. Las condiciones siguientes son equivalentes:
a) La curva de equilibrio es convexa en R’

b) La funcién de densidad asociada a la curva de equi-
librio es simétrica.

¢) La longitud del arco entre dos puntos cualesquiera de
la curva de equilibrio, es la distancia usual en R® entre di-
chos puntos. M

Una consecuencia es que la funcién de densidad es simé-
trica si y solo si el coeficiente de curvatura es 0 en todo pun-
to de la curva de equilibrio, y por tanto el coeficiente de tor-
si6n se anula, es decir es una curva plana situada en el plano
osculador.

También la unicidad de funcién f continua (con funcién
de distribucién F derivable) puede sustituirse mds general-
mente por unicidad casi segura en F, c.s. (F) al ser F carac-
terizadora de una medida de Stieltges-Lebesgue.

Quedan abiertos problemas acerca de c6mo medir la asi-
metria positiva o negativa usual en términos estadisticos, a
ser medida por coeficientes locales geométricos de la curva
de equilibrio.

Nota 1. Aunque en nuestro estudio hemos tomado el pa-
rdmetro p como variable independiente, también habria sido
posible parametrizar la curva de equilibrio en funcién de x
6 y. La teoria del cdlculo en variedades lo admite pues la
matriz Jacobiana es

(L:ﬁﬁ>ﬁﬁJ

Hemos visto que ¢l determinante correspondiente al me-
nor

—f(x)  F()

N

que determinaba la parametrizacién explicita
x = x(p)
y

y (p)-
Pero podrfamos haberlo hecho también asi: De

1 £(y)
o yf(y)

# 0Vp e [0, 1),

permite expresar la curva del modo

ve < o ), {;’ - 5{;;

o bien, como

ll /) # 0Vp € [0, 1),

p —xf(x)

implica que se puede expresar del modo

vy e (1 b {i} = p(y).
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