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RESUMEN

Analizamos distintas estructuras ordenadas (X,3) que
queremos contemplar como subestructuras de la recta real
con su orden natural, y, para ello, introducimos aplicacio-
nes bivariantes F: X x X —R cuyas propiedades nos dan
valiosa informacidn sobre la estructura ordenada. Aplica-
mos nuestro estudio a situaciones en las que ademds de la
ordenacién hay algin tipo de estructura adicional de indole
algebraica, centrando nuestro interés en la representabili-
dad de semigrupos ordenados en la recta real aditiva
(R, +,<).

AM.S. Subject Class. (1991): 06 F 05

ABSTRACT

In order to consider some ordered structures (X,3) as
being isotonic to subsets of the real line (R,<) we introdu-
ce bivariate functions F : X x X >R and study which pro-
perties of the ordered structure can be reflected by proper-
ties of the functions F. We apply this idea to the study of
the representability of ordered semigroups as subsets of the
additive real line (R,+,<).

1. INTRODUCCION

Siendo (X,<) un conjunto ordenado, un problema cl4-
sico consiste en encontrar una funcién u: X — R tal que
se verifique que x 3 y < u(x)<u(y). Naturalmente, la
existencia de una tal funcién, llamada habitualmente “fun-
cién de utilidad” conlleva el que 1a ordenaci6n sea de cier-
to tipo, a saber, un preorden completo.

Existen otros tipos de ordenaciones para los que se
buscan representaciones a través no de una, sino de dos
funciones con valores reales u,v: X — R en la forma x 3

y &> u(x) < ¥(y). Una tal representacién podrfa interpretar-
se también a partir de la existencia de una aplicacion biva-
riante F: X x X — R que satisfaga la ecuacién funcional
F(x,y)=u(x)-v(y) para determinadas funciones
u,v: X > R y de forma que se tenga x 3 y & F(x,)<0.
Esta observacién nos lleva de manera natural a la conside-
racién de aplicaciones bivariantes F: X x X - R que nos
sirvan para representar ordenaciones.

M4s atin, sin partir siquiera de la existencia de una
determinada ordenacién, una aplicacién bivariante
F:Xx X — R puede servir bajo ciertas condiciones
para definirla, mediante, pongamos por caso, x 3 y
& F(x,y)<0.

Partiendo as{ de un conjunto X estudiamos posibles
aplicaciones bivariantes que puedan definirse en €l, y, ana-
lizando las mismas, vemos qué condiciones hacen que X
acabe dotado de una ordenacién con determinadas propie-
dades adicionales.

Un nuevo estudio hace que no nos detengamos tinica-
mente en la consideracién de ordenaciones, sino en la
posibilidad de reflejar mediante aplicaciones bivariantes la
existencia de determinada estructura algebraica adicional
sobre el conjunto X.

Nos centramos asf en el estudio de semigrupos ordena-
dos. Obtendremos resultados acerca de representabilidad,
en condiciones mds generales que las cldsicas, en las que,
usualmente, se exige que la ordenacién sea invariante por
traslaciones. En nuestro estudio, tal restriccién no se exige
a priori.

2. CONCEPTOS Y RESULTADOS PREVIOS

Sea X un preorden completo definido en un conjunto
X (i.e: X es una relacién binaria reflexiva, transitiva, y
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total definida sobre X). Si ademds = es antisimétrica, de-
cimos que 3 constituye un orden total y que (X, 3) es un
conjunto totalmente ordenado.

La notacién x <y significard la negacién de y = x.
Diremos que (X, X) es representable (respectivamente:
pseudo-representable) si existe una funcién u: X - R tal
que x 3 y siy s6lo si u(x)<u(y) (respectivamente: x =
y = u(y)), para cualesquiera x,ye X. La funcién u se
denomina funcién de utilidad (respectivamente: de pseudo-
utilidad) para <.

Un semigrupo (S,+) es un conjunto S dotado de una
operacién binaria asociativa, que denotaremos “+”.

Un semigrupo S que tenga un elemento neutro e tal que
x+e=x=e+x paratodo x €S se denomina monoide. Si
cada elemento x de un monoide S tiene un opuesto —x tal
que x+(—x)=(—x)+x=e entonces se dice que S es un
grupo.

Un semigrupo se dice S conmutativo (o abeliano en el
caso de grupos) cuando x+y=y+x para cualesquiera
x,yeS§ .

Un semigrupo (S,+) dotado de un orden total X se dir4
semigrupo totalmente ordenado.

Un semigrupo totalmente ordenado se dird invariante
por traslaciones si la relacién <X verificaque x S y & x+z
I y+z&z+x 3 z+y paratodo x,y,z € S. (En particu-
lar, un semigrupo totalmente ordenado invariante por tras-
laciones S es siempre cancelativo o regular, esto es:
xtz=y+tzSHx=y&z+Hx=z+y para cualesquiera
X, 9,2€8).

Dado un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3), un
elemento x €S se dird positivo (respectivamente: negati-
vo) cuando x < x+x (respectivamente: cuando x+x < x).
(Obsérvese que en el caso de darse la propiedad de inva-
riancia por traslaciones, un elemento x € S es positivo (res-
pectivamente: negativo) si y solamente si y<x+y (res-
pectivamente: x+y-<y) para todo yeS).

El conjunto de los elementos positivos (respectivamen-
te: negativos) de S constituye el cono positivo (respectiva-
mente: el cono negativo) de S, que denotaremos S* (res-
pectivamente: S7). En el caso de tener invariancia por
traslaciones, los conos positivo y negativo son semigrupos
ya que si x,yeS* (respectivamente: S~) entonces
x+y,y+xeS" (respectivamente: $7). (Obsérvese también
que, bajo la hipétesis de invariancia por traslaciones, §
unicamente puede tener un elemento e que no sea ni posi-
tivo ni negativo. En tal caso e debe ser, a fortiori, el ele-
mento neutro de la operacién +, y en consecuencia S es un
monoide. Ademds, resulta claro que en este caso x es po-
sitivo (respectivamente: negativo) si y s6lo si e<x (res-
pectivamente: x <e)).

Un semigrupo totalmente ordenado (S,+,%) se dice:

(i) positivo (respectivamente: negativo) si consiste
dnicamente de elementos positivos (respectiva-
mente: negativos),

(ii) aditivamente representable (respectivamente:
pseudo-representable) cuando haya una fun-
cién de utilidad (respectivamente: de pseudo-uti-
lidad) u para X que sea ademds homomorfismo
Ge: u(x+y)=u(x)+u(y), para cualesquiera
x,y € 8). La funcion u se dice entonces utilidad
aditiva (respectivamente: pseudo-utilidad aditiva).

Un semigrupo positivo (S,+,3) se dice:
(i) arquimediano si para todo x,y€S con x<y,

n veces
existe n e N tal que y<nx,|nx=x+ = +x|.

(ii) superarquimediano si para todo x,y €S tales que
x<y existe ne N tal que (n+1).x<n.y.

Un semigrupo totalmente ordenado (S,+,3) se dice
arquimediano (respectivamente: superarquimediano) si su
cono positivo S* es arquimediano (respectivamente: supe-
rarquimediano) y su cono negativo S~ es también arqui-
mediano (respectivamente: superarquimediano) cuando se
le dota del orden opuesto =, definido mediante x =,
yey Sx(x,yeS).

OBSERVACION 1: Nétese que para un grupo total-
mente ordenado invariante para traslaciones (G,+3) es
suficiente definir estas propiedades de arquimedianidad
Unicamente para elementos positivos, debido a la existen-
cia del opuesto —x de cada elemento x. Este hecho deja de
ser vélido para un semigrupo, al no ser cierto en general
que la arquimedianidad o superarquimedianidad de un cono
implique la del otro. Como ejemplo, considérese
[0;+00) X R, +,%,) con la suma “+” definida coordenada a
coordenada, y el orden lexicogrifico =, definido como
(a,c) 3, (bd)sia<boa=b, c<d.En este semigrupo el
cono S~ es arquimediano pero S* no lo es.

Para el caso de grupos totalmente ordenados invarian-
tes por traslaciones, la existencia de una funcién de utili-
dad aditiva fue caracterizada por Holder, ya en 1901. Este
resultado clave puede enunciarse como sigue:

TEOREMA 1. (Holder, 1901): Un grupo totalmente
ordenado invariante por traslaciones (G,+,3) es aditiva-
mente representable si 'y solamente si es arquimediano.

DEMOSTRACION: Véase (1), p. 300. &

OBSERVACION 2: El teorema anterior deja de ser
vélido si en lugar de grupos consideramos semigrupos,
puesto que la propiedad arquimediana no garantiza ya la
existencia de una representacién aditiva: Considérese, por
ejemplo, el semiplano lexicogrifico ((O,+oo)xR,+,5 B)
donde la suma “+” se define coordenada a coordenada y
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<, es el orden lexicogréafico. Es un hecho bien conocido
(véase por ejemplo (2) o (3)) que 1a estructura anterior no
admite ninguna representacién mediante funcién de utili-
dad, ni siquiera no aditiva.

Asi, para caracterizar la representabilidad aditiva de
semigrupos totalmente ordenados invariantes por traslacio-
nes es necesario exigir alguna nueva condicién, més res-
trictiva todavia que la propiedad arquimediana. Una con-
dicién de ese tipo fue introducida en (4). Alguna
condicién equivalente apareci6é mds tarde en la literatura
(véase (5)). Un resultado clave queda recogido en el si-
guiente teorema.

TEOREMA 2:

a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes para
un semigrupo positive (S,+,3) totalmente ordena-
do e invariante por traslaciones:

(i) (S,+,3) es aditivamente representable,
(i} (S.,+,3) es superarquimediano.

b) En el caso de grupos totalmente ordenados inva-
riantes por traslaciones podemos afiadir la verifi-
cacién de la propiedad arquimediana a las equi-
valencias anteriores de a).

¢) Un semigrupo totalmente ordenado e invariante
por traslaciones (S,+,3) es aditivamente represen-
table si y sélo si sus conos positivo y negativo son
aditivamente representables.

DEMOSTRACION: La equivalencia del apartado a)
estid probada, esencialmente, en (4), (Véase por ejemplo,
(6), pp 230 y ss., (7), pp 88 y s5, 0 (8), Ex. 12 en 3.2). Una
prueba completa aparece en (5).

OBSERVACION 3. Es interesante hacer notar que al-
guna de las demostraciones del teorema de Holder (véase,
por ejemplo, (1)) se basa en la construccion de una pseudo-
representacién con nicleo cero que, en consecuencia, re-
sulta inyectiva y por tanto, funcién de utilidad. (Esta idea
no funciona ya para semigrupos). La demostracién que se
da en (5) para semigrupos totalmente ordenados invarian-
tes por traslaciones se desarrolla en dos fases: En primer
lugar se obtienen adecuadas pseudo-representaciones aditi-
vas, y después se demuestra que entre ellas hay alguna que
es ademds inyectiva.

a

3. APLICACIONES BIVARIANTES
Y ORDENACIONES

Estudiamos a continuacién propiedades de ordenacio-
nes que quedan reflejadas por propiedades de aplicaciones
bivariantes asociadas. (En un contexto bastante més abs-
tracto, esta idea genérica aparece también en (9).

Sea X un conjunto no vacio y sea F: X x X - R una
aplicacién bivariante. A titulo de ejemplo, y para fijar
ideas, definimos una relacion binaria ® en el conjunto X
mediante xR,y <> F(x,y)=0. Con esta simple definici6n
aparecen ya determinadas propiedades que recogemos mds
adelante en el Lema 1, cuya sencilla prueba omitiremos.
Recordemos antes que un preorden es, por definicidn, una
relacién binaria reflexiva y transitiva, mientras que un
orden parcial es una relacién binaria reflexiva, antisimétri-
ca, y transitiva.

OBSERVACION 4: Recalcamos que la definicién
xR,y ¢ F(x,y)=0 es s6lo una posibilidad entre muchas
otras. Obviamente, estudiar otras opciones de definir rela-
ciones R, a partir de aplicaciones bivariantes F daria lugar
a otros resultados, mds o0 menos andlogos al Lema 1 que se
presenta a continuacién. Hemos de remarcar rambién que
a lo largo del presente trabajo no necesariamente definire-
mos una F a partir de una ®, y viceversa, como
xRy F (x, y) =0. De hecho, ocurrird que en ciertos
contextos las aplicaciones bivariantes que se manejen to-
mardn siempre valores estrictamente positivos.

LEMA I: Sea X un conjunto no vacio y sea
F: XXX — R una aplicacion bivariante. Definimos una
relacion binaria R en el conjunto X mediante
xR,y < F(x,y)=0. Se tienen asi las siguientes propieda-
des:

i) R es total o completa si F(x,y).F(y,x)=0, para
todo x,y € X tales que x# y.

ii) R es reflexiva si F (x,x) =), para todo x € X.

iii) R es asimétrica si lF(x,y)l+lF(y,x)]>0, para
todo x,ye X.

iv) R es antisimétrica si ]F (= y)] +|F( y,x)f >0, para
todo x,y € X tales que x# y. .
v) R es transitiva si }F(x,y)]+|F(y,Z)[= 0=

’F(X,Z)l, para todo x,y,z€ X.

vi} R es negativamente transitiva si min {}F(x, y)},

|F(y,z)[} #0 =>]F(x,2)] #0, para todo x,y,ze X.

Resulta asi, facilmente, la siguiente Proposicion.

PROPOSICION 1: Sea X un conjunto no vacio. Enton-
ces, se tiene:

a) X estard dotado de un orden total 3 si'y sélo si se
define una aplicacion bivariante F: XXX - R
cumpliendo las condiciones de i), ii), iv) y v) del
Lema 1.
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b) X estard dotado de un preorden completo 3 siy
solo si se define una aplicacion bivariante
F: XXX >R cumpliendo las condiciones de i),
ii) y v) del Lema 1.

¢) X estard dotado de un preorden 3 siy solo si se
define una aplicacion bivariante F: X x X - R
cumpliendo las condiciones de ii) y v) del Lema 1.

d) X estard dotado de un orden parcial X si'y sdlo
si se define una aplicacién bivariante
F:XxX— R cumpliendo las condiciones de ii),
iv) y v) del Lema 1.

Dada F, el orden de a), c) o el preorden de b),
d) viene dado por x 3y & F(x,y)=0.

Dado 3 orden o preorden correspondiente a
los casos a) - d), puede definirse la correspondien-
te F mediante F(x,y)=0&x 3 y,F(x,y)=1 en
otro caso.

e} X estard dotado de un orden total 3 siy sélo
si se define una aplicacién bivariante
F:XxX >R cumpliendo las condiciones de i),
iii) y vi) del Lema 1.

Dado F correspondiente al caso e), se define
ahora el orden total mediante x3 y <>F(x,y) #0).

Dado =X orden total correspondiente al caso
e) se puede definir F como F(x,y)=1&y=
x,F(x,y)=0 en otro caso.

A continuacién podemos plantearnos qué habrd de
cumplirse para que bien un preorden completo bien una
ordenacién total, sean representables a través de una fun-
ci6én de utilidad. Obsérvese que si tenemos ya un preorden
ya un orden parcial 3, definido sobre un conjunto vacio X,
Ia mera existencia de una “funcién de utilidad” que repre-
sente a X , esto es, de una aplicacién #: X — R tal que x
2 y @ u(x)<u(y), impone de entrada fuertes restriccio-
nes a 3, obligando a que sea ya un preorden completo ya
un orden total.

OBSERVACION 5: Sea < un preorden completo so-
bre un conjunto no vacfo X, representable por una funcién
de utilidad #: X — R Definamos una aplicacién bivarian-
te F: X X X — R mediante F(x,y) = u(y)~u(x). Con esta
definicién resulta que x 3 y & F(x,y)20. Obsérvese
ademds que F verifica asi una determinada ecuacién fun-
cional, a saber F(x,y)=u(y)-u(x) para cierta funcién
u.X — R. La ecuacién funcional anterior se denomina
ecuacién de Sincov, y equivale al hecho
F(x,y)+ F(y,%) = F(x,z), ecuacién intrinseca en el sentido
de que sélo depende de F. (Véase (10), p. 95). Es también
fécil recuperar una funcién de utilidad « que represente =X,
a partir de una aplicacién bivariante F que satisfaga la
ecuacién de Sincov: Basta para ello fijar un elemento
xo € X y tomar u(x)=F(x,,x).

Llegamos asf al siguiente resultado, cuya demostracién
omitimos.

PROPOSICION 2: Sea X un conjunto no vacio. Enton-
ces, se tiene:

a) Puede definirse sobre X un preorden completo 3
representable por una funcion de utilidad si y
s6lo si existe alguna aplicacién bivariante
F: XXX >R que es solucion de la ecuacidn
funcional de Sincov.

b) Puede definirse sobre X un orden total X repre-
sentable por una funcién de utilidad si y sélo
si existe alguna aplicaciéon bivariante
F:XxX-—>R que es solucion de la ecua-
ciéon funcional de Sincov, y tal que
F(x,y)=0 si x#y.

En el caso de querer representar Ordenes parciales o
preérdenes que no sean, en principio, completos, no pode-
mos utilizar funciones de utilidad. Y nos vemos por ello
obligados a utilizar algiin otro tipo de representacién o
pseudo-representacién. Es frecuente (véase por ejemplo
(11)) buscar pseudo-representaciones para preérdenes =
definidos en un conjunto no vacio X, que vengan dadas, a
través de una funcibn u X —- R en la forma x X y
= u(x) < u(y). Claro estd que una tal pseudo-representa-
cién no aporta toda la informacién posible sobre el preor-
den X, y, por ello, es necesaria la bisqueda de otros tipos
de representaciones que caractericen al preorden u orden
parcial que se maneje. Una posibilidad significativa con-
siste en el empleo de dos funciones u,v: X — R, debiendo
estudiar qué deben cumplir para que x % yo
u(x)<v(y),(x,y € X). Esta idea ha sido frecuentemente
utilizada en la literatura. (Véase (12), (13), (14), (15), (16),
(17), o (18)). Un caso particular interesante lo constituyen
las ordenaciones conocidas como “6rdenes intervalo”. Se
llama asi una relaci6n binaria reflexiva ®, sobre un conjun-
to no vacio X que verifica que para cualesquiera

x,y,z,t € X setiene “xR y ,zR t=>xR t o zR y”.

Como puede verse en (17) o en el capitulo 6 de (18), un
orden-intervalo ® sobre un conjunto contable X se carac-
teriza por la existencia de dos funciones u,v : X — R tales
que u(x)<v(x), xRy @u(x)<v(y), (x,y € X). Este
caso de representabilidad nos conduce de manera natural al
empleo de una aplicaci6n bivariante F: X X X — R, defi-
nida mediante F(x,y)=v(y)-u(x). Ademés, esta idea ge-
neraliza la vista antes para drdenes totales y preérdenes
completos que corresponderia al caso particular en que u y
v coinciden. Nétese que nos aparece también una ecuacién
funcional, a saber, “F(x,y% se descompone como
F(x,y)=v(y)—u(x), (x,y € X), para ciertas funciones u y
v con valores reales”. Claramente esto es una “ecuacién
funcional de la descomponibilidad”, ecuacién que trataria
de representar las funciones de dos variables que pueden
expresarse como suma (o diferencia) de funciones de una
variable. Algunos autores la denominan “ecuacién funcio-
nal de la aditividad”. (Véase (19)), y también hay quien la
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denomina “ecuacién de la separabilidad”. (Véase (20), p.
122). Se tiene asi el siguiente resultado, que generaliza el
obtenido para predrdenes completos usando la ecuacién de
Sincov.

PROPOSICION 3: Sea X un conjunto numerable. En-
tonces puede definirse sobre X una ordenacién, de tipo
orden-intervalo, R, si y solo si existe alguna aplicacion
bivariante F : X x X — R, que es solucién de la ecuacion
funcional ng,z) +F(z,y)= F(x,y)+ F(z,2), F(t,t) 20,
(x,y,z,te X

DEMOSTRACION: Si ®. es un orden-intervalo, sabe-
mos que existen dos funciones u,v:X — R tales que

u(x) < v(x), xRy & u(x) <v(y),(x,y € X). Tomemos
ahora F(x,y)=v(y)—u(x). Observamos asf que F(t,t)=
v(t)=u(t)20,(t € X), y ademds F(x,z)+F(z,y)=v(z)-
u(x)+v(y)—u(z)=v(z)—u(z)+v(y) - u(x) = F(z,2) +

F(x,5).(x,y.z€ X).

Reciprocamente, si F es una solucién de la ecuacién
funcional F(x,z)+ F(z,y)= F(x,y)+ F(z,2), F(t,1) 20,
(x,y,2,t € X), fijamos un elemento x,€X y tomamos
Wy)=F (xo, y);u(x)=F (xo,xo)—F (x, x,). Obtenemos asi
que F(x, y) = v(y)— u(x) y que v(x) - u(x) = F(x,x) 20,
(x, yeX ) Basta, por tanto, definir la relacién ®, como
xRy« F(x,y)20. ®

OBSERVACION 6:

a) La ecuaci6n funcional F(x,z)+F(z,y)=F(x,y)+
F(z,z), F(x,x) 20, que aparece en el enunciado

de 1a Proposicién 3 anterior, es a su vez equivalen-
te a la ecuacién funcional F(x,y)+F(z,t)=

F(x,t)+ F(z,9),F(x,x)20,(x,y,z,t€ X),F:

X x X = R, Al interpretar x& y como F(x, y) 20,
esta ecuacién es mas acorde con la definicién or-
den-intervalo como una relacién R verificando
que para cualesquiera x,y,z,t€X se tiene

“xR y,zRt=> xRt o zR y”.

b) En el caso de ser el conjunto X no numerable, no
es suficiente que la relacién R, sea un orden-inter-
valo para que exista una representacion a través de

dos funciones u{(x)<v(x), xRy & u(x)<v(y),

(x, yeX ) Un contracjemplo (véase (17), p. 42) es
la relacion ®, definida en R mediante

Ry x< y+1,(x,yeR).
c) En la ecuaci6n funcional de la Proposicién 3 ante-

rior, hay una situacién intermedia entre los preér-
denes completos representables, que corresponde-

rian a F(x,x)=0,(xe X) y el caso general en el
que se tiene simplemente F(x,x)>0. Tal situa-
ci6n intermedia corresponde a que F(x,x)=k >0
para todo xe X, siendo k €R cierta constante
positiva. Se corresponde con la ecuacién funcional

F(x,w)+ F(w,y) = F(x,z)+ F(z,), con su equi-
valente F(x,y)+k = F(x,z)+ F(z,y) asf como con

el hecho v(x)=u(x)+k,(x,y,z,we X). Cuando X
es contable, esta ecuacién funcional caracteriza un
tipo de ordenaciones que se denominan semidrde-
nes, definidas como aquellos érdenes-intervalo, R,
con la propiedad adicional de que “para todo
x,y,z€ X se tiene que xRy, yRz=>xRw, o
w® z, para todo w e X”. Para més detalles puede
consultarse (21), (17), p. 53 o (22).

Terminamos esta seccién haciendo mencién a ciertos
trabajos sobre aplicaciones bivariantes F, en un conjunto
no vacio X, que satisfacen la ecuacién funcional
F(x,y)+ F(y,x)=0,(x,y € X). Este tipo de aplicaciones
bivariantes se denominan hemisimétricas y la ecuacién
anterior puede denominarse “ecuacién funcional de la he-
misimetrfa”. (Véase, por ejemplo, (23) o (17), p. 58). Sir-
ven para caracterizar ciertos tipos de preferencias definidas
sobre conjuntos convexos del espacio euclideo, asi{ como
para el tratamiento de la intransitividad de la indiferencia
asociada a ciertas relaciones de preferencia. Nétese que si
definimos una ordenacién 3 sobre X mediante x =
yo F (x, y) <0, con F satisfaciendo la ecuacién de hemi-
simetria obtenemos que la relacién de indiferencia asocia-
da “~”, dada por x ~y & F(x,)=0& “x 35,y 3 x”,
puede no ser transitiva. Por dltimo, dejamos constancia de
que todo orden total da lugar a una aplicacién bivariante
que es solucién de la ecuacién de hemisimetria. (Ello pue-
de verse con una construccién que se asemeja a las de la
Proposicién 1). Evidentemente, el reciproco no es cierto:
Basta considerar una aplicacién bivariante F: X X X - R
que sea idénticamente nula.

4. APLICACIONES BIVARIANTES
PARA SEMIGRUPOS TOTALMENTE
ORDENADOS

Nos planteamos ahora el estudio, mediante aplicacio-
nes bivariantes, de semigrupos totalmente ordenados. Como
puede desprenderse de los resultados mencionados en la
seccidén 2, la mayoria de los resultados cldsicos acerca de
la representabilidad se obtienen bajo la hipétesis de inva-
riancia por traslaciones. Como veremos, el empleo de apli-
caciones bivariantes nos permite generalizar el estudio a
familias mds amplias de semigrupos totalmente ordenados,
donde a priori no se exige una invariancia por traslaciones
en el sentido restrictivo de la definicién que dimos en la
seccion 2.

Comenzaremos estudiando semigrupos totalmente or-
denados positivos, esto es, aquellos (S,+,3) tales que
x < x+ x para todo x € S. Nos preguntamos cudndo estos
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semigrupos son representables a través de una funcién de
utilidad aditiva u: (S,+,3) = (R ,+,<). Dado que S es po-
sitivo, obviamente una tal funcién de utilidad aditiva habrd
de tomar valores en (0,+0).

Vimos ya en la seccién 2 que, si S fuese invariante por
traslaciones, la positividad de sus elementos se traduce en
que x < x+ y para cualesquiera x,y € S. Si no exigimos tal
invariancia por traslaciones, este hecho puede dejar de ser
cierto. Es mds, lo tnico que podemos garantizar es que
27.x<2%.x si p<q,(p.ge N,xeS). Ni siquiera tie-
ne por qué verificarse que m.x<n.x si m<n,
(mneN,xeS).

Ello nos lleva a la siguiente definicién.

DEFINICION: Un semigrupo positivo totalmente or-
denado (S,+,3) se dice coherente si para cada xeS se
tiene que el semigrupo <x>= {p.x sPE N} es isétono al
semigrupo ordenado (N,—l-,s) . Esto equivale a que, para
todo x €S y para cualesquiera m,ne N con m<n se ten-
ga m.x<n.x.

Tlustramos ahora la definicién anterior con algin ejem-
plo.

EJEMPLO 1: Dotamos a S =(0,+e)x (0,+) de la
suma “+” coordenada a coordenada (esto es:

(a,b)+(c,d) =(a +c, b +d)) y del orden total “3” dado
por (a,b)3(c.d) e ‘<‘d“ 6 ad =bc,a<c. Claramente

a<2a=>(a,b)< (a,b)+(a,b)=(2a,2b), luego § es semi-
grupo positivo. Ademds, es claro que si m,ne N, m<n
se tiene que ma <na= (ma mb) =< (na nb) luego se trata
de un semigrupo coherente. Sm embargo, no es inva-

riante por traslaciones ya l 10 < IO 100) pero
(20,103 10,1) +(10,100) < 11 11 10 1 +(1,10).

EJEMPLO 2: Dotamos a S = N de la suma usual, y de
un orden dado por 2”.(2n+1)327(2g+1)&m<p 6
m=p,n<gq. (Nétese aqui que todo niimero natural i e N
puede escribirse en la forma 2°.(25+ 1) para determinados
a,beN U{O}). Como puede observarse en esta ordenacién
tomamos primero los impares en su orden natural, después
los multiplos de 2 pero no de 4 en su orden natural, des-
pués los multiplos de 4 pero no de 8 en su orden natural,
etc. (Esto es, al cabo de &+1 pasos se toman los multlplos
de 2" pero no de 2 k*1 en su orden natural). Tenemos asi
un orden total sobre S. Resulta sencillo ver que se trata de
un semigrupo positivo. Sin embargo, no es un semigrupo
coherente, ya que 32=6<4=22.

Se obtiene ahora facilmente la siguiente proposicién,
cuya demostracién se omite.

PROPOSICION 4: Sea (S,+,%) un semigrupo total-
mente ordenado. Se tiene entonces:

a) S es positivo si y sélo si se puede definir una
aplicacion bivariante F:SXS—»R tal que
x<ye F(x,y)<1,(x,yeS), y ademds
F(x 2x)<1 para todo x€8S.

b) S es positivo coherente s5i 'y sdlo si se puede definir
una aplicacién bivariante F:SXS->R tal

que x<ye F(x,y)<1,(x,yeS) y ademds

F (m.x,n.x) <1 para todo xeS§ y cualesquiera
m,ne N con m<n.

¢) S es invariante por traslaciones si y solo si se
puede definir una aplicacién bivariante

F:8xS—R tal que x<y<:>F(x,y)<1, (x,yeS),

y ademds F(x,y)<le F(x+z,y+z)<l,

(x.y.z€8).

OBSERVACION 7: La obtencién de una aplicacién
bivariante F para los apartados a)- ¢) de la Proposicién 4
anterior, una vez que disponemos de la ordenacién “37,
resulta muy sencilla, sin mds que definir
F(x,y)=0x=<y,F(x,y)=1y=3 x(x,y€S), al esti-
lo de 1a Proposicién 1. Supongamos que, ahora, queremos
estudiar aplicaciones bivariantes cuyas propiedades refle-
jen, por ejemplo, el hecho de que (S,+,3) es una estruc-
tura representable por una funcién de utilidad aditiva
u: S — (0,4c0). Nos encontramos aquf con la dificultad de
que ya no va a ser posible definir la aplicacién bivariante
F como F(x,y)=0< x<y. Ocurre que, con toda proba-
bilidad, F habra de tener alguna propiedad adicional en
relacién con la operacién binaria “+” de la estructura de
semigrupo. Asi que ahora nuestra labor consistird en, una
vez que se tenga una funcién de utilidad u, saber disefiar
una adecuada aplicacién bivariante F que la interprete. Y
viceversa, disponiendo de una aplicacién bivariante F con
buenas propiedades, saber encontrar una funcién de utili-
dad u adecuada que se corresponda con F de manera natu-
ral. El siguiente lema nos resuelve la cuestién.

LEMA 2: Sea (S,+,3) un semigrupo totalmente orde-
nado positivo. Entonces S es representable a través de una
funcion de utilidad aditiva u:S — (0;+0) siy solamente si
existe una aplicacion bivariante F:S XS — (0,+c) cum-
pliendo las siguientes condiciones:

i) x<ye F(x,y)<1,(x,yeS),

i) F(x,y)=F(x,2).F(z,y),(x,y.2€5), (“ecuacién
multiplicativa de Sincov”, véase (10), p. 183),

iii) F(y+zx)=F(y,x)+F(z,x),(x,y,z€85). (Esta
es una de las “ecuaciones funcionales del inte-
rés”, y de las “ecuaciones de presupuesto”, véa-
se (24), p. 54 y p. 215).

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que
S es representable a través de una funcién de utilidad adi-
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tiva u:S — (0,4+00). Definamos F(x,y):f-%, (x,y€S).
uy

Observamos que x <y & u(x)<u(y)e % <l

u(y

F(x,y)<1,(x,y €S). Luego F cumple i). Ademis
F(x,y) = Zg; =(Z§3)(§g—))—]= F(x,z).F(z,y) ,(x,y,z ES).
u(y+z)

Luego F cumple ii). Por dltimo F(y+z,x)= ® =
wx

u(y)+u(z) —M+@—F

G i) ) T OB (2 €8). Lue

go F cumple iii).

Reciprocamente, supongamos que F: S XS — R esuna
aplicacién bivariante que satisface las condiciones i)-iii).
Fijemos x, €S y definamos u(x)= F (x, xo) J(xeS). Ast
x=ye Fx,y)<le F(x,x). F(x,y) <1 & u(x).
F (xo, y) < 1. Notemos ahora que para cualquier z€S se
tiene F(z,z) = F(z,z).F(z,z), por ii), luego necesariamente

F(z,z)=1. De aqui se sigue que 1=F(y,y)=F(y,x,).

F(xo,y):F(y,x0)=———l——. En definitiva, F(x,y)<1<:>

F(xo,y)
eu(x)<u(y). Por dltimo, de iii) se sigue que u es

aditiva. R

OBSERVACION 8: Nétese que aqui ya no cabe elimi-
nar la condicién del Lema 2 en la que se exige que F tome
valores estrictamente positivos, de manera que, como apun-
tamos en la Observacién 7, la definicién de F como
X<y F (x, y) =0 deja de funcionar. Ello es asf ya que si
hubiera una pareja x,y €S con F (x, y) =0 y F cumpliendo
las condiciones del Lema 2, se tendria facilmente que
F (t,z) =0 para todo ¢,z € S, de donde se llega claramente
a una contradiccién con el hecho de ser < un orden total.

El siguiente lema resulta ser de una importancia clave,
pues determina la unicidad de las aplicaciones bivariantes
que aparecen segiin el Lema 2, asociadas con un semigru-
po positivo totalmente ordenado y aditivamente represen-
table.

LEMA 3: Sea (S,+.3) un semigrupo positivo totalmen-
te ordenado y aditivamente representable. Entonces, cua-
lesquiera dos funciones de utilidad aditivas
u,v:§— (O,+oo) que representen a (S, +, 3) han de ser una
miiltiplo de la otra, es decir debe existir k (0,4} tal que
u(x) = k.v(x) para todo x € S. Por consiguiente, la aplica-
cion bivariante F que aparece en el enunciado del Lema 2,
es dnica.

DEMOSTRACION: Sean u,v:S —> (0,4c0) funciones

de utilidad aditivas. Fijemos x, € S, y llamemos k = X%’%
U xo

Veamos que v(x)=k.u(x), para todo x&S. En efecto:

ulx) . .
Llamemos a=—-( . Aproximemos o por una sucesién
X,
)

P
estrictamente creciente (—") de ntmeros racionales
B /peN
(Pn»9. € N). Se sigue que p,,.u(xo)< g, - u(x)=> p,.x, <

g, -X= p, .v(xo) <q,vx)neN)= vx) = lim,_,,..

{(z_ j-v(xo)} - _‘i(% v(x)=k.u(x). Cambiando los pa-

n
peles de u y v se llega de manera andloga a que

u(x) 2 % v(x). Luego en definitiva resulta v(x)= k.u(x).

Con respecto a la unicidad de las aplicaciones biva-
riantes, obsérvese que si F,G son dos aplicaciones biva-
riantes en las condiciones del Lema 2 se sigue que, una vez

fijado x, € S, las expresiones F' (x,xo) R G(x,xo) (x € S) defi-
nen sendas funciones de utilidad, luego existe k & (0,+o)

tal que G(x,xo) =k.F (x,x0 )(x € S). Ahora, razonando
como en la prueba del Lema 2, para todo x,y €S obtene-

G{x,x k.Flx,x
mos que G(x,y) = G(x,xo). G(X(),y) 3 'Ggy—xo% =;‘;‘("“;‘9'5
F(x,xo) - e

F(y—,m)zF("’xo)-F(xo,y)=F(x’y)- u

OBSERVACION 9:

i) Con una prueba similar se generaliza el resultado
del Lema 3 para pseudo-utilidades aditivas con
llegada en (O,—i—oo) , esto es: “Cualesquiera dos fun-
ciones de pseudo-utilidad aditiva u,v: S — (0,+0)
que sean pseudo-representaciones de un semigru-
po positivo totalmente ordenado (S,+,3) han de
set una miiltiplo de la otra”. Esto tiene una con-
secuencia destacable: Si sabemos que (S.+,3) es
aditivamente representable ocurrird que cualquier
pseudo-utilidad aditiva u, definida sobre S, o bien
es inyectiva y con ello utilidad, o bien es trivial

(u(x) =0,(xe S)) .

ii) La unicidad de las aplicaciones bivariantes vista
en el Lema 3 hace que podamos dar un elegante
enunciado alternativo para el Lema 2, haciendo
uso de ecuaciones funcionales. Quedaria asf:

“Sea (S,+,3) un semigrupo positivo totalmente
ordenado, entonces S es aditivamente representa-
ble si y sélo si el sistema de ecuaciones funcio-
nales

F(x,y)=F(x,z). F(z,y),(x,y,z€ ),
F(y+z,x)=F(y,x)+ F(z,x) (x,y,z€ S)



164 Matematicas: Juan C. Candeal Haro et al.

Rev.R.Acad.Cien.Exact.Fis.Nat, (Esp), 1996; 90

tiene una solucién tnica tal que
x=<ye Flx,y)<1(x,yeS),

entre las aplicaciones bivariantes

F:S%S > (0,400)”.

Como corolario, nétese que toda aplicacién bivariante
F que sea solucién del sistema de ecuaciones anterior de-
fine sobre S un preorden completo aditivamente represen-
table, que es un orden total si ademds ocurre que
x2y=F(x,y)#1(x,yeS).

El Lema 2 anterior simplemente nos traduce funciones
de utilidad en aplicaciones bivariantes, pero no nos dice
c6émo obtener ni unas ni otras a partir del conocimiento de
la estructura (S,+,<). Ahf estd el problema clave. Hasta
ahora se conocen técnicas de construccién de funciones de
utilidad para semigrupos totalmente ordenados invariantes
por traslaciones.

Tratamos en lo que sigue, y como razén de ser del
presente trabajo, de obtener nuevas construcciones, bien de
funciones de utilidad, bien de aplicaciones bivariantes, en
contextos mds generales.

En el contexto de invariancia por traslaciones, la clave
de la representabilidad aditiva estaba en propiedades de
arquimedianidad. Al quitar la hipétesis de invariancia por
traslaciones, las propiedades de arquimedianidad no serdn
suficientes para la representabilidad aditiva. Ciertamente,
la invariancia por traslaciones es una condici6n necesaria,
as{ que no se puede prescindir de ella. Pero atin podemos
preguntarnos si tal propiedad es redundante de alguna con-
dicién de arquimedianidad, o si alguna condicién de arqui-
medianidad junto con alguna versién mds débil de la inva-
riancia por traslaciones, lleva consigo la representabilidad
aditiva.

Otro hecho notable es que, si no se exige la propiedad
de invariancia por traslaciones, no se tiene garantia de que
ciertas propiedades de arquimedianidad sean equivalentes.
Ello nos obliga a introducir una nueva definicién.

DEFINICION: Sea (S,+,%) un semigrupo positivo y
totalmente ordenado. Se dice que S es arquimediano fuerte
si para todo x,y €8, x <y, existe un dnico ne N tal que
nx 3 y=<(n+l).x.

OBSERVACION 10:

i) Como se desprende del Teorema 2, en el contexto
de semigrupos positivos totalmente ordenados e
invariantes por traslaciones, superarquimediano
implica arquimediano, que a su vez equivale a
arquimediano fuerte. Estas implicaciones dejan de
ser vélidas en el contexto general.

ii) También se desprende del Teorema 2 que en el
contexto de semigrupos positivos totalmente or-

denados e invariantes por traslaciones, superar-
quimediano implica conmutativo. Y también esto
pasa a ser falso en el contexto general.

iii) Si no se exige invariancia por traslaciones, no es
cierto tampoco que superarquimediano equivalga
a arquimediano en grupos totalmente ordenados.

iv) Si en la definici6én de arquimediano fuerte no
hubiésemos exigido la unicidad de los ne N ta-
les que nx X y=<(n+1).x obtendrfamos una
propiedad equivalente a la arquimediana. Esto es:
“Un semigrupo positivo y totalmente ordenado
(S,+,3) es arquimediano si y sélo si para todo
x,y€S con x<y existe neN tal que n.x
X y<(n+1).x”. Para probar este hecho la dnica
dificultad estd en ver que si S es arquimediano, y
x <y, existe el correspondiente n € W tal que n.x
< y<(n+1).x. De no existir tal n se sigue facil-
mente por induccién que k.x 3 y, para todo
k € N, en contradiccién con la arquimedianidad.

Tlustramos la Observacién 10 anterior con adecuados
ejemplos.

EJEMPLOS 3:

i) Sea S =(0,+00)x(0,+) dotado con la operaci6n
“+” dada por (a,b)+(c,d)=(a,b+d), a,b,c,d e
(0,+o0) y el orden lexicogréfico “S,”. Se tiene asf
un semigrupo totalmente ordenado, positivo

coherente que no es conmutativo:

(1L2)+(2,))= 51,3) #(2,3)=(2,1) +(1,2) . No es ar-
quimediano: (1,1) < (2,1), pero n.(L1)=(1,n) <,
(21),(neN). Es superarquimediano: Para
ello, nétese que si a<c, entonces 2.(a,b)=
(a,2.) < (c,d)=1.(c,d), mientras que si b<d,
entonces existe neN tal que (n+1).b<n.d=
(n+1).(a,b)= (a,(n+ 1).b) < (a,n.d)=n.a,d).

ii) El semigrupo introducido en el Ejemplo 2 es ar-
quimediano, pero no es arquimediano fuerte ya
que no hay unicidad en los ne N tales que n.13
2 <(n+1).1. En concreto, aqui n puede ser cual-
quier impar.

iii) Sea G=R\{0} dotado con la operacién de pro-
ducto usual “x” y el orden natural “<”. (G,X,S)
es un grupo totalmente ordenado, no invariante
por traslaciones ya que —2 < 1, pero (-2) x(~2) =
4>(~2)x1==2. Su cono positivo G* es
(—°0,0)U (1,50) mientras que su cono negativo G~
es (0, 1). Aprovechando que ((0,+°°),><) es grupo
totalmente ordenado aditivamente representable
en (R ,+,<), a través de la funcién “log” y que si
x<0,yeG con x<y entonces x> <y?" ge
obtiene que G es un grupo superarquimediano.
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Sin embargo, no es arquimediano pues
(-1/2)<2 y también (~1/2)" <2 para todo
neN- )

LEMA 4: Un semigrupo totalmente ordenado positivo
es arquimediano fuerte si y sélo si es arquimediano y
coherente.

DEMOSTRACION: Sea (S,+,%) un semigrupo total-
mente ordenado positivo coherente y arquimediano. Sean
x,y €8 con x < y. Supongamos, por reducci6n al absurdo,
que existen me N, m < n tales que n.x 3 y<(n+1).x; m.x
3 y<(m+1).x. Como m<n=(m+1)<n, debemos te-
ner, por ser S coherente, que mx 3 y<(m+1).x 3n.x<y

3 (n+ l).x. Llegamos asf a la contradiccién ¥ < ¥. Luego,
en definitiva, S es arquimediano fuerte.

Reciprocamente, supongamos que S es arquimediano
fuerte. Si S no es coherente, existird xeS y un ne N
minimo tal que (n+1).x 3 n.x. Sea ahora
n+keint+lin+2,..2n-1 méximo tal que
(n+k).x<n.x. Si (n+k).x<(n—1).x entonces S deja de
ser arquimediano fuerte ya que tanto para p=n-1 como
para p=n+k,y lHamando y=(n—1).x ocurre que p.x 3
y<(p+1).x. Por dltimo, si (n—1).x3 (n+k).x S también
deja de ser arquimediano fuerte pues tanto para p=n~-1
como para p=n+k, y llamando y = p.x ocurre que p.x 3
y=<(p+1).x. B

En el caso arquimediano fuerte, podemos definir de
manera natural una aplicacién bivariante que nos dar4 itil
informaci6n sobre la estructura,

PROPOSICION 5: Sea (S,+,3) un semigrupo total-
mente ordenado positivo. Entonces son equivalentes:

i) S es arquimediano fuerte,
bivariante

ii) Existe una aplicacién
F:8§x8— [0,+oo) cumpliendo:

a) F(x,y)>F(x,z)=>y=<z,(x,y,2€5), esto
es, para todo xy€S§ la funcion u,:S—R
dada por u, (x)= F(x,,x) es funcidn de pseu-
do-utilidad,

b) F(x,p.x)=p, (xeS, peN)

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que
(8,+,%) es un semigrupo totalmente ordenado positivo ar-
quimediano fuerte, Dados x,y€S con x~<y, existe un
dnico ne N tal que 7.x3 y <(n+1).x. Definimos enton-
ces F(x, y)=n. También impondremos que F (x,x):l
para todo xe S,y que F(x,y)=0 si y<x. Con esta defi-
nici6n, es ficil ver que F verifica las condiciones a) y b).

Reciprocamente, dada F verificando a) y b) se sigue
que S es coherenté, ya que por b) p.x < ( p+ 1) .x para todo
x€ S, peN. Finalmente, S es arquimediano, ya que si

x<y, tomando pe N con F(x,y)<p se deduce de a) y
b) que y < p.x. Basta ahora aplicar ¢l Lema 4. B

OBSERVACION 11: La construccién de F en i) = ii)
estd perfectamente determinada. Sin embargo, para ii) = i)
podria suceder que tuviésemos dos aplicaciones bivariantes
distintas F; y F, cumpliendo a) y b). En este caso, ocurre
que F, no es muy diferente de F, ya que para todo x,y €S

se tiene ]Fl(x, y)— Fy(x, y)] <1. Esto es asf ya que si X<y
entonces existe un dnico ne N tal que n.x 3 y<(n+1).x.
De aqui n=F/(x,n.x)< F(x,y)< F,-(x,(n + 1).x)
n+1(i=1,2). Y si y=<x entonces 0% Fi(x,y) < F(x,x)=
1(i=12).

PROPOSICION 6: Sea (S,+,3) un semigrupo total-
mente ordenado positivo. Entonces S es arquimediano fuer-
te y superarquimediano si 'y sélo si existe una aplicacion
bivariante F:8xS — [O,+oo) cumpliendo:

a) F(x,y)<F(x,z)=y=<z(x,y,z€85).
b) F(x,p.x})=p,(xeS,peN).

¢) Dados x,yeS con x<y, existe peN tal que
F(x,p.y)>p+1.

DEMOSTRACION: Si S es arquimediano fuerte, por
Ia Proposicioén 5 tendremos ya F cumpliendo las condicio-
nes a) y b) del enunciado. Si ademds S es superarquimedia-
no dados x,yeS con x<y existe peN tal que
(p+1).x< p.y. También, como (p+1).x < p.y debe exis-
tir ge N con ((g+1).(p+1)).x=<(p.q).y. Asi
F(x,(p.q).y)z F(x,(p+ 1).(q +1).x))= (p+1).{g+1)>
p.q+1.

Reciprocamente, si disponemos de una aplicacién bi-
variante F:Sx S — [O,—i—oo) cumpliendo las condiciones a)-
¢ entonces, por la Proposicién 5, S es ya arquimediano
fuerte. Para ver que es superarquimediano tomemos
x,y€S,con x<y, ypor b)yc), sea peN tal que
F(x,p.y)>p+1= F(x,(p+ 1).x). Se sigue ahora de a) que

(p+1).x<p.y. ®
OBSERVACION 12:

i} Aplicando el Teorema 2, la Proposicién 6 ante-
rior nos proporciona una nueva caracterizacién de
los semigrupos totalmente ordenados positivos e
invariantes por traslaciones que sean aditivamente
representables. A su vez, esta caracterizacién
completa la dada en el Lema 2. Se tiene: “Sea
(S,+,3) un semigrupo totalmente ordenado posi-
tivo e invariante por traslaciones. Entonces S es
aditivamente representable si y sélo_si existe una
aplicacién bivariante F:Sx8 — [04e) cum-
pliendo:
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a) F(x,y)<F(x,z)=y=z,(x,y,ze8).
b) F(x,p.x)=p,(xeS,peN).

¢) Dados x,y €S conx <y, existe pe N tal que
F(x,p.y) >p+17,

ii) A la vista de la Proposici6n 6 se tratard de encon-
trar alguna propiedad adicional que, verificada por
las aplicaciones bivariantes F que aparecen, haga
que § sea invariante por traslaciones, con lo que
(S,+,3) serd aditivamente representable por el
Teorema 2. Presentamos a continuacién el resulta-
do fundamental al que se llega en este contexto.

TEOREMA 3: Sea (S,+,5) un semigrupo totalmente
ordenado positivo. Son equivalentes las propiedades si-
guientes:

i) S es aditivamente representable,

ii) Existe una aplicacion bivariante
F:S% 8 —|0,4c0) cumpliendo las condiciones si-
guientes:

a) F(x,y)<F(x,2) = y=<z,(x,y,z€S).
b) F(x,p.x)=p,(xeS,peN).

¢) Dados x,y €S con x <y, existe pe N tal que
F(x,p.y)>p+1”.

d) O0<F(x,y+z)—F(x,y)- F(x,2)<1 (x,y,z€ ).

La demostracién del Teorema 3 se basa en el lema
siguiente:

LEMA 5.: Sea (S,+,3) un semigrupo totalmente orde-
nado positivo para el que existe una aplicacion bivariante
F satisfaciendo las condiciones a)-d) del Teorema 3. En-
tonces se verifican las propiedades siguientes:

i) Para todo x,y€S se tiene que x<x+y,
X< y+x.

ii) S es conmutativo.
i) x<y=“p.x<p.y paratodopeN”(x,yeS).
DEMOSTRACION:

i) Utilizando las propiedades a)-d) resulta que para
cualesquiera x,yeS se tiene F(x,x+y)>
F(x;x)+ F(x,y) =1+ F(x,y) > F(x,y) 2y < x +).
Andlogamente y < y+x.

ii) Sean x,y €§. Supongamos, por reduccién al ab-
surdo, que x +y # y+x. Consideraremos sin pér-
dida de generalidad que x+ y < y +x. Por la Pro-

posicién 6, S es superarquimediano luego existe
geN tal que (g+1).(x+y)<gq.(y+x). Pero,
por i) se tiene g.(y+x)<x+q.(y+x)<x+
g.(y+x)+y=(g+1).(x+»), y se llega asf a con-
tradicci6n.

iii) Sean x,y €S con x<y. De nuevo por ser S su-
perarquimediano, existe geN tal que
(q + 1) .x<q.y. Sea ahora p e N. Tres casos pue-
den ocurrir.

Caso 1: Si p=g¢, por ser S coherente, lo que se
sigue de la Proposicién 5, se obtiene que
g.x=<(g+1).x<q.y.

Caso 2: Si g < p, a partir las propiedades a)-d)
se obtiene: F(x,p.y) 2 F(x,(p - q).y) + F(x,q.y)
2(p~q).F(x,y)+F(x,(g+1).x) 2 (p~q).F(x,x)
+(g+1)=(p-q)+(g+1)=p+1>p=F(x,px)
Asi F(x,p.y)> F(x,p.x)= p.x< p.y. )

Caso 3: Si p<gq, y ocurriera que p.y3p.x,
tomando ahora ;e N suficientemente grande,
por el caso para Z=p.Y,t= p.X se tendria que
rz=r(p.y)3 rit= r.(p.x). Esto contradice el
caso 2 para x<y. H

Presentamos ya la prueba del Teorema 3.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3:

i) = ii) Si definimos F como en las proposiciones 5 y
6, cumplird ya las condiciones a), b) y c). Veamos que
también satisface d): Dados x,y,z€ S se tiene que existen
P.q € NU{0} tinicos tales que p.x 3y <(p+1).x y .x %
z<(g+1).x con el convenio de que si p (respectivamente:
g) vale cero s6lo se contempla la desigualdad y<x (res-
pectivamente z<x). Asi F(x,y)=p y F(x,z)=gq. Al ser
§ aditivamente representable, es invariante por traslacio-
nes, y se tiene (p+q).x3 y+z<(p+q+2)x=

Fx,y+z)e{p+q,p+q+1}.

ii) = i) Supongamos que existe F:S xS-—9[0,+oo)
aplicacién bivariante verificando las condiciones a)-d).
Consideramos la aplicacién u:S — R definida mediante la
expresién

Flx ,Zp.x
u(x):p{i;ﬁo ———————-( 0217 ) (x8),

donde x, es un elemento prefijado cualquiera de .

u esta bien definida puesto que el limite anterior existe
ya que la sucesién
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F(xo 27 ‘x)
2P
PeEN

estd acotada superiormente por F(x,,x)+1 y es no decre-
ciente ya que 2.F(x0,2”.x) < F(x0 ,2”“.x), en virtud de la
propiedad d) de F.

Dados x,y €S con x 3 y se tiene, por el Lema 5 iii),
que para todo peN es 27 x3 2”.y=>F(xo,2”.x)5

F (xo,?-p -y). De aquf se sigue que u(x)<u(y)y u es pseu-
do-utilidad.

Dados ahora x,y e S, p €N, y teniendo en cuenta que
2”.(x + y) = 2?7 x+2P.y en virtud del Lema 5 ii), se obtie-
ne que 0< F(x0,2‘”.(x+ y))—F(xO,ZP.x)— F(x0,2”.y) <1,
Dividiendo por 27 y tomando limites se llega a
u(x+y)=u(x)+u(y), luego u es aditiva.

Vemos ahora que u(x) >0 (x €S ): Si x = x, esto se si-
gue del hecho F(x0,2p.x0)= 27 = ulx,)=1. Si x,<=x
entonces por el Lema 5 iii) es 2°.x, < 27.x = 1=u(x,) <
u(x) = u(x) >0. Como dltima posibilidad, si x < x,, en-
tonces al ser § arquimediano, existe p€N con x, < p.x.
Por el caso anterior y por ser u aditiva, se sigue que
pu(x)=u(p.x)>0=u(x)>0.

Para concluir, basta ver que u es inyectiva. Para ello,
notemos que si x < y entonces, puesto que S es superarqui-
mediano en virtud de la Proposicién 6, existe g€ N tal

que (q+1).x-<q.y=>(q+1).u()c)s(q—i;).u(y) = u(x) <
u(y). |

OBSERVACION 13:

i) Disponemos ahora de dos caracterizaciones de la
representabilidad aditiva mediante aplicaciones
bivariantes, a saber, el Lema 2 y el Teorema 3. La
relacién entre ambas queda asi: “Siendo F
una aplicacién bivariante cumpliendo a)-d)
del Teorema 3, la aplicacién bivariante
fiSxS— (O,+oo) dada por

Flx,,27.
f(t.2)= lim (xo.—t)(z,teS), x, €8 fijo
p>ioo F(xo,Zp .z)

satisface las condiciones del Lema 2”. De acuer-
do con el Lema 3, f es independiente de la F
elegida, luego también se tiene que

' (02)= i F(z,Zp.t) i F(z,z”.t)
t,z)=lim ——r=lm, |, —— o
’ N F(z,2p.z) Pt 2?

andlogamente,

F(t, 2P, z) P

) = ll'mp_)_,,“, F(

t,z)=1li —
f(t.2) My ytoo t,2p.z)'

F(t,2p.z

ii) A la vista de que tenemos dos caracterizaciones
distintas de la representabilidad aditiva de semi-
grupos totalmente ordenados positivos S+3),a
saber, el Lema 2 y el Teorema 3, podemos cues-
tionarnos el porqué de haber introducido ambas,
en lugar de sélo una de ellas. En defensa de la
introduccién de las dos, cabe notar que en el
transcurso del Lema 2 al Teorema 3 se ha seguido
un procedimiento gradual y constructivo. Si bien
el Lema 2 supone una mera traduccién de funcio-
nes de utilidad a aplicaciones bivariantes, en los
resultados que desembocan en el Teorema 3 se ha
empleado un proceso de construccién en el que
una propiedad clave es la arquimedianidad fuerte,
como se observa claramente en la demostracién
de la Proposicién 5. Mds atin, se ha procurado
introducir construcciones que no hicieran uso de
la propiedad de invariancia por traslaciones. En
esa direccién, los resultados constructivos expre-
sados por las proposiciones 5 y 6 no siguen las
lineas usuales de obtencién de resultados. (Véase
(6), (1), (7), (25), 0 (26)). Asi, creemos que resul-
ta fundamental el aporte del concepto de coheren-
cia, intermedio entre la invariancia por traslacio-
nes y la positividad, el cual permite, bajo hipétesis
de arquimedianidad, empezar a construir aplica-
ciones bivariantes con buenas propiedades. Néte-
se ademds que en los estudios clasicos de la lite-
ratura sobre estos temas, las representaciones
aditivas resultan de la conjuncién de alguna con-
dicién de arquimedianidad y alguna condicién de
invariancia por traslaciones.

iii) En la linea de la Observacién 12 ii), debemos
hacer notar que una demostracién alternativa del
Teorema 3, que omitiremos, consiste en probar
directamente que si existe una aplicacién biva-
riante F:S xS — R que satisfaga las condiciones
a)-d) del Teorema 3, entonces (S,+,3) es inva-
riante por traslaciones. La prueba de este hecho
es similar a la del apartado iii) del Lema 5. De
hecho, puede observarse que la propiedad expre-
sada en el Lema 5 iii) es una versién débil de la
invariancia por traslaciones, al llevar ésta consigo
que x<y,z<t=>x+z=<y+t(x,y,z,teS).
Hay autores (véase, por ejemplo, (7), p. 87) que
toman esta iiltima propiedad como punto de par-
tida para definir semigrupo ordenado. Nétese que
tal propiedad conlleva que x<y=>p.x< p.y

(peN,x,yeS).

Hasta ahora hemos trabajado con representabilidad
aditiva de semigrupos totalmente ordenados positivos. Cabe
por tanto preguntarse acerca de la representabilidad aditiva
de semigrupos totalmente ordenados en el caso general en
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que éstos no tienen por qué ser positivos. En el Teorema
2 vimos que, bajo invariancia por traslaciones, la represen-
tabilidad aditiva de un semigrupo equivalia a la de sus
conos positivo y negativo. Esta propiedad deja de ser cier-
ta en el contexto general, esto es: “La representabilidad
aditiva de los conos positivo y negativo de un determinado
semigrupo totalmente ordenado no siempre lleva consigo
que el semigrupo sea aditivamente representable.” Mas
atin, puede ocurrir que el conjunto de elementos positivos
(o negativos) de un determinado semigrupo no sea estable,
esto es, deje de ser semigrupo. En tal caso, obviamente, no
podri ser nunca aditivamente representable. Ponemos a
continuacién, y para concluir esta seccién sobre represen-
tabilidad de semigrupos totalmente ordenados, algin ejem-
plo ilustrativo de estos hechos.

EJEMPLOS 4:

i) Consideremos S§=12Z, ={5,T,§,§ con la suma
usual médulo cuatro “+”, y el orden < en el que
021232373, (S8,+3) es asf un semigrupo total-
mente ordenado. El elemento 1 es positivo, pero

2=1+1 es negativo.

ii) SeaS=R \{0} con el orden natural <y la opera-
cién conmutativa * dada por a*b=a+b si
a,b>0;a*b=a+bsi a,b<0;a*b=la|+b si
a<0,b>0,y a*b=a+]b] sia>0,b<0.Elcono
positivo es S* = (O,+oo) con la suma y orden na-
turales, luego obviamente es aditivamente repre-
sentable. Al cono negativo S~ =(~o0,0) le ocurre
lo mismo. Sin embargo el orden en § no es inva-

tiante por traslaciones ya que (—5)<(-4), pero
(=5)*3=8>(-4)*3=7. Asf que (5,%,<) no es
aditivamente representable.

5. APLICACIONES BIVARIANTES
PARA SEMIGRUPOS PARCIALMENTE
ORDENADOS

Si (S,+) es un semigrupo dotado de una ordenacién 3
que ya no tiene por qué ser un orden total, podemos atin
preguntarnos por la existencia de alguna representacién de
la estructura (S,+,3) que preserve no sélo la ordenacién
“37, sino la operacién algebraica “+”. En esta direcci6én y
teniendo en cuenta lo visto en la seccién 3, podemos pen-
sar, por ejemplo, en una estructura (S,+,3) representable
por dos funciones u,v:SXS—> R de forma que x X y
< u(x) <v(p)(x,y € S), verificando ahora condicio-
nes adicionales del tipo u(x +y)=u(x)+u(y), v(x+y) =
v(x) +v(y), (x, Y€ S). Pensamos que esta discusién es nue-
va en la literatura sobre semigrupos ordenados (véase (6),
(27), (28) 0 (29)) y por ello introducimos aquf algdn resul-
tado en esta linea, completando ademds el estudio sobre
6rdenes-intervalo que se realiza en el capitulo 6 de (18).
(Véase también (21), (30), (12), (13) (14) (15) o (16)).
Nétese ademds que si < es una ordenaci6n de tipo orden-
intervalo, entonces la relacién < asociada es un orden
parcial estricto.

En la linea del Lema 2, se obtiene el siguiente resul-
tado.

PROPOSICION 7: Sea (S,+) un semigrupo equipado
con un orden-intervalo “®”. Entonces, son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

i) Existen dos funciones u,v:S— R tales que:

a ux)<y(y) o xRy (x,yeS)
b) u(x+y)=ulx)+u(y);v(x+y)=v(x)+v(y)(x,y e S).

ii) Existe una aplicacion bivariante F:SxS — R
verificando:

¢) xRy e F(x,y)>0(x,yeS),

d) F(x +y,t+ z) = F(x,t)+ F(y,z) (x,y,t,z e S).
(“Ecuacion funcional de Cauchy en dos variables”. Véase
(31), p. 34, (10), p. 91 o (24), p. 53).

DEMOSTRACION:

i) =ii) Esta implicacién resulta inmediata sin mdis
que definir F(x,y) =v(y)-u(x)(x,y € S); donde u, v veri-
fican las condiciones a), b).

i = i) Es suficiente ver que la solucién de la ecua-
cién funcional que aparece en d) es F(x,y)=w(y)~u(x);
con u,v: S — R funciones aditivas.

Sea pués F satisfaciendo la ecuacién funcional de Cau-
chy en dos variables y sea x, €S fijo. Observemos que

Fx,+x x) + F (X x) = F (X + X + X, Xy + Xp) =
F (x4, xp) + F (x + x4 Xp),

de donde F (x,+x, x)) = F (x + X, %), (x € S).
Definimos ahora u,v: S — R como:

F(x)=-F (x, + x, x) + F (x, xp), v (x) = F (xg, x5 + x)
— F (x4, xp), (x € S).

Ya que para todo x, y € S se tiene,

Fyx)+ Fl,+F(px)=F+x+Xxx+y+x)=
F (Xg, Xy +9) + F (X + x4, %) = F (x5, Xy + ) + F (x + x, xp),

o equivalentemente,

F(x, y) = F (xg %+ ) = F (xg, %) = (-F (x + x, x;) +
F (x5, xp)),

se sigue que F (x, y)=v(y)—u (x).

Veamos que u es aditiva. En efecto,
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ux+Y)=—F(x+x+y, x)+F (x5, xp) =
—F (o + x4+ Y+ x5 Xy + %) + 2.F (x4, xp) =
—F (xy 4+ x, xp) + F (%0, x,) + (=F (xy + ¥, xp) + F (%, X)),

de donde u (x +y) =u (x) + u(y).

Para ver que v es aditiva, notemos que v () =F (x, )
+ u (x), independientemente de x. Asi, v (y, +y,) =F (x, +
Xop Y1+ )+ u (X +x0) = F (x, y) + 1 (0g) + F (x5, ) +u () =
v +v () B

i) Si (G,+) es un grupo dotado de un orden-intervalo
R,y existen u,v en las condiciones de 1a Proposicién 7,
entonces, dado x€G resulta xRx&> u(xfs v(x) &
v(~x)=-v(x) < ~u(x)=u(-x), lo que implica, ya que
-x€Gy u(-x)<v(-x), que u(x)=v(x). En otras pala-
bras: “En el caso de un grupo se tiene que un orden-
intervalo representable bien a través de funciones u,v,
bien a través de una aplicacion bivariante F, en las con-
diciones equivalentes de la Proposicién 7, da lugar, a for-
tiori, a un preorden completo aditivamente representable”.

ii) El resultado expresado por la Proposicién 7 es
aplicable a semigrupos totalmente ordenados, aun cuando
no se trate de semigrupos positivos, con lo que se genera-
liza de forma sustancial el Lema 2. Las aplicaciones biva-
riantes F a que alude el Lema 2 no son las mismas a las

que alude la Proposicién 7, que denotaremos f. Pueden
relacionarse mediante F(x, y) = f_("_zi)_
S (y,Zy)

iii) Andlogamente al Lema 2 y a la Proposicién 7,
volviendo al caso particular de semigrupos totalmente or-
denados (S,+,3) puede probarse el siguiente resultado, que
hace uso tanto de la ecuacién de Sincov, como de la ecua-
cién de la hemisimetrfa que manejamos en la seccién 3:
“Sea (S,+,3) un semigrupo totalmente ordenado. Enton-
ces son equivalentes:

(1) (S,+,%) es aditivamente representable,

(2) Existe una aplicacién bivariante F:SXS-—>R
cumpliendo:

) F(x,x)=0(xeS),
6) F(x+y,t+z)=F(x,t)+ F(y,z) (x,y,t,z€S),
G) F(x,y)200x3y(x,yes),

(3) Existe una aplicacién bivarignte F:SxS— R
cumpliendo:

¢3) F(x,y) + F(y,z) = F(x,2)(x,y,2 € S) (ecuacion de
Sincov),

&) F(x+y,t+2)=F(x,t)+F(y,2)(x,y,t,z€5),
a) F(x,y)202x3y(x,yel),

(4) Existe una aplicacion bivariante F:SXS§—>R
cumpliendo:

¢s) F(x,y)+F(y,x)=0(x,y €5) (ecuacién de la he-
misimetria),

o) F(x+y,t+z)=F(x,t)+F(y,z)(x,y,t,zeS),
G) F(x,9)20x3y(x,yeS),

{(Ocurre que, en presencia de la condicién c,, las con-
diciones ¢;,c4 ¥ ¢ son equivalentes. De ahf{ la equivalen-
cia entre (2), (3) y (4).
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