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En 1972, D. Schmeidler proved that an atomless economy with finitely many
commodities satisfies the following:
"If a coalition A improves upon an initial endowment by another allocation x, then,.for

every £> 0, W(A) <€, there exists A, C A such that

) H(A)=¢

ii) AE improves the initial endowment by the same allocation x.

We shown in this note that this result is, in general, false, when there are infinitely many
commodities. Several related questions are raised.

Introduccion

Definicion 1. Decimos que E es una economia de intercambio sin 4tomos
cuando E se expresa de la forma siguiente:

E={(QZ.1),E,w(t),<,teQ}
Expliquemos el significado de estos simbolos.
(£2,%, 1) es un espacio de medida sin 4tomos, siendo

~ Q = conjunto de agentes.
2 = conjunto de coaliciones.

1L (A) = tamaiio de la coalicién A.

E es un reticulo de Banach que representa el espacio de mercancias. Si E
es de dimension finita, el ndmero de mercancias ¢oincide con la dimensidn de
E.
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w:Q — E_, la dotaci6n inicial de la economia, es una aplicacién [L-

integrable. Cualquier otra asignacién factible f:2— E, ha de ser L-
integrable y satisfacer la ecuacién
Jaw=Ls

<, simboliza las preferencias del agente ¢ en E,. A menudo estas

preferencias estdn representadas mediante una funcién de utilidad U,: E, - R.

Definiciéon 2. Dada la economia E, decimos que la coalicion A de agentes veta
la dotacién inicial w via la asignacién factible x cuando x y A cumplen:

1) J' X =I w
A A
i) x(t)>, w(t),Vte A

Pues bien, el resultado méas importante sobre el tamafio de las coaliciones
vetadoras es el ya citado de Schmeidler. El teorema de Schmeidler es una
aplicacién directa del teorema de Liapunov, el cual afirma que una medida
valorada en un espacio vectorial de dimensidn finita tiene rango convexo.

El interés econdémico del teorema de Schmeidler radica en que podemos
suponer la existencia de una relacidn directa entre el tamafio de una coalicion y
el coste de creacién de la misma coalicién. Como la coalicién vetadora puede
ser arbitrariamente pequeiia, el resultado de Schmeidler nos asegura que el
coste de creacién de coaliciones vetadoras puede ser tan pequefio como
queramos.

Probaremos a continuacién que dicho enunciado no es cierto en el
contexto de economias con infinitas mercancias.

Agradezco al profesor Carlos Hervés la generosa ayuda (no solo
cientifica) prestada.

1. El ejemplo.

Sea E el reticulo de Banach [”, esto es, el espacio de las sucesiones

reales acotadas, con la norma del supremo y el orden natural. Y sea (€2,Z,L)
el intervalo (0,1), con la medida de Lebesgue.

V j €N tomo n(j), h(j) e NU{0} de esta manera:

n(j) cumple que 2"¥ < j <2"P*!
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h(j)=j-2"

Pues bien, defino w =(w;:j =1,...) asi:

{C(n si te(h()1 2", (h(j)+1)/2"P) = B
w, (1) = !
0 resto

C(j) >0 lo elijo de forma que cumpla:
H C(H=CG") sin(j)=n(j").
ii) C(j)—0 cuando j —>oo.
Es evidente que, gracias a ii), we L”(1,I”), siendo 1 la medida de

Lebesgue de (0,1), y L”(W,I”) las funciones esencialmente acotadas y [ —
integrables, en el sentido de Bochner.

Para cada t €(0,1), considero U, =U:I] =R

U(z;:j=1,...)= 3 0()),z;

21
Y exigimos a a.(j) >0 que cumpla:
) a(j)=a()sin(j)=n(").
i) Y ou(j) <oe.
j21

Llamando C, = C(j) y o, =0.(j) cuando n(j)=n, observamos que U
cumple:

Uw;())<Y a,/C, Vte(0,1)

n20

convirtiéndose dicha desigualdad en estricta si £ € D, y en igualdad en caso
contrario, siendo

D={k/2mmeN, k=1,...,2" -1}
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Pues bien, dicha asignacién inicial w puede ser claramente mejorada
mediante la cooperacién de todos los agentes.
Concreamente, la coalicion formada por todos los agentes veta la
dotaci6n inicial w mediante la asignacién igualitaria
x=(x;:j=1,...) definida por x,(t) = C(j)/ 2"
Es evidente que

U(x, (1) = Za"( Yy Jc /2")=

n20 21 j<am!

=Y o,(2/42)" JC, > U(w;®), Vte(0,1)

n20

Sin embargo, (qué sucede si tomamos la coalicién A de agentes, siendo
Ac(0,1), 0<pu(A)<1?. Lo primero que debe cumplir dicha coalicién para
vetar la dotacién inicial w via la asignacion x es:

© [l

Pues bien, dicha condicién no puede satisfacerse. En efecto, observemos

que si tomo j>1, 2" < j < 2™, las cordenadas j-ésimas de la ecuacién (*)
serfan:

CHRANB)=] w; =] x =(C({HI12"")n(4)

Tomando los términos extremos y eliminando C(j), esas 2" ecuaciones
implican que
W(ANB,)=p(A)/2"®
Llamando n(j)=n, h(j) =1, puedo reescribir esas 2" ecuaciones de la
forma

WANGE/2",(i+1)/2")=pn(A)/ 2"

siendo i =0,...,2" —1. Eso significa que, si yo parto el intervalo (0,1) en los

2" subintervalos de la forma (i/2",(i+1)/2"), siendo i=0,...,2" -1, la
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medida del conjunto A queda distribuida de la misma manera entre dichos
subintervalos.

Nuestra intuicién nos dice que eso no puede suceder simultineamente
para todo i y n. El teorema de diferenciacién de Lebesgue nos confirma dicha
intuicién. En efecto, como A es medible, consideremos la funcién

Fy(x)= [y, dn
El teorema citado nos dice que, salvo un conjunto B de medida nula,
F (x)=7%,(x).Sea
i) x,€(0,)\(DUB)
ii) a,,,b, >0 tales que

xX,—b, =k, /12" <x,<xy+a, =(k,+1)/2"

siendomeN, k, € {O,.. L2 = 1}. Entonces se cumple que

F(xy+a,)—F(x,—b,) _
a,+b,

F' (x,) = lim

— lim w(k, /2",(k, +1)/2")NA)

— (k%
m—>ee 1/2" 9

y ahora, debido a que la medida de A estd idénticamente distribuida sobre los
subintervalos de la forma

(i/2",(i+1)/2"), resulta que .,
n((k, /2",(k, +1)/2")NA)=pn(A)/2", luego
(**)=pn(A)

'lo que contradice el teorema citado de Lebesgue, pues 0 <W(A)<1, y, por

otro lado,  ,(x,) serd 06 1.

2. Comentarios

1) El ejemplo anterior funciona debido a que no se cumple el teorema de

Liapunov para la medida m: X — R X[”, siendo
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m(A)=[ (Lw-x)dy
pues m(¢) = (0,0), m((0,1)) =(1,0) y, como hemos visto,

YV A € X se obtiene que m(A) #(0,0), Voe(0,1).

2) Lo que el ejemplo prueba realmente es que no se cumple el teorema de
Schmeidler, en su versién fuerte, en el contexto de economias con infinitas
mercancias. El teorema de Schmeidler, en otra versién mas débil afirmaria lo
siguiente: ~

"Si una coalicién A veta una dotacién inicial w por medio de una
asignacién x, entonces, para cada €>0,L(A)<e , existe A.CA,yx'
asignacion posiblemente distinta de x tales que

) p(4)=¢

ii) A, veta la dotacién inicial w por medio de la asignacién x' ".

No conocemos la solucién a este problema. En el ejemplo anterior,
. 1 1 - :
tomando A,, el conjunto 5—8,5+S , se observa facilmente que el citado

conjunto veta la dotacién inicial w mediante la asignacién factible x'= (xj)

definida por
x;=x;,Vj=1273,;x,=w,,Vj>3

Por supuesto, una versién atin mas débil del teorema de Schmeidler seria

sustituyendo x' por x, , siendo x, asignacion dependiente de€ .

3) El ejemplo visto en la seccién 1 se simplifica bastante si tomamos

C(j)=1,Vj. Sin embargo, en este dltimo caso, el precio a pagar es que la
dotacidn inicial w es una funcién integrable en el sentido de Pettis, pero no en
el sentido de Bochner. Mas detalles acerca de estas integrales pueden
consultarse en (3), capitulo II.

4) La eleccién de [” como reticulo de Banach es gratuita. De hecho,

tomamdo C( j) tal que ZC( J) <eo, el ejemplo es vilido en cualquier reticulo
j>1
de Banach que contenga una sucesién basica incondicional. Esto incluye a
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todos los reticulos de Banach que contengan a un subreticulo infinito-
dimensional orden-continuo, como puede comprobarse en (4), teorema 1c9.

5) Entre las buenas propiedades de las preferencias definidas por la
funcién de utilidad U (estricta convexidad, estricta monotonia, continuidad,
etc.) debe destacarse la miopia. Esta propiedad, cuando se posee, afirma que la
funcién de utilidad es orden-continua, o lo que es lo mismo, las coordenadas
con mayor subindice son cada vez menos importantes.

Destacamos esta propiedad porque existen ejemplos que ponen de
manifiesto que, con preferencias no miopes, puede darse la inexistencia de
asignaciones Optimas.

Mais detalles pueden consultarse en (1) o (2).
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