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Introduccion

A lo largo de la Teoria de bases en un espacio de Banach separable
siempre ha tenido especial importancia la investigacion de la mejor sucesion
completa.

En este problema hay dos factores estrechamente unidos: a) la
representacion de los vectores del espacio, b) la geometria de la sucesion.

Trataremos esta cuestién con un enfoque geométrico.

a) En un espacio vectorial E, , de dimensién n, referido a una base

.....

n
terminada, x = z xa; .
=

Surge entonces natural el planteamiento de andloga representacidn,

VxeX: x= z xa
. i=l

b) Evidentemente &((a,)) G (X), para toda sucesién (a;) c (X).

En G(X) podemos definir la operacion

V:VE,FeG(X),EVF=E+F.

Con las operaciones Vv,N,&(X) adquiere estructura de reticulo completo
y complementado (v. [2]) + (el complemento, que no es tnico, es el "cuasi-
complemento”, v. [8]).

donde (a;) seria una posible base de X.

i

* Departamento de Matematicas. Universidad de Zaragoza.



426 COMUNICACIONES A LA ACADEMIA

Para una sucesién (a;),G((a;)) C&(X) es cerrada y completa con la
operacién V. Pero, en general, dados S,TCN,WSh W, no pertenece a

G((a,)).

Tanto en el aspecto a) como en el b), a lo largo de la investigacién de la

mejor sucesion (a;), aparece dicho estudio intimamente relacionado con las
sucesiones de subespacios de dimension finita: (E®),_  ,dim E® <eo,

VieN.

Definiciones. Notaciones

X = espacio de Banach separable real

E,F,..= subespacios lineales cerrados

[ ]=envoltura lineal cerrada
N={1,2,...n,..} ; S,T,... subconjuntos de N

o, ={S cN; S finito}
0, ={S ©N;N-S finito}
o, ={S ©N; §,N-S infinitos} .
Dada una sucesién (a,) C X:
(a;) completa : [(a,. )] =X,
W, =[(a,),es)
W, =QS[...,&].,...] ,
G ((a,)= {WS;S CN }, geometria de la sucesién (a,),
G* ((a;)) = {WS’k ;S CN }, geometria * de la sucesién (a,),
G (X) = {E c X;E subespacio lineal cerrado de X}

Tipos de sucesiones, aspectos geométricos

A continuacién vamos a considerar distintos tipos de sucesiones
completas, destacando sus aspectos geométricos.
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Comenzamos con la sucesién minimal y la M-base.
Definicion. (a;) es.minimal si a, E[...,(’ii,...],‘v’i eEN
Constituye la generalizacién natural de la independencia lineal de »

vectores &,...,a, , al pasar a una sucesion 4,,...,4,,... ; decir sucesién minimal

es decir sucesion topoldgicamente libre.
Es bien conocida la existencia de sucesiones mimimales completas, asi

como de M-bases, que afiade la condicién de niicleo nulo:

é[an,am,...]:O

(base de Markushevich, 1943)

Equivalentemente, (a,) M-base equivale a sistema biortogonal (a‘.,a,.* ),
total.

La M-base (a;) queda caracterizada por la siguiente condicién,
afectando a su geometria:

Wen W, =0,VS,TcN, SNT=J (v.[1], [14]).

La optimizacidn, por esta linea geométrica, seria exigir la condicién
WenW, =W, . ,VS,TcN.

Llegamos asi a la M-base regular ("strong M-basis").
Existen muchas caracterizaciones, destacamos la siguiente:

W, =W, ,VScN.

Las propiedades de interseccién en la geometria de una sucesién dan
lugar a numerosos e interesantes tipos de sucesiones, obtenidos en esta linea
geométrica (v. [4]).

De modo completamente analogo se puede definir la M-base de

~ subespacios (E™), diim E® < o, Vi eN:
[E®]=x,E® m[...,é“’,...]:O,Q [E®,E™,..]=0

Asimismo la M-base regular de subespacios:

[(E‘” )jes]m [(E®)r ] =[(E")isor [ VS, TN,
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Poco antes de que Terenzi probase, en 1989, la existencia de la M-base
regular en todo espacio de Banach separable, tenemos el siguiente resultado (v.
[16]).

"Sea (a;) una M-base. Existe una sucesién creciente de ndmeros
naturales (p,) tal que, VS,TCN, saturados respecto de la particién

L,...,p), (p,+1,...,p,),... de N, se verifica
[@) 5] [@)er]=[(@,) pes0r ] "

Esto significa precisamente que toda M-base es regular por bloques.
Indirectamente quedaba demostrada la existencia de la M-base regular de

subespacios, {E(i) = [ap' NCTRITN }
= ' ieN
Dicho resultado se apoya en el siguiente, de Terenzi (v. [26]): "Teorema

I. Para todo sistema biortogonal (x,, f,) de X, existe una sucesién creciente de

ntimeros naturales (g,) tal que

Ims1

qlﬂ
x = lim nz:}fn(x)xn+ doax, |,

n=q,,+1

para todo x e[(xn )], donde (a,),., es una sucesién que depende de x.

n>q

Notese que en este Teorema I, la sucesion (g, ) no depende de x ."
En otra direccién geométrica, se obtiene también una mejora de la M-

base (a;) al exigir la acotacién inferior de la inclinacién de a; respecto al
hiperplano correspondiente [...,&i,...] :

i‘_gga(a,.,[...,a,.,...])>o.

Tenemos asi la M-base uniforme. Expresado de otra manera,

spla el <=
1€
Su existencia qued6 probada, precisando ademis que V €> 0, se puede

conseguir Il a,.” Il a ”< l+e (v.[13]).
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Siguiendo en esta linea de condiciones de inclinacién en la geometria de
una M-base (a;), podemos imponer la condicién

1nf8([a1,...,ap” ],[apm ,apmH,...] ) >0,

ieN
para una cierta sucesion creciente de nimeros naturales (p,). Tenemos asi

intrinsecamente caracterizada la M-base normante. ([(a: )] es normante). Es

conocida su existencia en todo espacio de Banach separable. Si éste es
reflexivo, toda M-base es normante.

La M-base uniforme dada anteriormente (v.[13]) puede tomarse
normante.

Con una mayor exigencia en las condiciones de inclinacién impuestas a

una M-base (@), tenemos:
}2}5 8([al,...,apn], [aml ] ) >0,
para una cierta sucesion creciente (p,) C N.

Tenemos asi caracterizada la base con paréntesis: Vx € X,3(p,) €N
tal que

had Prat "
x=z Za,. (x)a,
n=1\ p,+1

Caso particular cualificado es la base (base de Schauder):
(P, =M,ey;VxeX,x =) aj(x)a,,
i=1
caracteriiada por la condicién

inf ([ a,,....a,].[a,.,-.]) > 0.

neN

La base con paréntesis, fijados éstos por la sucesién (p,) CN, tiene
asociada una "finite decomposition" (v. [24]):
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(n) _ }
{E —[apn_lﬂ,...,apn] ]

De forma univoca, todo x € X admite entonces la representacién

eN'

- (n)
x—an,xneE",\?’neN.

i=1

Tomando ahora como punto de partida una sencilla propiedad geométrica
en dimension finita, de caracter proyectivo, definiremos el sistema de apoyo de
subespacios, caracterizado vectorialmente por regularidad de sucesiones, como
maés adelante se vera.

"Dados los subespacios S®,..., 5%, independientes, que subtienden S, ,

espacio proyectivo de dimensién n, si a€S, y a E[...,g(j),...] (1<j<p),

existe un dnico subespacio

SI,_1 =[al,...,ap]

que pasa por el punto a y estd subtendido por los puntos a,...,a, , donde

a; € SP1<j<p. (v. "Introduzione alla Geometria proiettiva degli
iperspazi", E. Bertini, 1907).

Se puede llamar a un tal subespacio S, ,, espacio de apoyo del punto a,
en los subespacios SV ...,8P siendo a;....a, los puntos de apoyo de Sp_1

. 1 .
en los subespacios S W ..,857, respectivamente.

El resultado anterior puede enunciarse de forma vectorial, ya que la
geometria proyectiva de dimensién » es precisamente la geometria del espacio
vectorial (n+ 1)-dimensional, G(E,,,).

De forma natural, puede generalizarse la anterior situacién a dimensién
infinita.

Definicion. Una M-base de subespacios (E™) se dird sistema de

apoyo si para todo xe€X, se Vverifica xe[xl,...,xn,...], siendo

-

x=x,+x,x,E”, x e[ .E”, ], VneN (.20
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Nétese que si dim E™ =1,V n €N, encontramos precisamente la M-

base regular.
La "finite decomposition”, vista anteriormente, puede considerarse como
caso particular cualificado de sistema de apoyo.

Sucesiones finitamente asociadas a una sucesion dada.

A lo largo de las anteriores consideraciones, vemos asociadas sucesiones
vectoriales y sucesiones de subespacios de dimension finita, llegando a tener
unas y otras el mismo significado geométrico, expresado en términos de
sucesiones vectoriales o bien, en términos de sucesiones de subespacios
(recordemos por ejemplo, la base con paréntesis y la "finite decomposition").
Esto sugiere técnicas, de cardcter finito, que permitan construir nuevas
sucesiones vectoriales a partir de una sucesién dada, a través de sucesiones de
subespacios asociadas a ella. Tendremos también asi procedimientos que
permitirdn mejorar la sucesion de partida.

a) Sucesion bloque (c;) de una sucesién (a;): existe una sucesién

creciente (g,) N tal que

c, e[aql“',...,aqz],

b) Sucesion perturbacion bloque (b;) de una sucesién (a,), ("BP" de

(a,)): existe una sucesion creciente (g,) C N tal que

b,.....b,|=[a,.....a,].

S
=
st
™
o
)
~
—
Il
—
Q)
)
hl
™
)
Y
~
—
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Observemos que, por construccion, la BP conserva la envoltura lineal

cerrada: [(b ; )jeN] = [(a,. )iE N] .

A continuacién aplicamos ambas técnicas para obtener nuevos resultados
conducentes al mejoramiento de una sucesion.

Definicion. Una sucesién completa (a;) es una "block strong M-basis" si
toda sucesion bloque de (a@;) es regular (en particular, (a;) tiene que ser

regular) (v. [5]).
Existen M-bases regulares que no son de este tipo (v. [25]).

Dada una sucesién completa (a;), podemos exigir o demostrar la

existencia de BP regulares ((a;) tiene que ser, al menos, una M-base). De este

modo, obtendremos distintos tipos de sucesiones y se podrdn resolver
problemas de existencia.

Supongamos ahora que exista una sucesion creciente (p,) CN tal que
toda BP correspondiente a los bloques por ella determinados

4...,p)(pi+1,..,p,), (P + 1,0, D)s e

sea regular (en particular (a;) tiene que ser regular),
Esto equivale exactamente a afirmar que la sucesién de subespacios

{E(”’ =[apn_l+,,...,apn]}

es un sistema de apoyo, por lo cual diremos que (a;) es una M-base regular de

apoyo.
Si ademds exigimos que sea regular toda BP correspondiente a la

neN

subsucesién ( prn)c( pn), describiendo ( p,n) el conjunto de todas ellas,

tenemos caracterizada la base con paréntesis, correspondientes éstos a ( P, ) Y

sabemos que la base con paréntesis determina univocamente una "finite
decomposition" de X. Se advierte asi que la base con paréntesis es més exigente
que el sistema de apoyo.

Si en lo dicho anteriormente hacemos p, =n,VneN, exigimos

entonces que foda perturbacion bloque de (a;) sea regular. Esto caracteriza

precisamente la base de X.
Este resultado, que permite definir la base a través de la regularidad, al
exigir un notable mejoramiento de la interseccién en la geometria de
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sucesiones, fue obtenido por Indurain-Terenzi en 1986 (v.[6]). Anteriormente
fue demostrado sélo para espacios de Banach reflexivos (v.[15]).
En términos de sistemas de apoyo, también podemos definir la base

como una sucesion completa (@;) tal que para toda sucesién creciente de

nimeros naturales (p, ), la sucesién de subespacios

n) _ }
{E —[apn_lﬂ,...,apn] )

eN
es un sistema de apoyo.

En 1989, Terenzi, partiendo de una M-base normante y de su teorema de
representacién, ya anteriormente mencionado, construye una perturbacion
bloque regular, que como tal BP conserva el caracter normante. Quedaba as{
probado por Terenzi el siguiente resultado:

"Every separable Banach space has a norming stron M-basis",

dando asi respuesta afirmativa a la pregunta, formulada en 1981, por Singer
(v.[24]):

"Does there exist in every Banach space a strong M-basis?".

Con ello Terenzi daba un gran paso en la linea de mejoramiento
geométrico de las sucesiones completas, al cerrar afirmativamente el problema
de existencia de la M-base regular, largo tiempo abierto.

En fecha posterior a 1989, Terenzi conseguia el resultado siguiente:

"Every separable Banach space has a fundamental strong norming bounded biorthogonal
sequence”.

Y recientemente, en el II Symposium sobre sucesiones y operadores en
espacios de Banach, Jaca 1992, mejoraba el resultado anterior:

"Every separable Banach space has a fundamental strong norming bounded sequence

(an ), which is also Steinitz basis:

Vx*eX* VxeX,existe {T(n)} tal que

*
X*()= Y @y (X)) (69)",
n(n)
donde Tt designa una permutacidn.
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En la linea del mejoramiento de una sucesién completa en cuanto a la
representacion de los elementos del espacio X, ocupa un lugar destacado el
llamado problema de la base.

Problema de la base

Un espacio de Banach X posee la propiedad de aproximacion (p.a.) si
todo operador compacto de un espacio de Banach en X puede ser aproximado,
en la topologia de la norma para operadores, mediante operadores de rango
finitodimensional.

Es sabido que todo espacio de Banach con base posee la p.a.

Enflo (v.[3]), en 1973, dio un ejemplo de espacio de Banach, reflexivo y
separable, que no posee la p.a., con lo cual dicho espacio no podia tener base.
Por consiguiente

Desde 1973, el problema de la base se ha cerrado negativamente.

De la existencia de una base con paréntesis, en un espacio de Banach
separable, se sigue la validez de la p.a. (v.[24], [26]). Por tanto

En general, un espacio de Banach separable no admite una base con
paréntesis.

Vemos asi que, en cuanto a la representacion del espacio de Banach, la
optimizacién de una M-base se sitiia por debajo de la base con paréntesis.

Algunas cuestiones abiertas.
1.- Existencia de una "block strong M-basis".

2.- Existencia de una M-base regular de apoyo, con la correspondiente

“sucesién (p,) verificando p,,, —p,>p,VneN, donde p es un nimero
natural, dado al arbitrio.

3.- Existencia del sistema biortogonal total uniforme (a,.,a,.* ), con
e “a: ” =1.

4.- Para toda M-base, existencia de una perturbacién bloque regular (esto
ya se verifica en un espacio de Banach reflexivo).

5.- En 1981, Singer plantea el siguiente problema (v.[24]):

"Does every Banach space with a basis with parentheses have a basis?".
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