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Abstract

We establish almost sure convergences for k-th record times and k-th record values. Key
tools are recent strong approximations of record times and record values due to Deheuvels (1988)
and the Steinebach (1986) results on increments of partial sums of i.i.d. random variables.
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1. Introduction

Soit X,,X,,...,X,... une suite de variables aléatoires (v.a.)
indépentantes et identiquement distribuées (i.i.d) et de fonction de répartition

continue F(x)=P(X;<x). On désigne par X,,<X,,<..<X,, 6 Ila
statistique d'ordre de X,,...,X et soit {kn,n >1} la suite des rangs
correspondante définie par:

k=letk,=j si X, <X,

jn-1 POUrn = 2,3, ...

Pour k 21 un entier fixé, on définit deux suites notées par {Ug.k ) J ZO} et

{n;k), J ZO} et correspondantes aux temps de S-records (S pour strict) et temps

de N-records. (N pour normal) par (voir Deheuvels (1988)):
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*) — g o .5 _
k) _ (k) _ V; —mm{n>1)j_1.kn._n_k+1}
Uo —ng —'k_l et (k)_ M { (k) .k > }’
n;’ =minin>n;: >n—k+1

Pour k 1 fixé, on définit la suite {p®

PR 20} des k-itmes S-records et la

suite {Rj(.k) ] 20} des k-ieémes N-records par:

(k) _ PN
P; _Xn_kﬂm avec n=v;",

k) _ —p® s '
et W =X, avec n=n;",j=0,1,2,....

—k+1,n

On peut définir les k-iemes temps de N-records par:

* — ®) — s ® . P —
v’ =k-let n; —mm{n>nj_1.Xn_k+1 >an.’:’,—k+1.n}£>,} pour j=1,2,...

(voir Dziubdziela et Kopocinski (1976)).

En d'autre termes, les N-records sont obtenus a partir de la suite des k-

iemes statistiques extrémes X, <X,,, ,<...<X ., <....En éliminant les

valeurs répétées, nous obtenons une suite strictement croissante appelée suite
des k-iemes N-records. Les instants n od ces valeurs ont lieu sont appelés les k-

iémes temps de N-records, c'est a dire les indices n pour lesquels k, 2n—k +1.

N

Les S-records correspondent a des observations X, dont le rang k, est

exactement égalean—k+1.
Il découle de ces définitions que les S-records et N-records coincident
pour k = 1. Nous notons ainsi les records et les temps de records par:
— (D — D —pM O - _ : ; :
n;=n;" =V; et R, =R’"=p;,j=12,. La suite {nj,] 21} qui
correspond aux instants d'accroissements des valeurs extrémes

{Mn =max (Xl,...,Xn),n 21} a été étudié en détail dans la littérature par

Chandler (1952), Rényi (1962), Shorrock (1972, 1973), Galambos et Seneta
(1975), Glick (1978), Pfeifer (1987), Deheuvels (1982 a, 1983 b), Nevzorov
(1988), parmi d'autres.
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L'étude des records pour k =2 est plus récente. Elle a, pour 'essentiel été
introduite par Dziubdziela et Kopocinski (1976) et a été développé plus tard par
Deheuvels (1982 a, 1982 b) et (1988).

L'objet de ce travail est d'etablir des résultats sur la convergence presque
slire des valeurs et temps de records (k 21). Nous nous basons d'une part, sur
les approximations fortes de ces éléments diies a Deheuvels (1988), d'autre part
sur les methodes utilisées par Steinebach (1986) pour l'étude de la
généralisation de la loi forte des grands nombres de Hanson et Russo (1981).
Nous terminons ce papier par des applications.

Nous remarquons que {— log(1-F(X,)),n2 l} définit une suite de v.a.
exponentielle de parametre 1. Par conséquent nous pouvons supposer sans

perte de généralité que les v.a. X, X,,... sont i.i.d exponentielle E(1) (E(1) i.e.

de fonction de répartition F(x)=1—e™", x>0).
2. Convergence presque siire des valeurs de records.

Considérons d'abord une fonction réelle H(x) définie pour x > 0, qui
satisfait:

(1) H(x)(x>0) est positive et continue.
.. H(x) . .
(i) TN est croissante pour une certaine valeur de y > 0.
X

... logH(x .
111) __g___(__)_ est décroissante.
X

H(ex)

iv) lim inf,
(%)

>0 pour tout €>0.

oo

Les résultats que nous exposons dans la suite font appel aux conditions
suivantes:

. 2
) k, JOWHW) o s oo,
logn
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(inv H(n))*

et (C,) k,=C.
logn

, n—>+ oo pour une valeur de C >0, ot (k,),,

est une suite d'entiers vérifiant 1<k, <n. Ici, invH(n) désigne la fonction
inverse de H.

Remarque -

a) invH existe puisque d'aprés (i) et (ii) H est continue et strictement
croissante.

b) La condition (iv) est satisfaite pour toute fonction a variation lente a I'infini.

2.1. Convergence presque siire des k-iemes S-records.

Posons

p O, j)=|p® —p®, —j|/ d(n, j),

ot d(1,5) = (2s(log (1)+1og log $))"2,0<S <.
A

Theoréme 2.1. On suppose que les hypoheses (i) - (iii) sont satisfait. Alors les
énoncés suivants sont équivalents:

) EH(Spf")) < + oo pour un certain € >0;

() lim sup max p®(n,k,)=1 p.s. pour toute suite (k,) vérifiant (C,).
n—+eo k, <j<n

(3) lim sup p(") (n,k,)=1 p.s. pour toute suite (k,) vérifiant (C,). .

Théoreme 2.2. On suppose que les hypotheses (i) - (iv) sont satisfaites. Alors
les énoncés suivants sont équivalents:

(4) EH(p®) <+ oo;
(5) lim sup max p(") (n,j)=1 p.s. pour une certaine suite (k,) vérifiant

(G).

n—yteo k,<j<n
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(6) lim sup p® (n,k,)=1 p.s. pour une certaine suite (k,) vérifiant (C,).
n—+ee = .

Remarque. (4) implique (5) et (6) pour toute suite (k,),.,, deéntiers
satisfaisant

lim inf .—k"lﬁn—f
n—+= (invH(n))

Tout d'abord, nous énongons le lemme suivant:

Lemme 1. Désignons pour k=1 entier fixé par N, (¢)= #{p&k) <t j _>_1}
etN® (£) =#{R}k) <t,j 21},t 20 les fonctions de comptage des processus

ponctuels {pﬁ.k), J _>_1} et {R](.k), J 21}; (ici # A est le nombre d'éléments

contenu dans l'ensemble A). Alors N,(.), N,(.),... sont des processus de

k
Poisson standard indépendants, et N®(.) = Z N, ().

I=1

Preuve. Voir Deheuvels (1983 a). Ce théoréme a été énoncé sans démonsration
par Ignatov en 1978. Une premiere conséquence de ce lemme est que la suite

{py‘), Jj 21} sont pour kK >1 indépendantes et ayant la méme distribution que

. , k) . . .
{Rj, J 21}. Une autre conséquence et que kR;" suit pour k 21 et j 21 la loi

Gamma I"(j); ce résultat a été prouvé directement pour k£ = 1 par Chandler
(1952) et pour k 22 par Dziubdziela et Kopocinski (1976).

Preuve des théorémes.
I résulte du Lemme 1, que p®=EX+.+EY . avec

Y‘), (2") ,...,&f,k)..., est une suite de v.a (i.i.d) exponentielle de paramétre 1

L) k) g _ Ak 0o
définie par: E_,§ —pf ,&ﬁ’—pﬁ’—pﬁ-_’l,J-—Z,S,---.
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En appliquant les théoremes 2.1 et 2.2 de Steinebach (1986) a la suite des

variables aléatoires (Z:'Etk))n—lz nous obtenons directement les résultats

annoncés.

2.2. Convergence presque siire des k-iemes N-records.
On note

M®(n, j)=

R -RY ——,’;’/d(n,j)

Théoréeme 2.3. Sous les hypothéses (i) - (iii), les énoncés suivants sont
équivalents:

m EH(SRI(")) <+ oo por un certain € >0;

() lim sup max M®(n, j) =% p.s. pour toute suite (k, ) vérifiant (C,);

n—+e k,<j<n
1
(3) lim sup M(k)(n,kn) = ; p-s. pour toute suite (k,) vérifiant (C,).
n—+oo

Théoréme 2.4. Sous les hypothéses (i)-(iv), on a 1'équivalence entre:
(4) EH (R®) < +oo;

(5) lim sup max M®(n, j) =—11€— p.s. pour une certaine suite (k,) vérifiant
j<n

n—+oo k,<j<
(G);

(6) lim sup M(")(n,kn)=7<1— p.s. pour une certaine suite (k,) vérifiant
n—+eo
(C,).

Preuve. Le Lemme 1 nous permet d'écrire que:
R® =0® +0f +...+0%, od (®),,, est une suite de v.a. exponentielle
de parameétre k idem-distribuées définie par:

(k) — pk) (k) _ p(k) k) 5 _
o =R® et 0P =RP-RY, j=2,3,....
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En appliquant le Théoréme 2.1 (respectivement le Théoreme 2.2) de Steinebach

(1986), aux sommes partielles R,E" ) n>1 on en déduit les résultats désirés.
3. Convergence presque siire des temps de records.
3.1. Convergence presque siire des k-iémes temps de S-records.

On pose

A®(n, j) =|logv® ~logv¥, - j |/d(n, )

Théoreme 3.1. On suppose que les hypotheses (i)-(iii) son vérifiées. Alors on a
I'équivalence des énoncés suivants:

(1 EH(SpY‘)) <+oco pour un certain € >0

(2) lim sup max A®(n,j)=1 p.s. pour toute suite (k,) vérifiant (C,);
.Sjn

n—ytoo

(3) lim sup A(k)(n,kn) =1 p.s. pour toute suite (k,) vérifiant (C)).

Théoréme 3.2. On suppose que les hypothéses (i)-(iv) sont satisfaites. Alors on
a I'équivalences des énoncés suivants:

(1¥) EH(p®)<+o0;
(2% lim sup max A®(n,j)=1 p.s. pour une certaine suite (k,) vérifiant
n—+oo k, <j<n
(Cz )s
(3*) lim sup A(k)(n,kn) =1 p.s. pour une certaine suite (k,) vérifiant (C,).
n—ytoo
“Pour montrer ces résulats, nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 2. On suppose que les conditions (i)-(iii) et (1) (ou (1*)) sont vérifiées.
Alors, sans perte de généralité, il existe un processus de Wiener {W(¢),z >0}
tel que:

pfl") —n—- W(n) = 0(1nv H(n)) p-S., n—> +oo

Si de plus (iv) est satisfaite, nous avons:



386 A. IMLAHI

Py’ —n—W(n)=o(invH(n)) p.s., n—+oo.

Preuve. 1l suffit d'appliquer un résultat sur les approximations fortes de
Komlés, Major, Tusnaddy (1975/76) et Major (1976a), voir aussi Csérgé et
Révész (1981) (Théoréme 2.6.6., Lemmes (2.6.1,, 2.6.2)) aux

k) g k) (k)
n

V.a.G Gy e, , ... définie auparavant.

Preuve du Théoréme 3.1.

Observons d'abord que sous la condition (C,), lorsque n—> oo,

(3.1) invH(n)=o0 (min {(kn log n)”z,nﬂ}, pour un certain 0 <3 <% ,

et sachant que d(z,s) est croissante en s pour t>e° et 0<s<t, nous en
déduisons que:

(3.2) invH(n)=o0(d(n,k,)), quand n—> +oo.
En effet, pour n grand

12
d(n,k,) Z(an logf—) >a(k, logn)"”, sik, <n®2p<a<l,
et d(n,k,) 2d(n,n*)=bn"? (logn)"?, sinon. Oi a et b sont des constantes

positives.
A l'aide de la relation (3.1) on en déduit (3.2).
Supposons que (1) est satisfaite. D'apres le Lemme 2, sans perte de généralité,

il existe un processus de Wiener {W(t),t 20} tel que:
p¥ —n—W(n)=0(invH(n)) p.s.,n—> +oo.

D'apres le Corollaire 3 de Deheuvels (1988), nous avons

(k)

logv® —p® =0(logn) p.s.,n—> +eo

D'autre part, si I'on pose G(t) =invH(t), t >0, il résulte des hypotheses
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(1)-(iii) que G(¢) T, g:ﬂ 10 et logt =0(G(?)).

Par conséquent, on en déduit que:

(3.3) logv® —n—W(n)=0(invH(n)) p.s.,n—> +oo.

Nous pouvons écrire alors pour tout kK, < j <n,

(log vy —log v, — j)=(log V¥ —n— W(n))—(logv¥; - (n— j)— W(n— j))+
+HW(n)—-W(n-j)).

. | W(n)—-W(n-j)
Comme [lim sup max dn)
n—+teo k <j<n n,]

(1983a), Théoreme 3.1), il découle alors de (3.2) et (3.3) que

<1p.s., (voir Hanson et Russo
lim sup nax A®(n, j)<1 p.s., pour toute suite (k,) vérifiant (C)).

n—+oo k,<j<n
D'apres le Théoreme 6 de Deheuvels (1988), nous avons

1 (k) _
I o8, n}llz =1p.s. .

lim sup —
n= (2nloglogn)

Comme

] logv® —logv®
ax

n-j

—Jj _|logv® —n—(k-1)|
m 2 72
kp<j<n d(n,j) (2n loglogn)
il en résulte que

limsup max A® (n,j)=1 ps., doi(2).

n—yse k,<j<n

Le raisonnement est analogue pour (3).
Supposons maintenat que (2) ou (3) est satisfaite. Prenons par exemple (2).
Nous avons:

(P —pu2, =N =(py” —logvy”) — (p}2, —logv}2)) + (log v, —log v}?; — )

A partir des approximations suivantes:
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(3.4) logv® —p® =0(logn) p.s.,n—> +oo,
et
(3.5) logn =0(invHn)), lorsque n — +o<, on en déduit facilement de (3.2)

que:

®_ 0 _
(3.6) limsup max Pr_ Py ]|
n—e k,<j<n d(n,j)

=1 p.s. pour toute suite (k,) satisfaisant

(G).
Notons que pf,k) =0 et, par la loi du logarithme itéré nous avons,
® _p I
lim sup—————=1p.s.
n—> (2nloglogn)

(3.6) implique alors (1).
Preuve du Théoréme 3.2:

Supposons (1*) et montrons alors (2*) et (3%).
Nous utilisons le méme raisonnement que dans la preuve du Theoréme 3.1

((1)=(2) et (3)). Notons que sous I'hypothése (iv), la relation (3.3) s'écrit
d'apres les Lemmes 2.6.1 et 2.6.2 de Csorgo et Révész (1981), sous la forme:
log fo‘) —n—W(n)=o0(invH(n)) p.s., n— +oo, et sous la condition (C,),
nous avons:

3.7) inH(n)=0(min {(kn logn)"?,nP }), pour un certain 0 <f§ < %

Pour cette partie de la démonstration il suffit de supposer que:

lim inf —a 108"
n—+ (jnvH(n))

Inversement, supposons que (2*) ou (3*) ait lieu. D'apreés le Théoreme 2.2
précédent et la Remarque 5 de Steinebach (1987), pour démontrer (1*), il suffit
de prouver que,
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(k) (k)

. n _pn—-k,, -
i TR

k’l
-<C, p.s.,

pour une certaine suite (k,) vérifiant (C,) et une certaine constante C, >0.
Ceci est immédiate. En effet,

Py =puy, —k, g p%® —logv® |+|p¥, —logvf,".’kn|
- dnk) d(n,k,)

.\ | logv{” —logvy, —k

d(n,k,) '

En combinant (3.4), (3.5), (3.7) et (3*) on trouve le résultat annoncé.
3.2. Convergence presque siire des k-iémes temps de N-records.

On trouve des résultats semblables a ce qui précede. Nous énongons les
théorémes suivants.

Theoréme 3.3. On suppose que les hypotheses (i)-(iii) sont satisfaites. Alors les
énoncés suivants sont équivalents:

(1) EH(eR™) < +oo pour un certain € >0;

(k)

n

*) _i‘

n—j k
2) lim sup max =— p.s. pour toute suite (k
2) n-—)-l-Pw k,<j<n d(n,j) k p P (k)

vérifiant (C,);

logn,~’ —logn

k’l
log n'(lk) —log n,(,,i)kn ‘? 1
3)  lim sup Ak =—I-<— p.s. pour toute suite (k,)
n—>+oco n, "

vérifiant (C,).
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Théoréeme 3.4. Sous les hypothéses (i)-(iv), les énoncés suivants sont
équivalents:

(1*) EH(R®)< +eo;
® _logn

2%) lim sup max Tk
(2%) ,,*,E, k,<j<n d(n,j) k

(k,) vérifiant (C,);

log nn n—j

*) _i‘

p-S. por une certaine suite

k
logn —logn, ——=

. k . .
3%) limsu =— p.s. pour une certaine suite (k
(%) limsup A k) PSP (k,)

vérifiant (C,).

4. Applications.

Nous nous intéressons ici a I'application des résultats obtenus lors des
paragraphes précédents. Nous nous précisons les fonctions H dignes d'intérét.

1° / Des cas particuliers des Théorémes 2.1, 2.3, 3.1 et 3.3 sont donnés
dans les exemples suivants:

a) H(x)=exp(S, x),S, >0. On a alors:

invH(x)= loix ,x>0.

0

.. . k
et la condition (C,) est équivalente a 1 2 ——>+o00, n—>+00,
ogn

1

Comme E (exp (€S, pﬁ"))) <+ oo, pour 0 <8—S—, S >0, on a, par conséquent
0

le résultat suivant:
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Proposition 1. Si (k,) est une suite deentiers vérifiant 1<k, <n et

" L— — +oo, lorsque 7 —> +oo, alors les résultats des Théoremes. 2.1 et 3.1
ogn

sont satisfaits.

De méme, puisque E exp(€ S,R™) <+ oo, pour 0 <g< —S—IE’SO >0, on a alors:
0

Proposition 2. Si (k,) est une suite d'entiers vérifiant 1<k <n et
kn 7 2 ~

) — 400, lorsque n—> +oo, alors les résultats des Théoremes 2.3 et 3.3
ogn

sont satisfaits.

b) H(x)=exp(x’),0<p<L

inv H(x) = (log x)"'?,

. . k
et la condition (C)) est équivalente 8 ——————>+oo,n—>+o0.
21
(logn)”

2° / Nous donnons maintenant des cas particuliers des Théoremes 2.2, 2.4,
3.2 et 3.4 correspondants aux fonctions H définies par:
1

2 ——
a) H(x)=x"(1+log" x) ",0<r<l1,log" x =log(max(x,1)).

On a alors, invH (x) = %xi (log x)"?

- et la condition (C,) est équivalente a2 k, =cn’,c >0.

Ce cas a été étudié dans Lai (1974), Théoréme 2, Csorgo et Révész (1981)
Remarque 3.2.2 et Bingham-Maejima (1985), Théoréme 2.

2
Il est clair que E((pf"))’ (1+1log* pﬁ") )) <+ oo, 0 <r <1. Par conséquent, nous

avons le résultat suivant.
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Proposition 3. Si (k,) est une suite dentiers satisfaisant 1<k <n et

A 4
lim inf >0, 0<r<1 alors nous avons les mémes résultats que les
n—+ee p

Théorémes 2.2 et 3.2.

Exemples:
1) k, =[cn’], c>0,0<r<1
2) k,2n",0<r<1.

b) H(x)=x’,p>2. Ona alors,
1
invH(x)=x?,

2

. cn®
et (C,) est équivalente a k, =
Logn

, pour un certain ¢ >0.
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