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Abstract

We give new characterizations of the (p,o)-absolutely continuous operators of Matter,
showing their relation with the interpolation spaces, and we present elementary new examples of

(p, o)-absolutely continuous operators which are not p-absolutely summing. We characterize also

the (p, c)-absolutely continuous operators for which a factorization theorem of Kwapien's type
holds.

Introduccion.

El ideal AC de los operadores abolutamente continuos fue introducido

por Nicolescu en [10] como AC = Ei"j , la envoltura inyectiva de la clausura

uniforme del ideal £, de los operadores absolutamente sumantes. A partir de la
caracterizacion general de Jarchow [4] de tal envoltura, Matter introdujo en [7]
el ideal . de los operadores (p,c)-absolutamente continuos, 1< p<eo,

0 <0 <1, como un proyecto de estratificacién de los operadores absolutamente
continuos cuyo objetivo a largo plazo serfa mejorar las caracterizaciones del
tipo y cotipo de un espacio de Banach que se encuentran en [9].

En este articulo presentamos nuevas caracterizaciones del ideal 0 ,; que
completan de forma natural las obtenidas por Matter en [7], resolviendo por una
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parte la dificultad presentada en la seccion 4 de [6] y mostrando por otra parte

la estrecha relacién que existe entre el ideal %, y los espacios de

interpolacién. El resultado fundamental es el teorema 1.7 para el que se
necesita la preparacién de la seccion 1. Es interesante resaltar que se pueden

construir elementalmente ejemplos de operadores T € §2,; tales que T ¢ o,
(el ideal de los operadores p-absolutamente sumantes) evitando los argumentos

mas complicados de [7]. En la seccién 2, introducimos el ideal @Wm de los
operadores (p,o,q,V)-dominados como una generalizacién natural del ideal

D,, de los operadores (p,q)-dominados de Pietsch mediante las ideas

~ consideradas en la seccion 1. La principal caracteristica del ideal Q)pm es la

verificacion de un teorema de factorizacién andlogo al de Kwapien para Q)pq .

Finalmente se prueba la maximalidad de D, mediante la construccién
explicita de su tensor norma asociada.

En general, la notacién que usaremos serd la habitual del Andlisis
Funcional. Cuando haya que enfatizar el espacio normado E en el que se

calcula la norma || x| de un vector x, se ecribiré ||x|, . Si E es normado, E' sera

el espacio de Banach dual de E,T'€ L(F',E')el operador adjunto de
TeLE,F)y By labola unidad de E. La bola B, , se considerard como
espacio topolégico compacto dotado de la topologia ¢ (E', E). Para cada me-
dida de Radon W en B, ,y para cada x € E, f, designara el elemento de
L™ (B;.,)L) (clase de funciones iguales [L-casi por todas partes) que posee

entre sus representantes la funcién f,(a) =< x,a > para cada a € By, . Asi, si
yeE', f) serd el correspondiente elemento de L”(B;. ,|L). Denotamos por
J; E— L (Bg.,)) la aplicacién continua tal que J (x)=f, para cada

x€E,y se define E, =J.(E), dotado de la norma cociente |, de E por

Ker (J), es decir

I ) =inf{ ||yu ‘yeE, 1, =fx} para x € E. Asf pues E,
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es un espacio de Banach si E es de Banach. M serd la compleccién de un
espacio normado M. La clase de los espacios de Banach se denotard por BAN y

la de los espacios normados por NOR. En los espacios I7(E) y I?[E] de las

sucesiones débilmente p-absolutamente sumables y p-absolutamente sumables
de E, utilizaremos respectivamente las normas

- 1/p o
e =sip( El<nuaxl |, n=(E fal
E'\i=1 i=1

1/p

si 1< p<e y con las obvias modificaciones para p=-co. El nimero

conjugado de p se designara por p'. En cuestiones referentes a tensor normas €
Jjug )4 g p

ideales de operadores remitimos al lector a los textos de Defant y Floret [2] y
Pietsch [11], y para temas de espacios de interpolacidon, a Bergh y Lofstrom [1].

Lanormade T € @, (E, F) se representa por 11 (7).

1. Operadores ( p, G )-absolutamente continuos.

Definicion 1.1. (Matter [7]): Sean E,F € BAN y 1< p<e, 0<0o<1.
Se dice que un opeador T € L(E, F) es (p,c)-absolutamente continuo si existe
G € BAN y un operador S € § ,(E, G) tal que ” Tx ” S" Sx "H’ " x "c para cada
xekE.

Designaremos este ideal de operadores por §0,,(E,F). Se define la

norma de T € §,,(E,F) como HPG(T)=inf{1'IP(S)'—°} tomado sobre las
aplicaciones S que verifican la definicién anterior. En [7], Matter da diversas
formulaciones alternativas de Il (7) y varias caracterizaciones de los

operadores T € 0 . (E, F).

El objeto de esta seccién es dar nuevas equivalencias, que completan de
modo natural las anteriores, en términos del comportamiento de los operadores
con respecto .a determinadas sucesiones del espacio E. Para ello necesitamos

algunos resultados previos. Dado E € BAN , definimos
I-o
p

Hg ={ (x,')e EM |8p0 ((xi)):z aseuﬂl: (i(|<xi’a>|]_c " & ||G)l__?) <°°}
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e introducimos la siguiente definicién:
Definicién 1.2. Se dice que una sucesién (x;)€ EY es (p,0)-
débilmente sumable si pertenece al espacio vectorial /”° (E) generado por HY .

Proposicion 1.3. La funcién € »c definida en IP°(E)por

k
s,,,«x,.))=inf{§8,,c ((x}))

k
()=, DD eHE j=1,....k;ke N}
j=1

2 P
es una norma en [”° (E) tal que las inclusiones ['°[E]c I’°(E)c ['°(E)

son continuas y de norma <1. Ademds se verifica

3 i . .
V (x,) €l™°[E], €,((x,)) <inf {Zn (x)°e , (N

p
=l 1-¢ 1-o

j=1

k P
()=D(x), (x)z, els [E],keN}.
Demostracién: Dada (x,)€ [”°(E) y €>0, existe una representa-

k k
cién(x;) = Z(xij) tal que ZSW((x,.j )) S€,5 ((x;))+€ . Por la desigualdad
j=1 j=1

de Minkowski

1

L
p

k oo . p
gr_’{;((x"))sg;asegg(; |<xi’,a>|1—6) <

o
p

ii‘?(i(|<xf’a>|l‘°||x!ﬂ°)‘—‘%) <e () +e,
j=1 TR i=l

I\
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y por tanto debe ser € , ((x;)) <€, ((x;)) . Por ser € , una norma, se

—

1-o -
deduce que si € ,; ((x;)) =0, entonces (x;) =0.

p

Sea ahora (x;) € l‘—‘;[E] . Como SPO ((x,))sm , ((x;)), se tiene que

P

1-o

(x,)€ HE . Por tanto (x,)€ I”(E) y €,4 (x)<8,o ()T, (%) .

1-o

Por otra parte, dadas (x,),(y;) € ["°(E) y €> 0, existen representaciones

k 1
(x)=>(x)), )=2,() talesque (x/)eHZ,j=1,...k,
j=1 j=1

(y{)eH{;,j=1,...,l y
ia (x}N<e, (X )+e y Za”" (YN Se,, (N +e.
Entonces
s,,c,((x,.)+(y,->>s$6,,c(<x! >)+]i8,,0((y! NS, (X)) +E,, (V) +2¢ .

El resto de las condiciones de norma se comprueban ficilmente. Para acabar
basta probar que

B,o (X)) ST, (x)°e , (x))™° V(x,)e '°[E]

-0

Y en efecto, aplicando la desigualdad de Holder con exponentes conjugados

1/(1-0) y 1/c aladefinicién de 8 ,,((x;)), se tiene

(1-6)% (1-0)o

s ssp(Sikenanls) " (Shak) " -
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((x e, ((x )" n

._.

En la siguiente proposicién damos una descripcion de los elementos de la

compleccién del espacio [”°(E), que ser4 bésica para resultados posteriores.

Seguiremos denotando por € ., alanormaen [ ”°.

Proposicion 1.4. Sea E € BAN. Para cada (pei PS(E), existe una

sucesién en Hy x" =(x]'),n €N, tal que Z8p6(x”)<oo y (p=2x" en

n=1 n=l

[7°. Ademés, € 0o (@) =inf {Z 8, (x" )}, tomando el infimo sobre todas las

n=1

representaciones de @ de este tipo. Reciprocamente, cada serie de este tipo
converge en [ 7°(E).
Demostracién. Sea @ [”°(E). Existe una sucesién (z")._, cl”°(E),

tal que limz" =@ en lA’"’(E). Dado €>0 y he N, tomando una subsu-

cesion si es necesario, se puede suponer que

£ n s Eps(®)
apc(z’)Sepo((p)+Z y Vn22,¢e,(z"—z ')S%—.
Entonces, si definimos z° =0, se tiene
o=limz7" z (2" =z" )

k(n)

Para cada n > 1 existe una representacién z" —z""' = Z (x"), con (x") e H},
j=1

para cada j ,y tal que
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k(n)

. - €
Y8, (2" <e (2" =2 )+
Jj=1

2n+1 )

Llevando esta representacién a (1) y cambiando convenientemente los super-
indices, obtenemos ¢ = Z(xf ), que verifica
I=1

oo k(n)

38,0 =3, R8N e =2
=1 n=

_<_sp°((p)+8+£ i( ”“((p) g )S£+(1+571;1—)8p0((p)<°°.

2n+h 2n+1
=2

Ademis,
€,6(9) = lim e,,(,(Z(x )< Zspo(x )<s+(1+21 )em((p)

de donde se deduce el resultado anunciado al ser €>0 y h €N arbitrarios.

Por otra parte, si Zﬁpc(xi” )<eo, y(x!)e H},neN, para cada £> 0 existe
n=1

k € N tal que

VheN spc(%’:(x,." ))sgﬁw((xi")ke .
n=k

n=k

k
Por tanto, (Z(xi" Nr., es una sucesién de Cauchy en [”°(E), y su limite

n=1

Z(xi”) pertenece a i”“(E). |

n=1
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A continuacién introducimos un nuevo espacio. Dado E € BAN, una

probabilidad de Radon [ en B, y 1< p<co, definimos M (E) = J.(E)

dotado de la norma || ”po tal que para cada f, € M, (E),

o 1-o
A

n
x=2xi,x,. eE,i=1,2,...,n;neN}
i=1

EEHE

e

efectivamente una norma, es andloga a la de 1.3 observando que se verifica

Ly SI

debe ser f, =0. Seguiremos denotando la norma de los elementos ¢ de la

siendo , lanormade f, en L”((By. ,|t) . La demostracién de que I ||pc es

o SIA], <Ix] para cada £, € M, . y que por anto, s | £.] =0

compleccién M o (E) por " () ﬂpo . Se tiene .

Proposicion 1.5. Si @€ MPU(E), existe una sucesién (f, )., en

M, (E), tal que

1-o
<oo ,
yi4

[
%z || s,

0= f, en M, (E) y Y|
n=1 n=1

1-o
, } tomando el infimo sobre todas las
L

, . — o
sgenss | 71, =it {3 1],
n=1
representaciones de f de este tipo. Reciprocamente, cada serie de esta clase

define un elemento de M oo (E).
Demostracion. Es andloga a la de la proposicién 1.4. n
Sea I' M, (E)— L”(By.) la inclusién canénica e

I:M . (E)— L’ (Bg.) su extensién continua a la compleccién. Sea K o (E) el

conjunto I (MPG(E)) dotado de la norma cociente N, de MPG(E)/Ker(i ).
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Por tanto K ,; (E) € BAN . Obsérvese que la aplicacién I: M, (E)— K o5 (E)

[

es inyectiva, pues si I(f,)=0 en K, (E), seria

f.=0.
Proposicién 1.6. Sea E€ BAN. M, (E) y K, (E) son espacios de

» =0 y por tanto

interpolacion exactos de exponente 1—G entre E, y L”(B,.,|L).

Demostracion. Todas las inclusiones

E, >M,(E)—>K,(E)—>L(B.,lL) soncontinuasy M, (E) y K, (E)

son espacios intermedios respecto al par de interpolacién (E,, L (Bg.,1t)). En

efecto: Dado x € E y € >0, existe yeE;alquefx:fy yuy"S f. u+£ i
con lo cual
1-o
A A I B4 T e B A IR
y por tanto, || f, v <\ f, X . Por otra parte, sea g € K (E) . Si (peMpc(E)

estal que g = 1 (p) , existe una serie 2 fx,, convergente a @ en M o (E) tal

n=1

que i x, ; " 1: <oo . Como I es continua, g=i((p)=ifxn en
n=1 n=1
L’(Bg.,1) y
i b o 1-o had [ 1-o
" 4 ”L” s ; f;,. L" = Z; f:’(n 1P f;‘n i < ; x" E f:‘n )13

y por tanto "guL,, S"(p"po . Tomando infimos sobre @, se llega a
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Sea ahora una aplicacién continua 7:L°(Bg.,u)— L (B,.,lL) con

restriccion ]IE :E, — E, continua con la topologia de E, . Denotemos por
("

"TILl y ”T"L,, a las normas de Tl"Eu

€LE,,E) y de
TeLL’(Bg,U),L’(B.,L)) y escribamos tunicamente L’ en vez de

L’(B;.,lL) puesto que no hay lugar a confusién. Es evidente que

T (M, (E)) CMpc(E)' Obsérvese que para cada x € E existe x€E tal que

IT(f,)=f. .Sea ge K, (E). Para cada fEMpc(E) tal que g=f(f), existe

1-o

una serie f = 2 [, convergente en M o (E) tal que 2 ” X "Z i, L, <
i=1 i=1
Por continuidad de [ , esta serie converge en L’ y como T € L(L",L")
T(g)=T(f(f))=T(fo,.J=2f;,. ©)
i=1 i=1
Para cada €>0 y cada {€N, existe ;,. eE tal  que,

+€& . Por otra parte, teniendo en cuenta las

f=5.y |3, 5 5],

hipétesis sobre T, para cada n € N

no e 1-o n — o I-g s n o -6
Y TN A MDY R VA e L P AN AR A TA
i=1 i=1 i=
y tomando infimos para €> 0

noon 1-o e s 1-0
BT TAREEN T e BT P
i=1 i=

y por tanto
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Yi

1-o
L, < (3)

o (= I-e c R o
S L] <trirts Skl

Por la proposicién 1.5, Z f§ =2 J-, es convergente en M o (E). Por la
= =

continuidad de 1 y (2), resulta que i ~ |=T(g) pertenece a K __(E).
Xi po
i=1

Entonces, usando (2) de nuevo y (3)

N.(T(g)=

1-o
)14

>f,

<ITEITE S ]

s

po
y tomando infimos sobre las representaciones de f y después sobre f ,
obtenemos N_(T(g)) S" T"z || T"lL;o N_.(g), con lo que la restriccién de T a
K . (E) también es continua con la topologia de este espacio y K, (E) es un
espacio de interpolacién. La demostracién para M,,(E) se hace con un

desarrollo anélogo', trabajando con la definicién de normaen M, (E). u

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccidn y contiene

la caracterizaci6n anunciada de los operadores de § ,,. Necesitamos introducir
otra definicién. Dado T € L(E, F), definimos la aplicacién T:i” °(E)— F~
del siguiente modo: si (x,), €I”°(E) se define T((x,.)) =(T(x;));; s

0el?(E) y ¢=lim(x") en [”°(E) con (x)7, €l?°(E) para cada n N,
n—yeo

se define T(q>) =(limx});, . T esté bien definida porque la convergencia en
n—eo

[7°(E) de una sucesién de [”°(E)implica la convergencia en E de cada
sucesioén de componentes. Se tiene entonces
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Teorema 1.7. Sean E,F € BAN y T e L(E, F). Es equivalente:
1) Tep (EF).

2) T(I*°(E)) clie [F].

3) Existe una medida de Radon W en (B;.,6(E', E)) tal que T factoriza
a través de la complecci6n del espacio normado de interpolacién M, (E) en
laforma T =BJ,.

Demostracién. 1)=>2 Notemos en primer lugar que si (x;)e H; y

T e, (EF),

1-c

h 1-0 T
(g} " Tx,." 2 ) <I0,,(T)8,, (%) ) ST, (T)8,, ((x,)7;), VREN

por el teorema 4.1 de Matter [7], luego T , (( " Tx, " NI (T) ) »o (xHy).

1-o

k
Sea ahora (x;) €1”°(E) y €> 0. Existe una representacién (x;) = Z (x/) de
j=1

k
modo que (x/)e H? y ZSW ((x] ))SE€,,((x;))+€ . Por la desigualdad de
j=1
Minkowski
k k
n, (TG N<Dm, (| TED NS (T) Y, 8,0 ((x)i) ST (T)(E,, (X)) +€)
1-o j=l 1-¢ j=1

P
y tomando el infimo para €>0 se tiene que T: [?°(E)— ['-°[F] est4 bien

definida y es continua con norma < HPG(T). Pero entonces, su extensién

continua a las complecciones coincide con la aplicacién T:1?°(E)— F~ ya

P
definida, y por tanto se tiene T(”°(E)) cI'°[F].
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— N P
2)=1) Consideremos la sucesién (@,,T(®,));, cI?°(E)xI'°[F]

N i
convergente a (Q,(y,))€l”(E)xI'"°[F]. Por la proposicién 1.4,

0, =Y (), ) HE, =Y (x)), (x/) e HE .
j=1 =1

Veamos que _f((p) =(y;), es decir, y, = ZT(xij) si ieN. Sea
j=1

A A P P

J:17°(E)— I'"°(E) la extensién continua de la inclusién [”° (E) c ['° (E)

(proposicién 1.3). Como @, tiende a @ en ] P°(E), también lo hace en

n—yoo

P © e
[0 (E), luego para cada i €N, lim Zx,.’" =2xi’ . Como T es continua se
j=1 j=1

tiene

VieN <7

F

N T(xp —xi)
j=1

Y (xF —x)
j=1

E

y por tanto, para cada i €N, Yy, =lim E T(x¥)= E T(x/). La grifica es
n—yoco
j=1

j=1
cerrada, con lo que T es continua. Consideremos ahora una sucesién finita

(x,)iz; cE.Entonces (x,,%,,...,X,,,0,0,...) € Hf , y por la continuidad de T

1-o

(S 1rel*)” 2| Tleuons] ]

8,5 ((x)7)-

Por el teorema 4.1 de Matter [7], T € gopc(E, F).
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1)=3) Jz:E— M, (E) es continua por la proposicién 1.6. Definimos
B:M, (E)— F por B(f,)=T(x) para x € E. B esté bien definida ya que si
fi= fy, x,y€E, al ser Tegapc(E,F) se tiene

1-o

| 7= <o (D] 5=y ] £y

72

Dado £> 0, si f, =fo'_, x,x; €N, i=1,...,n, cample que

i=1

n
Z " X;
i=1

1-o

<\

b +€,
LP(Bg)

X; po

o}
E

se tiene que

| B = B(ifn) = | B, [< 2 | 7]
i=1 i=1
sn,,c(T)g EANEA ::BE.)S £, *e
por ser Tep,(EF) y tomando infimos para

con lo cual B es continua. Extendiéndola

e>0, | B(f) |<T,. (D] £, |

po
por continuidad a la compleccién M, (E) y denotando la extensién por el

mismo simbolo, se verifica T = BJ; .

3) =1) Si T factoriza a través de MPG(E) mediante T=BJ, y xe€ E,
se tiene '

1-o

f:

I 7|l 1| %

R

yi4

luego T € 0, (E, F) por el teorema 4.1 de Matter [7]. u

En [7], Matter da ejemplos de operadores (p,C )-absolutamente
continuos que no son p-absolutamente sumantes. Sin embargo es relativamente
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sencillo dar ejemplos explicitos mucho mas faciles de esta situacién, y éste es
nuestro proximo objetivo. Para ello comenzamos con el siguiente resultado:

P P

Proposicién 1.8. Sean E,F € BAN, T € L(E,I'"°[F]), B:1'"°[F]> F

la proyeccién sobre el eje i-ésimo y A =PT,ieN, 1<p<oo. Si
_r_
A €, (EF), ieN, y (I, (A, el, entonces
.

Tegopo(E,l“"[F]).

Demostracion. De 1) =2) del teorema 1.7 se deduce que para cada

(x,)r, €I7°(E) se verifica

P
l -0 -0

Tep,(E F)II, (A)<1}<8,,o((x N! 4.

sup {2 | Acx,)

Sea ahora keN y (x,)*, cE. Entonces (x,,%,,...,%,,0,0,...)e HZ y
por (4)

2

1-o k _%
(n_,,_((T(xn»f,:,] =Y S A Z(H,,G(A e
1-¢ n=1 i=1

l/\

= (1 (A

IN

- | Be @, (E,F), HPG(B)SI}

o0 _p_ k
2 (M 6(4))"° |sup {Z |
n=1

\i=1

0o P P s P P
S YL (A))° €0 (%, )5 (2(11,,0(4»‘-")Spc((xn):zl)'-c.

i=1 i=1

' A
Por el teorema 4.1 de Matter en [7] obtenemos que T € @, (E,I""°[F]).
|

Ejemplo 1.9. Seanp y ¢ talesque p>1, 0<o<l1 y p' S—l—p— . Sea
(o)

L
-c

(€')7, la base canénica de I”. Se define el operador T: I”" =119, tal que
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) 1 1/p ) .
T(e')=(—_) e' para cada ieN. T estd bien definido por la condicién
i

_pP_ P
p'Sﬁ.Veamcs que Tegopc(l"',l“" ypero T ¢, ( 17,11 ),

En efecto: Sea o), = P,(T(e')), i,n €N. Como

s[5

i=1

)“"2‘

es divergente, por el ejemplo 9 de la proposicién 6.18 de De Grande-De Kimpe

_pP_
en [3], se tiene que T ¢ 2, (1° ',11-°). Comprobemos ahora las condiciones de

la proposicién 1.8 con F =K. Sea s" =(s;');, € I, n=1,2,...k conkeN.
Se cumple

1 1-0
n

(1o <P (§1ar) (3 (o)

13
1 x P\ o
1\r -6 el 4
S(f su Z(|<s",a>| o
l €% \ =1

Por el teorema 4.1 de Matter en [7], se tiene que A, eppc(l’”',]K) y

]
p

1/p
IT po(A)S (7) para cada i € N, Entonces

T—a 1

1\1-¢

S < (1) | =F(5)7 <

i=1 i=1

P
y por la proposicién 1.8, T € £ ,,( 17, 11-9), -
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En relacién con este ejemplo, es interesante observar que en cambio
16 ( 1% =,(01(l1 2 =L(I',1?) por la célebre desigualdad de Grothendieck.
y que §,(1",E)=§,,(I",E)=L(I",E) siE es un espacio de cotipo 2 (por

ejemplo, todo L°(u) con 1<p<2 y una medida | cualquiera) como
consecuencia de un resultado de Maurey en [8].

2. Los operadores (p,0,q,V)-dominados.
El ideal Q)pq de los operadores (p,q)-dominados de Pietsch [11] (con 1/p

+ 1/qg <1) es un ideal especialmente importante formado por operadores p-
absolutamente sumantes. El camino natural para generalizarlo substituyendo

§, por §,, viene sugerido por la siguiente sencilla proposicién:

Proposicion 2.1. Sean E,F € BAN y T € (E,F).Es equivalente:

1) TeD,(E,F). |

2) Existen G y H en BAN, operadores S, € ,(E,G) vy
S, €$,(F',H) y C>0 tales que:

VxeE, VbeF' |<Tx,b>|<C|S,®)||S,®)|

Demostracién. 1) =2). Sea G =M, (E), H=M,(F'),S,=J; y
S,=J.. Gy H son entonces subespacios de L°(B,) y L'(B;.) res-
pectivamente. Es inmediato comprobar que S, € @ p» 5, €, por el teorema

de Grothendieck-Pietsch de caracterizacion de los operadores de 2, . El resto
de la tesis se deduce del teorema 17.4.2 de [11] de caracterizacién de los
~ operadores (p,q)-dominados.

2)=>1) Basta utilizar los mismos teoremas antes citados. u

Sea 1< p,g<eo y 0<0,v<1 tales que

—t——— =1 (5)
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con 1 <r< oo .Introducimos entonces la definicién siguiente:

Definicion 2.2. Sean E,F e NOR. Diremos que un operador
(E,F) si
existen G,He BAN, operadores S, € 2 ,(E,G), y S,€p, (F',H)y C>0
de modo que

|<Tx,b>|<C|x[°| S| |2l |S,®) | VxeE,YbeF'. ()

TeLE,F) es (p,0,q,v)-dominado y escribiremos Teﬂ)p,:,qv

Definimos
Dpoqv (T) =inf {C Hp (S1 )(1—0) Hq (S2 )(l—v)}

tomando el infimo sobre el conjuno de constantes C y de operadores S, y S,
que cumplen (6).

Proposicion 2.3. Sean E, F € NOR. Entonces Dpcqv €s una norma en
Do (E, F).
Demostracion. Como " S "S IT,(S) paracada S € §, , la tinica cuestién

no trivial es la desigualdad triangular. Sea i =1,2 y T, €D, ,(E,F). Para cada

pogy
€>0, existen C;>0, G,,H, € BAN, A, €9 ,(E,G) y Begp, (F', H),
tales que

|<7;(x),b>|SC,. l|x||°|| A (x) ”l—c |l
y

|B(®)|™ VxeEYbeF (1)

CII,(A)""TI (B)'™ <D, (T)+¢€ . ®)

Gqv

Como para x€e E y be F' se verifica

1-v

|<Teb>[< Gl a6l 1B =Tl A ] 6] Bio)

siendo

_ ! (-0) v _ 1 (-0) -,
Ci=C/TI,(A) " II(B) ©  A=C'I,(A4) " TI,(B) " i
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1 (1-o) (1-v)

Bi=C'T,(4) ¢ T,(B) ¢ ——,

se puede suponer en (7) y (8) que

C <(D,,, (T)+&)"

pogv

I1,(A) S(Dyopy(T)+€)"" y T1,(B) (D, (T)+€)" . ©

Sea G el espacio de Banach obtenido como suma directa en sentido [” de G, y

G, y H la suma directa en sentido [? de H, y H,. Sea A:E —G tal que
A(x)=(A,(x))., para xe€ E y B:F — H tal que B(b) =(B,(b))~, sibeF.

Para cada sucesién (x; ):;1 C E, se verifica que

1/p n 1/p
n,,((A(x,))=(§HA<x,-)M”) =(Z§2’.l|4<xf>||p) s

j=1 i=1

2 1/p 2 1/p
s(z I1,(4)", ((x,.»") =e,,<(x,.>)[2 H,,m)")

i=1

y por tanto, usando (9)

2 1/p
T, (A) s(z np(A,,)P) (Do (T)+ D, (T,)+2¢ )", (10)
i=1

~ Andlogamente se obtendria

I1,(B)<(D,,,(T,)+ D, (T,)+2¢ ) . (11)

poqy

Entonces, por la desigualdad de Holder con exponentes deducidos de (5) se
obtiene
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N

| <(T+T,)(x),b>| 2 JxP A" e]'|B®|™

(S (S1acr) (S 1awr) -

=l el (20’) 4G |~ B®) [

Por tanto, teniendo en cuenta (9), (10) y (11)

D,...(T; +T)<(ZC’) I1,(A)°I,(B)" <

i=1

- 1-v
+

1,10 1-v
(Do (T)+ Dy (T)+28) 7 7 ¥

y como €> 0 es arbitrario, se llega a (,+T,)<D

PG‘IV

GqV(J;)+Dpoqv(];) y

pcqv(E F),D,,,) es un espacio vectorial normado. ]

A continuacién presentamos varias caracterizaciones de los operadores
de D, (E,F) en la clase BAN, de las que se deducird que la clase D, , es
un ideal en el que se cumple un teorema de factorizacién andlogo al clasico de
Kwapien referente a los operadores (p,q)-dominados. Obsérvese que
@p0q0= @pq )

Teorema 2.4. Sean E,F € BAN y T € L(E, F). Es equivalente
1) Tes (p,0,q,V)-dominado.
2) Existe C >0, y existen probabilidades regulares L y T en B, y

B;... tales que paratodo x € E y todo b € F', se verifica:
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1-o

p

|<T(x),b>| SCUBE. (|<xa>|7| x||°)§du(a))

1-v

q

9
(1, d<bm1oD o)

3) Existe C>0 tal que para todo par de sucesiones finitas (x,);_, CE
y (b)), CF', neN, se verifica
T, (K T(x,),b, >); <C3 o ((x)5)8,, (b))
4) Teorema de factorizacion: Existen G &€ BAN y operadores
Aep (E,G),y Be LUG,F)talesque B'e g (F',G')y T=BA.

Ademés, D, (T) =inf C=inf IT o (AL, (B") tomando los infimos
sobre las constantes C de 2) y 3) sobre los operadores de 4).

Demostracion. 1)= 2). Es inmediato a partir de la definicién y del
teorema de Grothendieck-Pietsch sobre 2, .

2)=>1) Es andloga a la demostracién de 1)= 2) de la proposicién 2.1.

2)=3) Sea (x;)i,cE y (b)i,cF',neN. Por ii), y por la
desigualdad de Holder (con los exponentes deducidos de (5)), se tiene que

r
r') S

< 31, tennarl o)

(i|<T(x,.),b,. >

1-o

p
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1-v

n g T
(2 UBF" (<b,y>"b [~ dt(y)D <

i=1

< CSPG ((x)i) qu (M=)

3)= 2) Consideremos los espacios de Banach C (B ) y C (B,..) de las

funciones escalares continuas en B, y B;. y los conjuntos W(B, ) y W(B;.)
de todas las probabilidades regulares definidas en los mismos. El conjunto

W(Bg )X W(B;.) es convexo y compacto en (C(Bg ) XC(B;..))' dotado de la
topologia 6(( C (B )X C (B.))', C(Bg)X C (Bg.)). Para cada neN 'y
cada par de sucesiones finitas (x,)., C E y (b,)., CF', se define la funcién

O:W(B: )XW(B..)—R tal que

P
. l—u<

e B T K e o LY G A

£

l1-o0 1-v

O,T)=Y, %[ <Tx, b, >
i=1

que es continua y convexa en W(B,. )X W(B;.). Por la compacidad de B, y
B,., existen a,€B, 'y b,eB; tales que, si §=08, ((x).)

B=46,,((D),), se verifica

1-o I-v

“ e\ i Y4\ g
§=(Z|<xi,ao>|pllxi ) , B=(Z|<b,.,y0>"’Hbi )
i=1 i=1

Tomando las medidas de Dirac en a, y en y, , y usando la conocida

desigualdad uv <Cu'* +(1- )v”“'o para0<(<1 yu=20,v =0, tenemos
g
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. (1-G 2 1-v_ -4
,)_C,(l Opits , ] Vﬁ““)S
p q

n

¢(6<ao>,6(y,,>>=(z ;1,-|<Tx,.,b,. >

i=1

" _C epy <o,

1 n
SFZI<Txi’bi> p

i=1
por hipétesis.La familia de funciones ,’F={¢| (x)L, cE,(b);, cF',neN }

asi construida es cdncava, es decir, dadas (¢,.)§;, c Fyo,20,i=12,..,k,

k k
tales que ZOL,. =1, existe ¢ € F tal que ¢(U’T)220‘i¢; (K,T) para todo

i=1 i=1
(n,7) en W(B;)X(Br.). Por el lema de Ky Fan (ver [11, E.4.2]), existe
u,,7,)€ W(Bg)X(Br) tal que para todo ¢ef% o(u,t)<0.
Construyendo el particular las funciones asociadas a dos elementos
x€E, be F', obtenemos

1 . Cr' op Cr' Vg
;—-'-|<T(x),b>| —L”xnl—o <|f, p,],l,>‘————_q——||b"1—v <|fb|q,1:>50,
l-o I-v
P 4
Definamos ahora M =<| f, p,un > x|° y N=<|fblq,’to >V B]". se

verifica

L<Tb> =2 M N |< T %), (N D) >|" <
.

7

o

MmN (1_:£|| ] <
P

LA
I-v <

I 1- - 1
—A;f; sH, >+——q—\i"N 'b Nf;,

q
T, > | =
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De estas desigualdades obtenemos que

r (1—0')+ rd-v)

r
) =MNC,
p q

|<T(x),b>|SMNC(

lo que concluye la prueba.

4)= 2) Como | <Tx,b> I =| <Ax,B'b> |, basta usar el teorema 4.1 de
Matter [7].

2)=4) Consideremos G = M s (E) y la factorizacién T = BJ, del

teorema 1.7, 3). Se tiene que J; pertenece a £ ,,(E, M s (E)) por la
definici6n de la norma de M, (E) y por el teorema 4.1 de Matter [7]. Veamos

que B'e @, (F',E"). Paracada€>0y be F' setiene

< sup{

por la condicién 2). Al ser €> 0 arbitrario se llega a que B'€ @, (F',G").

| B' b”__-fxsegg,,,l< B'(b).f, >|= f,iléfml< T(x),b>|<

1-o

<l+g,neN }<

< zn: T(x,),b>
i=1

n n o}
x=2xn2 ” Xi “
i=1 i=1

1-v
L7(Bp-)

£,

L’(BE-)

<a+e)c|al |

Finalmente, que D, (T)=inf { C | se cumple 2)} es inmediato a
partir del teorema de Pietsch Grothendieck sobre los operadores de §,,r=1;
que D, (T)=inf{C | se cumple 3)} es inmediato a partir de la propia
demostracién de que 2)<>3) y de la anterior igualdad; la dltima parte es

consecuencia de la demostracién 2)=>4), de la definicién de D, (T) a
través de 2) y del teorema 4.1 de Matter en [7] y de la definicién de la norma en

§ ,s en €l contenida. u



IDEALES DE OPERADORES ABSOLUTAMENTE CONTINUOS 373

Corolario 2.5 Si E,Fe BAN,(’_DPW(E, F),D,;,) es de Banach y

(D 54> Dpogy ) €5 un ideal normado en BAN.

Demostracién.  Sea (7)), una sucesion de Cauchy en
(D,op(E, F), D, ). De la definicién de D, ,
en L(E,F) y por tanto converge a T € L(E, F). Por 2) del teorema 2.4, dado

existen

se deduce que también lo es

€>0, existe n, N tal que, para cada n,meN, nmz2n

probabilidades u,, € W(B.) y T,, € W(B;.) tales que, paracada x€ E y
beF'

p 1-6
’unm > <

|< (T, =T, 0ok >|sel 5[ o <]

£, Iq,'c,,m >,

Fijado n=n, , por la compacidad débil de W(B,) y W(B;.), existe una
subred (W,0)> Tuma))aca cORvergente a (U,,7,) € W(Bg )X W(B;.) en la
topologia 6 (( C(B; )X ((B;.)) , C(Bg)*xC(B;.)). Entonces, existe a, € A
tal que paracada xe E,be F' yae€ A cona 2a, setiene

| <(T, _Tm(a))(x),b > |_<_

I-v

1~c
<ol 10" (<22 Boamir =1 >+ <I 2L 0 >) (SIS i = >+ <L 7, >)

f

y tomando limites cuando a € A

|<(T, -T)x),b>|<e| x| 6" <| .| 1, > <

f, £l T, > VxeEbeF

.conlocual T, -Te D, (E,F) yportanto TeD, (E,F). De la dltima

(E,F) es de

pogqv pogqv

desigualdad se deduce que D, (T, —T)<¢€ sin2n, y D,,,

Banach. Que @pqu es un ideal en BAN, se deduce ficilmente del teorema

2.4.4). |

Nuestro préximo objetivo es probar que ﬂpuqv es un ideal maximal. Para
ello el método que usaremos consistira en hallar la tensor norma asociada con
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~ él porque, ademds, esto nos permitird describir explicitamente una nueva
familia de tensor normas que contendra a las clasicas de Lapresté [5] como caso
particular.

Definicion 2.6. Sean E,Fe€ BAN. Para cada par de niimeros
P,q €[1,00] y cada par ¢, ve[0,1[, tomamos r €[1,0] tal que

—+——+——=1 (12)

Entonces, para cada z = Z?L X, ® Yy, .€eEQF, definimos
i=1
apcqv (Z) = inf 75, ((A' i)?:] )aq'v ((x, )?:l ) 6[)‘0 ((y; )?:] )

tomando el infimo sobre todas las representaciones de z de la forma citada.

Proposicién 2.7. o, es una tensor norma finitamente generada en

qv

NOR.
Demostraciéon. 1) Sean E,F e NOR. Para ver que O, es una
seminorma en E®F basta comprobar la desigualdad triangular. Sea

77 e EQF, j=1,2. Existen representaciones z’ =Z7~ Ix®yl, j=1,2
i=1
de modo que

O oy (2 +E2T, (M), (1)) 8,5 () j=12.

Definamos (j =1,2, i=1,2,...,n;)

_{0=(ap0qv(zf}+e)7k{’ x{az(a,,m(zf)fe)"' o
T, (A1) 8, ((x)))
I . ,
P C R LA X (670)\ R (€9 I (D b

e @) (Gt () +E) a
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. : n’ : . .
Entonces se tiene una nueva representacién z’ =z = 2 AP x"®y’  tal
i=1
que
- v I
0, (%)) = (0o (2) +8) T ,8,6 (7)) = (0o (2') +£) 7,
1
T, (A ) S(0 g, (27)+E) . (13)

Usando la representacién z' +z° = z'° +2z° y (6) se tiene
1 1-v 1-0
o +2) <o, (@) +a,, (2)+2e) ¢
poqv =

pogqv pogqv

y por (12) y la arbitrariedad de €> 0, tenemos el resultado deseado.

2) Sea z=1®1 eK® K. Si z=) A, ®P,,A,,0,,B, €K,
i=1
i=1,2, .., n,debe ser

1=<Z’1®1>=i7v,~0‘.-l3,- : (14)

i=1

Es fécil ver que 8,,,((0t,)) =T , ((0,)) ¥ 8,,(B)=7 , ((B)) . De (12)

1-v 1-o

y (14) se deduce entonces (desigualdad de Holder) que
1<, (A )8, (0,))8,4((B)) (15)
y como el miembro derecho de (15) da exactamente el valor 1 para la
_ representacién z = 1®1, se tiene O, (1®1)=1.
3) Propiedad métrica de las aplicaciones: Sea

T,e LE,F), T,e LE,F,) y z=3\A,x,®y,€E®E, . Se tiene
i=1

(supuesto T, #0 y T, #0)
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Ly
1-v 7

sl sy S T Tar

v L
)l—v S

X;

<|z[3,

y andlogamente, 6 ., ((T;(¥,))) S" T, " 3,5 ((,)). Por tanto

Lo (G O TS| T | | T |7, (A )80 (28,5 ()

y tomando infimos sobre las representaciones de z

o (B OL)) < | T | T | 0ty (22

Por el criterio 12.2 de [2], O gy
finitamente generada por construccién. |

es una tensor norma en la clase NOR,

Finalmente se tiene el resultado ya anunciado:
Teorema2.8. a) Si E,FeBAN, se \verifica (E ®amv F) =
D,

q'vp'c

b) D

qvp'o

(E,F'") isométricamente.
es un ideal maximal cuya tensor norma asociada es la tensor

norma dual o' ., .

Demostracién. a) Sea T€D, . (E,F')c LE,F'),T=BA su

factorizacién deducida del teorema 2.4,4) y ¢, la forma lineal sobre

E®,,  F asociada. Si z=27\.ix,.®y,.eE®F, por el teorema 4.1 de

U po
i=1

Matter [7] se tiene

<¢T,§7\,ix,.®yi > szl |<A . T(x).y, >|=§ <A A(x),B' (y,)>|<
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<2 AR EE X ))n,,_((ll A m, (B O )<

1-o

<7, (A )T, (A)8,, (5T, (B')D,6((3))

y tomando infimos sobre las representaciones de z

<¢T’ih'ixi®yi >

i=1

<TI,., (AT, (B0t (2)

y por tanto ¢ E(E®a,,a.,v F)'. Reciprocamente, sea (PE,(E®um,,v F)'. Se
define T, € L(E,F') de modo que < T, (x),y >=@(x®y) si (x,y) e EXF.

Entonces, si (x;), CE, ()., cF'', neN, se cumple

27\, <T,(x),y >|= Sup (9(27v x,®y )|<

T, (KT, (x), y, >)) = sug

<ol su

(A )EB;

o (2 7»,~x,-®y£')sH<p||6q.v<(x,-))6,,.a((y,f')>

y por el teorema 2.4.3) se tiene T, €D, ,(E,F'). Como ¢= ¢(r )» s€ deduce

de las desigualdades anteriores y del teorema 2.4 la isometria anunciada.
b) Para todo E y F en BAN, la igualdad

(E,F)=E®, F')‘ﬂL(E,F)

q vp'c
es consecuencia directa de a). Por el ejercicio 17.2 de [2], D,., ., s maximal.
Si E'y F son de dimensién finita, por a) es

(E,F)= (E® F')'=(E'®.

© pagy

F)

‘IVPU

isométricamente. Por tanto O' ., es la tensor norma asociadaa D, N

p'c
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