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Abstract 
We give new characterizations of the {/?, a)-absolutely continuous operators of Matter, 

showing their relation with the interpolation spaces, and we present elementary new examples of 
(p, cr)-absolutely continuous operators which are not p-absolutely summing. We characterize also 
the (/7,0)-absolutely continuous operators for which a factorization theorem of Kwapien's type 
holds. 

Introducción. 

El ideal JÍC de los operadores abolutamente continuos fue introducido 

por Nicolescu en [10] como SIC= p^ , la envoltura inyectiva de la clausura 

uniforme del ideal ^ j de los operadores absolutamente sumantes. A partir de la 
caracterización general de Jarchow [4] de tal envoltura, Matter introdujo en [7] 

el ideal p^^ de los operadores (/?,0)-absolutamente continuos, l < p < o o , 

O < 0 < 1, como un proyecto de estratificación de los operadores absolutamente 
continuos cuyo objetivo a largo plazo sería mejorar las caracterizaciones del 
tipo y cotipo de un espacio de Banach que se encuentran en [9]. 

En este artículo presentamos nuevas caracterizaciones del ideal p^^ que 

completan de forma natural las obtenidas por Matter en [7], resolviendo por una 

E.T.S. Ingenieros Agrónomos. Camino de Vera. Valencia. Spain. 

* La investigación del primer autor ha sido financiada parcialmente por la DGICYT, 
Proyecto PB91-0538 y la del segundo con una Beca de Formación del Profesorado del Ministerio 
de Educación y Ciencia. 
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parte la dificultad presentada en la sección 4 de [6] y mostrando por otra parte 

la estrecha relación que existe entre el ideal p y los espacios de 

interpolación. El resultado fundamental es el teorema 1.7 para el que se 
necesita la preparación de la sección 1. Es interesante resaltar que se pueden 

construir elementalmente ejemplos de operadores T G p^^ tales que T ip^ 

(el ideal de los operadores /^-absolutamente sumantes) evitando los argumentos 

más complicados de [7]. En la sección 2, introducimos el ideal (D^^^ de los 

operadores (p,0,^,D)-dominados como una generalización natural del ideal 

(Dpq de los operadores (p,^)-dominados de Pietsch mediante las ideas 

consideradas en la sección 1. La principal característica del ideal (D^^^ es la 

verificación de un teorema de factorización análogo al de Kwapien para íZ)̂ ^ . 

Finalmente se prueba la maximalidad de (D^^^ mediante la construcción 

explícita de su tensor norma asociada. 

En general, la notación que usaremos será la habitual del Análisis 
Funcional. Cuando haya que enf atizar el espacio normado E en el que se 

calcula la norma ||x|| de un vector x, se ecribirá \x\^ . Si £" es normado, £"' será 

el espacio de Banach dual de E,T'EL(F',E')e\ operador adjunto de 

T e£(E,F) y B^ la bola unidad de E. La bola B^, , se considerará como 

espacio topológico compacto dotado de la topología o(E' ,E). Para cada me

dida de Radon |i, en B^. , y para cada xeE, f^ designará el elemento de 

ir(B^,,\i) (clase de funciones iguales |J.-casi por todas partes) que posee 

entre sus representantes la función f^ici) =<x,a> para cada ae B^. . Así, si 

yeE'^fy será el correspondiente elemento de Lr(B^n ,\i). Denotamos por 

J^:E-^ V {B^, ,\x) la aplicación continua tal que JEM^ÍX P^r^ ^^da 

X G £ , y se define E^ = J^iE), dotado de la norma cociente ||.||̂  de E por 

Ker ( 4 ) , es decir || /^ || = inf{\\y\\ \y eE,fy=f^\ para XEE. ASÍ pues E^ 
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es un espacio de Banach si E es de Banach. M será la compleccion de un 
espacio normado M. La clase de los espacios de Banach se denotará por BAN y 

la de los espacios normados por NOR. En los espacios FiE) y F[E] de las 
sucesiones débilmente p-absolutamente sumables y p-absolutamente sumables 
de E, utilizaremos respectivamente las normas 

• -p 

Ep((x.)) = sujp Y^l < x,,a>\' ,n^({x.)) = \ ^ 

si l< p<oo y con las obvias modificaciones para p = oo. El número 

conjugado de p se designará por /? ' . En cuestiones referentes a tensor normas e 
ideales de operadores remitimos al lector a los textos de Defant y Floret [2] y 
Pietsch [11], y para temas de espacios de interpolación, a Bergh y Lôfstrôm [1]. 

La norma de T G p^{E,F) se representa por II^{T). 

1. Operadores (p,a)-absolutamente continuos. 

Definición 1.1. (Matter [7]): Sean £, F G BAN y l< /7<oo, 0 < a < l . 

Se dice que un opeador T EL(E,F) es (p,a)-absolutamente continuo si existe 

G G BAN y un operador 5 G p ^ (£ , G) tal que || Tx || < || Sx f'"" || x f para cada 

xeE, 

Designaremos este ideal de operadores por p^^{E,F). Se define la 

norma de TGpp^(E,F) como Tlp^(T) = inf\Tïp(Sy~^j tomado sobre las 

aplicaciones S que verifican la definición anterior. En [7], Matter da diversas 

formulaciones alternativas de n ^ ^ ( r ) y varias caracterizaciones de los 

operadores T G p^^ (£", F ) . 

El objeto de esta sección es dar nuevas equivalencias, que completan de 
modo natural las anteriores, en términos del comportamiento de los operadores 
con respecto a determinadas sucesiones del espacio E. Para ello necesitamos 
algunos resultados previos. Dado E G BAN, definimos 

l - g 

H ^ = { (x , . )e£ ' ' | o^„( (x , ) ) :=su^[¿( |<x , . , a> | ' "" | |x , . f )^ I ' <oo} 
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e introducimos la siguiente definición: 

Definición 1.2. Se dice que una sucesión (X.)GE^ es (p^o)-

débilmente sumable si pertenece al espacio vectorial F^ (£') generado por H^ . 

Proposición 1.3. La función 8̂ ^̂  definida en F^(E)poT 

E^((x,))=inf Xôpa((^/)) 
j=l 

(x,)='^(xl),(xl)';:},eH',J = l,...,k;ke-N\ 

P P 

es una norma en l^ (E) tal que las inclusiones /̂ "̂  [E]cz F''(E)cz /̂ "̂  (E) 

son continuas y de norma < 1. Además se verifica 

V(x, )e / - [£] ,e^„((x , ) )<inf ¿ T c ^ ((xDr E ^ ((x/))'"" 
7=1 l-o l -o 

(̂ ,) = XU/), W)r=, e/'-[£],^eN 

Demostración: Dada (X.)E F^(E) y 8 > 0 , existe una representa-

K. A. 

ción(x. ) = ^ (x/ ) tal que ^ 6^^ ((xj )) < 8̂ ^ ((x. )) + 8 . Por la desigualdad 

de Minkowski 
7=1 

1-g 
k í oo . 

l-o 

^ t sup, ¿ ( |<^ / ' «> r ik / i r ) ' " " ' ^e.a((^.)) + e> 
;=1 '•--'^ \ i=\ 
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y por tanto debe ser 8 ^ ((x^))<Ep^((x^)) . Por ser £ ^ una norma, se 
l -o 1 ^ 

deduce que si £^^ ((x¿)) = O, entonces {x-) = 0. 

p 

Sea ahora (jc.)e l^~^[E] . Como 8^^i(x.))^Tt p ((^/)), se tiene que 
l-o 

( x , ) e i / | . Por tanto (x , )e /""(E) y e^,((x,)) <ô,„((x,))<7C , ((x,.)) . 
l - o 

Por otra parte, dadas (x. ), {y. ) G F^ (E) y £ > O, existen representaciones 

(^,) = ¿ U / ) , ()',•) = É a Ó t a l e s q u e ( x / ) e / / ^ 7 = l,...,Â:, 

( 3 ; / ) e / / | , y = l , . . . , /y 

¿ ô , „ ( ( x / ) ) < e ^ , ( ( x / ) ) + e y ¿ô , , ( (> ' / ) )<£ ,„ ( (3 ; / ) ) + e . 

Entonces 

El resto de las condiciones de norma se comprueban fácilmente. Para acabar 
basta probar que 

ô^ , (U) )<7 r p ( ( x , ) r £ ^ ((x,)y-' V(;c , )G/^-[E] . 
l-o l-o 

Y en efecto, aplicando la desigualdad de Holder con exponentes conjugados 

1 / ( 1 - a ) y 1/a a la definición de Opjj((x¿)), se tiene 

(i-of (i-g)q 
p X^r-r 

Ô^^((x,))<su| | ; ; ( | <x , , a> | i - a r £ X; ||l-<^ 
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= 7c_^((^,)re^(U,))'"°. • 
1-0 1-a 

En la siguiente proposición damos una descripción de los elementos de la 

complección del espacio F^{E), que será básica para resultados posteriores. 

Seguiremos denotando por 8^^ a la norma en / ^^. 

Proposición 1.4. Sea EeBAN. Para cada (pel^^iE), existe una 

sucesión en H^ x" = (x^), n G N , tal que ^o^^íx"") < oo y (p= ^ x " en 

l^^. Además, £^^j((p)=inf ^^6^^ ( j c " )k tomando el ínfimo sobre todas las 

representaciones de (p de este tipo. Recíprocamente, cada serie de este tipo 

converge en / ^̂  (£"). 

Demostración. Sea (pel^^(E). Existe una sucesión (z")¡l, c:F^(E), 

tal que limz" = (p en l^^(E). Dado E> O y /i G N , tomando una subsu-

cesión si es necesario, se puede suponer que 

Entonces, si definimos z"" = O, se tiene 

(p = limz'=f(z'-z''-') (1) 

k(n) 

Para cada n>l existe una representación z" - z"~̂  = ^ (x/'̂  ), con (x/" ) G H¿ 
7=1 

para cada j ,y tal que 
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7=1 ^ 

Llevando esta representación a (1) y cambiando convenientemente los super-

oo 

índices, obtenemos 9 = ^(-^z )» que verifica 
1=1 

ÉVU')=I SV(<)^Í(^po(z"-z''-')+^)< 
1=1 n=\ j=\ n=í ^ 

Además, 

~̂̂ " /=1 /=1 \ ¿ J 

de donde se deduce el resultado anunciado al ser 8> O y /z e N arbitrarios. 

Por otra parte, si ^ S ^ ^ ( x f ) < ^ , y(^f )e H^,nEN, para cada 8>O existe 
n=\ 

kel^ talque 

( k+h \ k+h 

n=k J n=k 

k 

Por tanto, (̂ ^̂ C-̂ f ))¡li ^s una sucesión de Cauchy en l^^(E), y su límite 

¿ (jc," ) pertenece a / "" (£ ) . • 
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A continuación introducimos un nuevo espacio. Dado EeBAN, una 

probabilidad de Radon |LLen5^. y l<p<oo^ definimos Mp^(E) = J^(E) 

dotado de la norma || || ^ tal que para cada /^ G M^^ (E), 

/Il =mfiy||x|r 1/. 1-a ;c = ^ ;c . ,x¿ EEJ = 1,2,.,,,n;neN\ 

f^ ^ la norma de /^ en L^((S^. , | l ) . La demostración de que || || ^ es siendo 

efectivamente una norma, es análoga a la de 1.3 observando que se verifica 

II ^^ \y n\^^ Wpa -II ^ II P '̂*^ ^^^^ ^^ ^ ^pa ' y que por tanto, si || /^ ||̂ ^ = O 

debe ser f^=0. Seguiremos denotando la norma de los elementos (p de la 

^ II II 

complección Mp^(E) por || (p || ^ . Se tiene 

/\ 
Proposición 1.5. Si ( peM (£ ) , existe una sucesión (/̂ ^ )~=i en 

^ „ a ( ^ ) ' t a l q u e 

9=Ë/.„ enM^„(£)y |;||.:„|N|/^ 
n=í n=l 

LP 
<CX3 

Además, || / 1 | = inf i 7 X L /I r tomando el ínfimo sobre todas las 
' II -^ lipa JLmí II n WE jj ^x„ jj^p 

representaciones de / de este tipo. Recíprocamente, cada serie de esta clase 

define un elemento de Mp^(E). 

Demostración. Es análoga a la de la proposición 1.4. • 

Sea /: M^^ {E)'-^U{B^,) la inclusión canónica e 

I:Mp^(E)—^LF(B^, ) su extensión continua a la complección. Sea Kp^(E) el 

conjunto I(Mp^(E)) dotado de la norma cociente N^ de Mp^(E)/Ker(I). 
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Por tanto Kp^{E)eBAN. Obsérvese que la aplicación hMp^{E)'^Kp^{E) 

es inyectiva, pues si / ( /^) = 0 en Kp^(E), sería /^ L = 0 Y Por tanto 

Proposición 1.6. Sea EeBAN, Mp^(E) y Kp^(E) son espacios de 

interpolación exactos de exponente I —G entre E^ y L^ (5^., |Ll). 

Demostración. Todas las inclusiones 

E^^M^^(E)^K^,(E)-^L''(B,.,li) son continuas y Mp„(£) y K^,(E) 

son espacios intermedios respecto al par de interpolación (E^,Ü'{Bj^,,[i)), En 

efecto: Dado xeE y £>O, existe yeE^al que /^ = /^ y | J | | ^ /x + ^ ' 

con lo cual 

^^LHk^L î̂ Klk>lir î> î.4/̂  + e, 

y por tanto, /^ < /^ . Por otra parte, sea geK JE) .Si (?e M^^ (E) > G V 

es tal que ^ = /((p) , existe una serie X / ^ convergente a (p en Mp^(E) tal 
n=l 

n=l 
Z ll 11̂  II lP~^ ^ "^ \^ 

\\x^\\ \\fx\\ < ^ . Como / es continua, g = I((p) = 2^fx en 

L''(B,.,li)y 

8 L ^ 2II /. I = SI 4 [. 1417 ̂  2 lk« III /. L̂  
n = l •• L^ n = l 

y por tanto ||g||^p <||(p|| . Tomando Ínfimos sobre 9 , se llega a 
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Sea ahora una aplicación continua T:U(B^,\i)-^L^{B^,,lí) con 

restricción T : E^ —> E^ continua con la topología de E^ . Denotemos por 

i ^ ¡n y I ^¡LP ^ l^s normas de Te£(E^,E^) y de 

Te£(LF(B^,,li),Ü'(B^,li)) y escribamos únicamente LF en vez de 

LF(B^,,\x) puesto que no hay lugar a confusión. Es evidente que 

T(Mp^(E))czMp^(E). Obsérvese que para cada xeE existe xeE tal que 

r ( / , ) = / - . Sea g e K^^(E), Para cada / e M^^(E) tal que g = / ( / ) , existe 

m s ^ ym.«^ II j j (J II 

una serie / = 2iffx¡ convergente en Mp^(E) tal que 2^ x. f^ 
1=1 1=1 

l - C F 

< oo. 
LP 

Por continuidad de / , esta serie converge en U y como T E£(LF,1!") 

n8)=ní(f))=T¡yf)^ (2) 

Para cada £ > 0 y cada Í G N , existe yi^E tal que, 

•^xi Jyi ' y II y i WE ~"|| ^X + £ . Por otra parte, teniendo en cuenta las 

hipótesis sobre T, para cada n G N 

t¡-y. A 7 ^ Î I '̂ c 14 i r í IIÎ-1'° tiiT i II /„ IL+̂  )ii A 
i=l /=! 

1-a 

LP 

y tomando Ínfimos para E> O 

¿ii^.irj4ir>i^pi'"ii"tii^.ciiA 
1=1 LP 1=1 

1-a 

LP 

y por tanto 
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Ü'y^ 
i=\ 

1U 
LP 1=1 

l -o 

LP 
< oo, (3) 

Por la proposición 1.5, ^ / - = ^ / ^ ^s convergente en Mp^(E). Por la 
í=i ' í=i 

continuidad de / y (2), resulta que ^ L ^ ^ pT'Cg) pertenece a K^^iE). 

Entonces, usando (2) de nuevo y (3) 

II 1=1 l i p a í = l 

l - o 

LP 

y tomando ínfimos sobre las representaciones de / y después sobre / , 

obtenemos N^(T(g))<\\T\\^\\T\\^p^N^(g), con lo que la restricción de 7 a 

Kp^{E) también es continua con la topología de este espacio y Kp^(E) es un 

espacio de interpolación. La demostración para Mp^{E) se hace con un 

desarrollo análogo, trabajando con la definición de norma en Mp^(E). • 

El siguiente teorema es el resultado principal de esta sección y contiene 

la caracterización anunciada de los operadores de p^^ . Necesitamos introducir 

Otra definición. Dado TE£(E,F), definimos la aplicación T:l^^(E)—^ F^ 

del siguiente modo: si (x^)^^^ eF^(E) se define 7'((^/)) = ( r (x . ) )^ , ; si 

(l)G/^^(£) y (|)= lim(x^) en /^^(£) con (jcf)r_, eF'^iE) para cada n e N , 

se define T((j)) ={limx^)^^^ . T está bien definida porque la convergencia en 
n—>oo 

l^^(E) de una sucesión de /^^(f)implica la convergencia en E de cada 
sucesión de componentes. Se tiene entonces 
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Teorema 1.7. Sean E,FeBAN y Te£(E,F). Es equivalente: 

1) Tep^^(E,F). 

2) r(/^^(£:))c/i-^[F]. 

3) Existe una medida de Radon |Ll en (B^,,(y(E' ,£")) tal que Tfactoriza 

a través de la complección del espacio normado de interpolación M (E) en 

la forma T = BJ^. 

Demostración. 1)=>2 Notemos en primer lugar que si (XJ)GH^ y 

l -O 
/" h l-a^ 

2 | 7 x , | p <n^„(r)8^„((x,)f=,)<n,„(r)o^(U,)r=,),v/^e-N 
i=l J 

por el teorema 4.1 de Matter [7], luego K_^ (( || Tx. || )) < U^^ (T) 0^^ ((x/ )r=, ). 
l - a 

k 

Sea ahora (X^)EF^(E) y £> 0. Existe una representación (x.) = ^ (xj ) de 
y=i 

modo que (x/) G /f̂  y ]^8^^ ((JC/))<8^^((JC.)) + 8 . Por la desigualdad de 

Minkowski 

n_^((\\T(x,)\\))<j;^n^((\\T(x!^ 

_£_ 
y tomando el ínfimo para e > 0 se tiene que T: F^{E)-^ /^~^[F] está bien 

definida y es continua con norma <Típ^{T). Pero entonces, su extensión 

continua a las complecciones coincide con la aplicación T:l^^(E)-^ F^ ya 

definida, y por tanto se tiene Til^'^iE)) c/^~^[F]. 
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2)=> 1) Consideremos la sucesión ((p„,T((p )̂)'̂ ^̂  czl^""(E)X/^"^ [F] 

JL. 
convergente a ((p,(y.))€/^''(£)x/^-*^[F]. Por la proposición 1.4, 

9n = E ( ^ n ' (^f)^HI, (p = ¿ ( x / ) , (xl)eH, 
M i= i 

Veamos que T((p)= (j.), es decir, y. = ^ T(xl) si i GN. Sea 
7=1 

P P 

J: / ̂ ^ (E) -^ r-^ (£) la extensión continua de la inclusión F"" (E) c /̂ "̂  (£) 

(proposición 1.3). Como (p„ tiende a 9 en l^^(E), también lo hace en 

/* ^(E), luego para cada / G N , //m V;rf = V JC/ . Como Tes continua se 
fl—^oo ^ • • ™ ÂÊmm 

j=í y=i 

tiene 

V i e N ^Tixf-xi) 
;=i 

< r ¿ur-^/) 
7=1 

y por tanto, para cada / G N , y¿ =/im V r(jcf')='V r(jc/). La gráfica es 
7=1 y=l 

cerrada, con lo que T es continua. Consideremos ahora una sucesión finita 

(x. )^i czE. Entonces (Xj, X2,..., JĈ , O, O,... ) G H I , y por la continuidad de T 

l -q 

_£_ \ P 

£ | | r ( x , ) | h ^l|7'||epc((^,)r=.)^||7'||5.c((^,)r=.)-
Vi=l 

Por el teorema 4.1 de Matter [7], T G p (E,F) 
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l)=z»3) Jj^:E—>Mp^(E) es continua por la proposición 1.6. Definimos 

B:Mp^(E)-> F por B(f^) = T(x) para xeE, B está bien definida ya que si 

/^ = fy, x,yeE, al ser T e pp^(E,F) se tiene 

lll-a 

Tix-y)\\<n^(T)\\x-y\Q\f,_^l^^^ = 0. 

n 

Dado e>0 , si /^ =5^/x, ' '̂-^í ^ ^ ' / = l,...,n, cumple que 

"^r^ II 11^ II l i ^ ~ ^ II II 

se tiene que 

^(/.) 1= ̂  Î A = I ̂ (/.,...«. ) INXI ̂ •̂.- IN 
. í=i í= i 

+e 
pa 

^ II \\<^ II l|l-«^ II 

<ujT)y \\xÁ\ \\t <\\t 

por ser T Gpp^(E,F) y tomando ínfimos para 

£>0, II i5(/^) I< 11^^(7)11/^ I con lo cual B es continua. Extendiéndola 

por continuidad a la complección Mp^{E) y denotando la extensión por el 

mismo símbolo, se verifica T = BJ^ . 

3) =^1) Si rfactoriza a través de Mp^(E) mediante T = BJ^ y XEE, 

se tiene 

lll-a 

^ î̂ î il/̂ lU î̂ ïî r.|/Mi.. 

luego T G ̂ p^ (E, F) por el teorema 4.1 de Matter [7]. • 

En [7], Matter da ejemplos de operadores (/?,CJ)-absolutamente 
continuos que no son p-absolutamente sumantes. Sin embargo es relativamente 
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sencillo dar ejemplos explícitos mucho más fáciles de esta situación, y éste es 
nuestro próximo objetivo. Para ello comenzamos con el siguiente resultado: 

p p 

Proposición 1.8. Sean E,FeBAN, TeJj(E,p-^[F]), PrJ^"^[F]-> F 

la proyección sobre el eje i-ésimo y A. =/^r, / G N , l<p<oo. Si 

A , e p , „ ( £ , F ) , l e N , y (n^„(A,))~, G / - ^ , entonces 

rep^„(£,/^[F]). 
Demostración. De 1) =^2) del teorema 1.7 se deduce que para cada 

(A:„ );.,£/'"'(£:) se verifica 

sup ¿ | | A ( X „ J - | r e p ^ „ ( £ , n n ^ „ ( A ) < l <e,„((x„))' (4). 
. 1 = 1 

Sea ahora ke'N y (x„)* î c:E. Entonces ix^,X2,...,x^,0,0,...)sH^ y 
por(4) 

^ . ((nxj)i, 
V l-a 

l - o k ,,1-a P k 

ISIlA(^«)ir =S(n,„(A))-"X 
A(^,) 

1=1 
"='(7i,„(A,))'-" 

p ^ 

2(n,„(A,))'- sup]XII^(^JI '-° I ^ep,„(£,F),n^„(fi)<iI 
V '=1 ) . 1 = 1 

/> ^ 

1=1 

1̂ Z(n.c(A))'-" |e,„((A:„t.)'-" <| X(n,„(A))>-'' |5,,((x„ti)'-" • 
i=l 

Por el teorema 4.1 de Matter en [7] obtenemos que TE: p {E,V~'^{F'\) 

Ejemplo 1.9. Sean py (5 tales que /7>1, 0 < a < l y p' < . Sea 
l - a 
p 

(^')/li la base canónica de F . Se define el operador T: F —>/̂  ^, tal que 
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\lp 

T{e')=\ 7 I e' para cada Z G N . T está bien definido por la condición 

; 7 ' < ^ ^ . Veamos que rGp_^( /^ ' , / i - ^ )poro T i p( F\p-^ ). 
1-a 

En efecto: Sea â ^ = P^(T(e')% Un G N . Como 

,=1 Vn=l J í=l ^ 

es divergente, por el ejemplo 9 de la proposición 6.18 de De Grande-De Kimpe 
p 

en [3], se tiene que T È^p(F ,/*"^). Comprobemos ahora las condiciones de 

la proposición 1.8 con F = K. Sea 5" = (s^ )~ j G /^ , n = 1,2,.., /: con A: G N . 

Se cumple 

iz£ 1 ^ 

tWntA'^iS) 
l-g 1 

zi.Fj'Kinii<^v>î f^ 
2 ^ 

Por el teorema 4.1 de Matter en [7], se tiene que A. G p (/^,K) y 

Mp 

ripa ( A ) -1 T I P^^ ^^d^ ^ ^ ^ - Entonces 

¿(n ,̂(A.))̂ -̂  <¿ 1V 

1=1 1=1 
=si7r<-

V J 
1=1 

y por la proposición 1.8, T G pp^{l^ ,/* ^ ). 
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En relación con este ejemplo, es interesante observar que en cambio 

^i^j {l\l^) =pi (l^J^)= JJj}, f ) por la célebre desigualdad de Grothendieck. 

y que |ĉ 2 ( ̂ °° » ^ ) "̂  í^2a (̂ ~ » ̂ ) ~ -^ (^" ' ^ ) ^̂  ^ ^^ ^^ espacio de cotipo 2 (por 

ejemplo, todo Ü(|I) con \<p<2 y una medida |I cualquiera) como 
consecuencia de un resultado de Maurey en [8]. 

2. Los operadores (/?, a, <j,v)-dominados. 

El ideal íD^̂  de los operadores (/7,ç)-dominados de Pietsch [11] (con \lp 

+ \lq <1) es un ideal especialmente importante formado por operadores p-
absolutamente sumantes. El camino natural para generalizarlo substituyendo 

pp por pp^ viene sugerido por la siguiente sencilla proposición: 

Proposición 2.1. Sean E,Fe BAN y TejC(E, F). Es equivalente: 

1) Te^p^iE^F). 

2) Existen G y H en BAN, operadores S^epp(E,G) y 

S^^ ep^{F\H)y C>0 tales que: 

\/XGE, V Ô € F |<rx,Z?>|<C| |5i(x) | | | |52(è) | | 

Demostración. 1) =>2). Sea G = M^QÍE), H = M^o(^' )' ^I^JE Y 

Sj^Jf' G y H son entonces subespacios de U{B^.) y Ü{Bjr,) res

pectivamente. Es inmediato comprobar que 5j G p^, ^2 € p por el teorema 

de Grothendieck-Pietsch de caracterización de los operadores de ^^ .El resto 
de la tesis se deduce del teorema 17.4.2 de [11] de caracterización de los 
operadores (p,9)-dominados. 

2) => 1) Basta utilizar los mismos teoremas antes citados. • 

Sea l<p,q<oo y 0 < a , V < l tales que 

U-^^^ = l (5) 
r __P_ _B_ 

1-a 1-v 
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con 1 < r < oo .Introducimos entonces la definición siguiente: 

Definición 2.2. Sean E,F eNOR. Diremos que un operador 

Te£(E,F) es (/?,a,^,v)-dominado y escribiremos Te(Dp^^(E,F) si 

existen G,He BAN, operadores S^ G pp{E,G\ y S^e ^^(F\H) y C>0 

de modo que 

\<Tx,b>\<C\\x f I S,(x) f'"" I b f I S^ib) If" Vx E E^b e F ' . (6) 

Definimos 

tomando el ínfimo sobre el conjuno de constantes C y de operadores S^ y S2 
que cumplen (6). 

Proposición 2.3. Sean E,F e NOR. Entonces D^^^^ es una norma en 

Demostración. Como || S | |<n^(5') para cada S&pf^ , la única cuestión 

no trivial es la desigualdad triangular. Sea i =1,2 y T¡ eŒ>p^^{E,F). Para cada 

e>O, existen Q > O, G,, H, e BAN, A, e ^p(E,G¡) y fi, e p / F , / / , ) , 

tales que 

I < 7; (;c), Z? > I < C,. IX f II A,. (jc) f'" I b f I B¡ (b) \¡" V x e £ , VZ? e F ' (7) 

y 

q n / A )<'-"'n/fi,.)"-^' <z)^,,, (?;)+£. (8) 

Como para XE E y be F' se verifica 

\<T^ix),b>\<q\\xr\\Aix)t''\\bf\\B^ibt' = C4xr^^^^^ 

siendo 

__ l (l-g) (Ï-V) _ 1 0-q) 0-v) 4 

G = Qn /A , ) ^ n,(5,.) ^ A, = c,.''n^(A,.) " n,(fi,.) " - — ^ 
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(1-a) (1-v) 

5,=c,'n/A) ' nrs,.) 
B: 

n,(B,) 

se puede suponer en (7) y (8) que 

\\lr 

n^(A,.)<(D^„^,^(7;) + ey" ' y n^(fí ,)<(D^„^(7;) + 8 r • (9) 

Sea G el espacio de Banach obtenido como suma directa en sentido F de Gj y 

G2 y / / la suma directa en sentido /^ de H^ y H2. Sea A:E -^G tal que 

A(jc)=(A.(jc))f^, paraJCG^y 5:F-^/ítalqueS(Z7)=(B.(e))f^, s i è e F . 

Para cada sucesión (XjYj^^ c: £ , se verifica que 

/" « Y" í n 2 

isiAu.)ir 
NI/ /7 

y V 1=1 . í=i 

y por tanto, usando (9) 

Alp 

n p ( ^ ) ^ S n . ( A ) ^ ^ ( ^ . a . v ( 7 ; ) + ^pa,v(7^2) + 2 £ ) 
1/p 

(10) 
.1=1 

Análogamente se obtendría 

n^(B)<(D^,^,(7;)+D^,^,(r2)+2£) 
\lq 

(11) 

Entonces, por la desigualdad de Holder con exponentes deducidos de (5) se 
obtiene 
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<(T,+T,)(x),b>\<J^CMl\Mx)\rM\\B,ib)\\ Ill-V 
< 

i=l 

1 
2 Xrf 2 

1-a 1-v 

Hi-iriiHr ic;M i iAwir iii5,.wir 
y V /=i 

=MM[lc;j\\Mx)r\\B(b)r. 

Por tanto, teniendo en cuenta (9), (10) y (11) 

p̂a.v(7;+7̂ 2) ̂ ÍZcV n^(^y"'n/5)^-^ < 
V /=i y 

1 1-<J l - v 
+ -

<{D,.MHD(T,)-^2Ey' ^ ^ 

y como £> 0 es arbitrario, se llega a D^^^iT^ + 7̂ 2) ^Dp^gvi^i ) + D^^^^(T^) y 

(^p^^^(E, F), Dp^^^) es un espacio vectorial normado. • 

A continuación presentamos varias caracterizaciones de los operadores 

de (Dp^^^(E,F) en la clase BAN, de las que se deducirá que la clase (D^^^^ es 

un ideal en el que se cumple un teorema de factorización análogo al clásico de 

Kwapien referente a los operadores (p,^)-dominados. Obsérvese que 

Teorema 2.4. Sean E,FeBAN y TeL{E,F). Es equivalente 

1) Tes (/?,a,g,V)-dominado. 

2) Existe C > 0 , y existen probabilidades regulares |I y T en B^, y 

Bp,, tales que para todo XG E y todo ô G F ' , se verifica: 
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\<T(x),b>\<ci¡^j\<x,a>f"'\\xfy-''d\i(a) 

1 - V 

l -q 

\ P 

3) Existe C> O tal que para todo par de sucesiones finitas {x.)^^^ czE 

y (̂ /)"=i c:F\n G N , se verifica 

4) Teorema de factorización: Existen G G BA/V y operadores 

AG^^^(£,G),y 5 G X(G,F) tales que 5'Gí^^,(F',G') y r = B A . 

Además, D^^^iT) = inf C = inf n^^(A)n^^(fi' ) tomando los ínfimos 
sobre las constantes C de 2) y 3) sobre los operadores de 4). 

Demostración. 1)=»2). Es inmediato a partir de la definición y del 

teorema de Grothendieck-Pietsch sobre p^ . 

2)=> 1) Es análoga a la demostración de 1)=> 2) de la proposición 2.1. 

2)=>3) Sea {x^)1^^(zE y (¿?.);LI c iF ' ,nGN. Por ii), y por la 
desigualdad de Holder (con los exponentes deducidos de (5)), se tiene que 

{Y,\<T{x,),b,>A < 

( n 
l -o 

<c £ I (\<x¡,a>f"'\\xly-''d\i(a) 
V/=i JJ 
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1=1 \̂  F 

w 
1-v 

J) 

3)=> 2) Consideremos los espacios de Banach C (B^, ) y C(5^, ) de las 

funciones escalares continuas en B^, y 5^.. y los conjuntos W(B^, ) y W{Bj,„ ) 

de todas las probabilidades regulares definidas en los mismos. El conjunto 

WiB^, ) X WiBp-,, ) es convexo y compacto en (C(B^, ) xC(B^.. ))' dotado de la 

topología a ( ( C (iS^Ox C (i5p.))', C(5^.)x C(5^..)). Para cada n e N y 

cada par de sucesiones finitas (x.)^^i czE y {b.y.^^ czF', so define la función 

(j) : W(fi^. ) X W(5^.. ) - > R tal que 

0(H.'c) = X i,|<r;.,6,.>r-^||x,.||'-<'<|/,J ,n>-^||¿,.|p< A ,'c> 

1-a 1-v 

que es continua y convexa en ^{B^. ) X W(fi^.. ). Por la compacidad de B^, y 

Bp.., existen a^eB^. y b^eBp.. tales que, si ^ =op<j((Jí,)"=i) y 

P=ô^((Z?,.):=,), se verifica 

1-a I-v 

^=\^\<Xi,a„>\ 1-0 y P= Sl<¿',-.>'.>r||^,- 1-v 

.1=1 . í = l 

Tomando las medidas de Dirac en a^ y en y^ , y usando la conocida 

desigualdad wv < Ç u^^^ + (1 - Ç ) v̂ ^̂ "̂̂ ^ para 0 < Ç < 1 y w > 0 , v > 0 , tenemos 
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( n 

<^(Ha„)Myo))=\J,-\<Tx,A>ï l-C 
K~ r p ^ ) 

1 ^ > _ . ,/ C 

por hipótesis.La familia de funciones ^{<t> (-̂ jOĵ i dE^b^yi^x dF\nel^ } 

así construida es cóncava, es decir, dadas (<l)j)f=i c jT y a . >0, / = 1,2,...,/:, 

k k 

tales que ^C)C/ =1» existe (^e^iu que (|) (|1, X ) > 2^ a .(j) • (|Ll, T ) para todo 
/=i 1=1 

(|I,T) en W(B^)x(Bj,„). Por el lema de Ky Fan (ver [11, E.4.2]), existe 

(|Ll^,TjG W(Bj^.)x(Bp..) tal que para todo (|)G^ (j)(|Ll,T)<0. 

Construyendo el particular las funciones asociadas a dos elementos 

xe E, b€:F\ obtenemos 

ii<Tw,è>r-Çii.ii^< 
l - o 

/,f,|ii>—^||¿>||í^<|/,f,i:><0. 

Definamos ahora M =< 

verifica 

fl,li„>^-M y N=<\fA\T„>^-^M.Sc 

—\<T{x),b>\'"=—M'"N'\<T(M''x),(N-'b)>\'"< 
r' r' ' ' 

<M'N' 
1 - 0 | | , 111-" 

M X < M-^^ ^«>-^lk-Hl"< iV A 
9 ^ 

J 

= M' N'C 
1-a 1-v) 

+ 
y p Q ) 
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De estas desigualdades obtenemos que 

\<T{x),b>\<MNC 
fr'(l~a) r'(l-v) 

. l / A -

= MNC, 

lo que concluye la prueba. 

4)=> 2) Como I < Tx,b > | =| < Ax,B' b>\, basta usar el teorema 4.1 de 
Matter [7]. 

2)=>4) Consideremos G = Mp^(E) y la factorización T = BJ^ del 

teorema 1.7, 3). Se tiene que J^ pertenece a pp^{E^Mp^{E)) por la 

definición de la norma de Mp^(E) y por el teorema 4.1 de Matter [7]. Veamos 

que J5' G p^^ (F*, £" ). Para cada E>Oy bef se tiene 

\\B'b\\= sup \<B'(b)J^>\= sup \<T(x),b>\< 
fx^B] fx^^M^ 

<sup< <YT{x^,b> 
" " ,1 ||<j|| | | l -a 

=y-^ /»y U/ /r <i+£,nGN }< 
1=1 1=1 ^ ^ ' 

| | 1 - V 

por la condición 2). Al ser £> O arbitrario se llega a que B' G p^^iF' ,G* ). 

Finalmente, que D ^ ^ ( r ) = i n f{C | se cumple 2)} es inmediato a 

partir del teorema de Pietsch Grothendieck sobre los operadores de p ^ , r > l ; 

que Dp^^{T) = ïnî\C\ se cumple 3)} es inmediato a partir de la propia 

demostración de que 2)<=>3) y de la anterior igualdad; la última parte es 

consecuencia de la demostración 2)=>4), de la definición de D (T) a 

través de 2) y del teorema 4.1 de Matter en [7] y de la definición de la norma en 

pp^ en él contenida. • 
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Corolario 2.5 Si E,Fe BAN,("D^^^iE,F),D^^^) es de Banach y 

(íZ)̂ ^̂ ,̂ Dp^^^ ) es un ideal normado en BAN. 

Demostración. Sea(7^)~^j una sucesión de Cauchy en 

(T>p^^^(E,F),Dp^^^). De la definición de D^^^^ , se deduce que también lo es 

en L(E,F) y por tanto converge a TEL(E,F). Por 2) del teorema 2.4, dado 

8>0, existe n̂  G N tal que, para cada n,mGl^, n,m>n^ , existen 

probabilidades |LL̂^ G W(B^,) y T„̂  G W(Bp.,) tales que, para cada xeE y 

beF' 

\<(T,-TJixXb>\<E\\xf\\bf<\fX,^^^ 

Fijado n>n^ , por la compacidad débil de W(B^,) y W(Bp,), existe una 

subred (|Ll„̂ (̂ ), T„̂ (̂ ^ )̂ ^^ convergente a (|l„, T J G W(5^. ) X W(Bj,, ) en la 

topología a{(C(B^,)xC(Bf,.,)y, CiB^,)xCiBf,.,)). Entonces, existe a^eA 

tal que para cada x e E,be F' y aeA con a>a^ se tiene 

\<{T,-T„,a,)(x),b>\< 

^£|WI1Nl1<|/.|^^^„.(«,-^t„>+<|/J^^i„>^(<UI^'c,„,„)-t„>+<|/.|^T„>)'"^ 

y tomando límites cuando aeA 

\<iT^-T)(x%b>\<E¡xf\\bf<\f^\\li^^^^^ 

con lo cual T^-Te ü)p^^{E,F) y por tanto Te^D^^^iE^F). De la última 

desigualdad se deduce que Dp^^(T^ -T)<E si n>n^ y ^p^^(E,F) es de 

Banach. Que ^p^^ es un ideal en BAN, se deduce fácilmente del teorema 
2.4,4). • 

Nuestro próximo objetivo es probar que (D^^^ es un ideal maximal. Para 
ello el método que usaremos consistirá en hallar la tensor norma asociada con 
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él porque, además, esto nos permitirá describir explícitamente una nueva 
familia de tensor normas que contendrá a las clásicas de Lapreste [5] como caso 
particular. 

Defínición 2.6. Sean E,FE BAN. Para cada par de números 

p,qe [1,oo] y cada par a, v e [0,1[, tomamos r € [1,©o] tal que 

l - o 1-v 

n 

Entonces, para cada z = ^X¿x.® y..eE0F, definimos 
1=1 

ct,a^ (z) = inf 7t, iiX X=, ) 5,., (( Jc, )U ) Ô,,, ((j, )U ) 
tomando el ínfimo sobre todas las representaciones de z de la forma citada. 

Proposición 2.7. CX̂ ^̂^ es una tensor norma finitamente generada en 

NOR. 

Demostración. 1) Sean E,F eNOR. Para ver que OĈ ^̂^ es una 

seminorma en E®F basta comprobar la desigualdad triangular. Sea 

«y 

Z^ ELE® F , j = 1,2. Existen representaciones Ẑ  = ^ X / x¡ ® yj, 7 = 1,2 
/=i 

de modo que 

a,,^(zO + e>7t,(a/))ô,.,((x/))ô,,„(();/)) ; = 1,2. 

Definamos (7 = 1,2, i = 1,2,..., n̂  ) 

1 ti 
5-y„_(ÇW(£0 + e)^ . . ..(g^^UO + e)^' • 
A ; — —: A. ; , X¡ — r ; X¡ , 

nA^i)) ' ' S,.v((^/)) 

l-g 
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Entonces se tiene una nueva representación z^ =Z^° ^^Jkfxf^yf" tal 

que 
l-v 1-g 

7t,(af))<(a^^(zÔ+e)^ (13) 

Usando la representación ẑ  + ẑ  = z^" + Z^" y (6) se tiene 

Ulz]^4-^ 
a , a ^ ( ^ ' + ^ ' ) ^ K a ^ ( ^ ' ) + 0C^a^(^') + 2 £ ) r '̂ "̂  '̂ 

y por (12) y la arbitrariedad de £> O, tenemos el resultado deseado. 

n 

2) Sea z = l®l G K ® K. Si z = 5^ X̂ . a¿ ® p,.,X,.,a.,p,.e,K, 
1=1 

/ = 1, 2,..., AI, debe ser 

l=<z , l (8 ) l>=¿X,a ,P , . (14) 
1=1 

Esfácilverque5,,,((a,)) = 7C^((a,)) y ô^,„((P,)) = 7t^((|3,)) • De (12) 
1-V 1-0 

y (14) se deduce entonces (desigualdad de Holder) que 

l<7u,((À,))ô,.,((a,))ô,,„((P,)) (15) 
y como el miembro derecho de (15) da exactamente el valor 1 para la 

representación z = 1 ® 1, se tiene OĈ ^̂  (1 ® 1) = 1. 
3) Propiedad métrica de las aplicaciones: Sea 

n 

T^eL(E^,F^X T^GLÍE^^F^) y z = ^X¿x^^y^eE^^E^ . Se tiene 
1=1 

(supuesto T^ ^0 y T2 ^0) 
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1-v 

ô,,,((7;(;c,)))<||7;|rsup 
/=1 

Ô,.v((^,)) 

1-V 

xÁ\ ) 
9 

1-v 

y análogamente, S .̂̂ CCrjCy,))) ^ | T^ ||Sp.„ ((y,))- Por tanto 

a,„^((7;®r,)(z))<||7;||||r,||7C,((;i,))5,,,((;c,))6^,,((y,)) 

y tomando ínfimos sobre las representaciones de z 

a,a^((7í ®T,)(z)) < 17; IIIT, I a^^(z). 

Por el criterio 12.2 de [2], OLp^^^ es una tensor norma en la clase NOR, 
finitamente generada por construcción. • 

Finalmente se tiene el resultado ya anunciado: 

Teorema 2.8. a) Si E.FeBAN, se verifica (E®„ F)'= 

^q'vp'a (E,F' ) isométricamente. 

b) ^q'vp'o ̂ s ^^ iátdl maximal cuya tensor norma asociada es la tensor 

norma dual a ' ^^^ . 

Demostración, a) Sea Te(D^,^p,^(E,F')cz Jj(E,F'XT = BA su 

factorización deducida del teorema 2.4,4) y ^^ la forma lineal sobre 

E®^ F asociada. Si z = ^X^x^^y^eE®F, por el teorema 4.1 de 

Matter [7] se tiene 
1=1 

1=1 

<2|<^,-7'(^,-X>',>| = £|<>-,A(x,),fí'(>',)>|< 
i= l 1=1 
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1=1 1_V l - O 

<7c,((;i,))n,,,(A)ô,,,((x,))n^,„(5')ô,,„((y,)) 

y tomando Ínfimos sobre las representaciones de z 

n 

<<l)r'E^/^.®3',> 
(=1 

<n,,(A)n„,„(5')a_(z) "^^'vv'*/**/? 0 paqv^ 

y por tanto (|)7.G(£'(8)OJ F ) ' . Recíprocamente, sea 9e(£'®^^ F ) ' . Se 

define T^ eIj(E,F) de modo que <T^(x),y>=(p{x®y) si (x,y)EExF. 

Entonces, si (x,.)f̂ i dE, (y- )"̂ i czF", n G N , se cumple 

^.((<í;(^/Xy->))= sup Xx,<7;(x,),>';'> 
1=1 

= sup 
n 

cp(£x,x,(8)y;) 

/̂  « 

^ii^ii(Si«-- 2A-,X,®3^;' <l|(p|iô,.,((x,))5,,,(U")) 
V M 

y por el teorema 2.4.3) se tiene 7̂  G(D^,^p,^(E,F' ). Como (p=<|)̂ y, ,̂ se deduce 

de las desigualdades anteriores y del teorema 2.4 la isometría anunciada, 
b) Para todo F y F en BAN, la igualdad 

es consecuencia directa de a). Por el ejercicio 17.2 de [2], íẐ v̂̂ a ^̂  maximal. 
Si F y F son de dimensión finita, por a) es 

^,.,ÁE,F) =(£®„^,. F' y =(E' ®„,^,^ F) 

isométricamente. Por tanto a ' „„^, es la tensor norma asociada a íD . . • 
poqv q vp a 
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