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Abstract:

Samuelson's deterministic model is transformed into a stochastic one and a solution is
given to it. The resolution tecnique adopted can be used to solve the multiple models formulated
by equations in finite differences which exist in Economic Dinamics and in Operative Research.

Fuera de la Fisica existen mas campos de aplicacién de las ecuaciones en
diferencias finitas, entre las dreas de conocimiento mas activas en este tema,
figuran la Dindmica Econémica, el Andlisis de las existencias de almacén o
Teoria de Inventarios (rama de la Investigacion Operativa) y la Teoria del
aprendizaje.

Vamos a enfocar desde la éptica de las probabilidades un famoso modelo
determinista macroeconémico de Samuelson, y a resolverlo, porque ofrece
resultados muy curiosos.

Samuelson obtuvo la ecuacién en diferencias finitas que liga la renta
nacional R, al cabo de n periodos con la renta nacional en los dos periodos
‘anteriores.

R, =0(1+B)R,, —0BR, +1 N

donde o y B son dos constantes que significan la propensién marginal al
consumo y el coeficiente de aceleracién. El 1 de (1) significa el gasto piblico,

que es constante, medido en unidades escogidas de modo que lo hagan igual a
1. (Goldberg, 1958).
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La ecuacién (1) no es homogénea, ya que figura el término 1 que es
independiente de la renta variable. Ahora bien, la solucién de (1) puede

escribirse como suma de la solucién r, de la ecuacién homogénea.

Tava = 01+ B)ryy —afr, @
y de la constante C solucién de (1) que vale
C-oa(1+B)C+apfC=1=>C=1/(1-o) 3
de modo que
R,=r,+1/(1-0) @

Dada la ecuacién en diferencias finitas de segundo orden, lineal, y de
coeficientes constantes:

Xn42 = AXppy +b'xn (5)

Cuando los valores iniciales son aleatorios la funcidn caracteristica de la
solucién aleatoria de la ecuacién (5) es la:(®

nH -1 -1 nn
Va(2,22) = Wo| =R =3 )z + (7' =r)z,,
h—-n n-=n
1 +H o ontl
(ry =)z + (" =1z, - (6)
n—=nh nh—-h

donde v ,(z;,2,) es la funcién caracteristica de los valores iniciales aleatorios
y n y r, las raices de la ecuacién caracteristica.
En el caso en que las raices r; y r, son complejas conjugadas, es decir:

o

n=re® ; r=re™® (7

(*) La férmula (6) la he obtenido en mi tesis doctoral.
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la (6) se escribe en forma de argumento real de la siguiente manera:

r"sen(n—1)o . r"senna
— - 1~ 22,
V¥, (21,22) =V, seno sen ol
n—1 n
r'~ sennd. r*sen(n+1)a
7+ Z 3
seno, senq,
Obsérvese que
r"'senno.  r"sen(n+1)o.
Y, (O’ =VY,| — 225 2
i seno. senq,
[ n+l n
r"“senno.  r"sen(n+1)o
Y+t (ZI ’0) =Y,|— 21, 4| (9)
i send., seno.

es decir que las funciones caracteristicas de las distribuciones marginales de
2,y z; en ny n+1 son las mismas, como tenia que ser, porque x, en n es igual a
X,_1 enn+l.

La r, solucién de (2) se obtiene aplicando a las (5) y (6) los valores
particulares correspondientes a (2) es decir haciendo:

a=o(1+B) b=-af (10)

Para fijar ideas vamos ahora a resolver un caso considerado por los
economistas y es aquél en que

a=1/2 ; B=1 (11)
lo que da para R, el valor

R =r,+2 (12)
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y r, es la solucién de (2) con los valores de & y B dados por (11) que en este
caso es:

Tag2 =hy1 — Ty 12 (13)
La ecuacién caracteristica de (13) es:

p2—p+1/2=0 (14)

cuyas raices son:

p=(1+i)/3=(cosn/4+isen/4)/ 2
py=(1-i)/2=(cosm/4—isent/4)/ 2 (15)
Como el argumento de las raices (15) es ©/4 que estd contenido ocho
veces en 27 habra un conjunto de ocho funciones caracteristicas que se repiten

periodicamente con un periodo igual a ocho. Estas ocho funciones
caracteristicas son las que se obtienen sustituyendo en la ecuacién (8) r y o por:

r=1/J2 ; a=n/4 (16)

son por tanto, siendo k un niimero entero

n=8k  o[(1/N2)"2,(1/2)" 3]

n=8k+1 yo[~(1/32)" 20, (1/¥2)" (2 +2,))
n=8k+2 o[~(1/42)"(z +2,).(1/V2)" (2, +22,))
n=8k+3 yo[~(1/32)" (g +22,),(1/42)" 3]
n=8k+4 o[~(1/V2)" 25, ~(1/42)"2,]
n=8k+5 o[(1/ 2" 1, ~(1/¥2)" (2 +2,)]
n=8k+6 Wo[(1/42)' (2 + 1)~/ V22 (5 +22,)]
n=8k+7 w[

o[/ V2" (5 +22),~(1/42)" 5] a7
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las 8 funciones caracteristicas para r,, y r,_;

Cuando n—>oo el resultado de multiplicar r por (+/2)" tiene por
funciones caracteristicas las ocho que resultan de multiplicar en (17) z; y z,
por (\/5 )", o lo que es lo mismo suprimir en las (17) el factor (1/ V2 )"

Se ve asi como para » infinito si tiene sentido distinguir entre si los n que

son congruentes médulo 8, que quedan separados en ocho clases distintas atin
valiendo n infinito.

Si en (17) se hace z, =0 se obtiene la funcién caracteristica de la
distribucién marginal de r,.

Se puede observar que y,,,(z;,0) es igual a vy, (0,2;).

De la forma de las ocho (17) se deducen muchas consecuencias. Por
ejemplo, si Y¥((z;,z,) es producto de dos funciones caracteristicas Wg,;(z;)

Yo, (25) es decir las rentas nacionales de los dos primeros periodos son v.a.

independientes, entonces por (17) cualquiera que sea k, si n=8k 6 n=8k+4 las
rentas de dos periodos consecutivos permanecen independientes, y en los
demads casos estan correlacionadas positivamente, como resulta de observar el

signo de las covarianzas de y,,(z;,2;)
Cuando el tiempo n tiende a infinito las ocho w, (17) tienden a

Y((0,0)=1, es decir las r, convergen a cero y por tanto las R, convergen al
valor constante 2 por (12).
Obsérvese que las r, pueden ser negativas. Las que son siempre positivas

son las R, y que para n=8k y n=8k+4 los signos de las v.a. r, estin cambiados
de signo.

Tiene interés calcular las varianzas 67,63, de r, y r,,; y la covarianza

G2, de las (17), en especial para cuando resulta dificil calcular las funciones
caracteristicas. Estos valores se obtienen efectuando en

2 2 2 2
Ci0Zi +201202122 + 02022 (18)

los cambios indicados por los argumentos de las (17); asi por ejemplo para
n=8k+1, estos cambios son

-2 2y 5 2 1IN2) Nz +2,) (19)
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e identificar los coeficientes de zf,7jz, y z2 del polinomio del segundo
miembro de (20) a los del polinomio del primer miembro

2z 2 2 .2
Oini 202,212 + 03,25 =

=0722 12" —20,5025 (2 +25) 1 2" + 029 (21 +2,)2 12" (20)

asi es que en este caso seria:

G%n = 0-%0 / 2”_1
Oy, =(262%) = Gy09) /2"
12n = 20 —O120

63, =0l +4(c3 - 0150)] /2" 1)

De la misma manera se efectuan los célculos para las otras siete (17)

De la segunda (21) se sigue que para n=8k+1 las rentas r,

" Y I, estdn
correlacionadas positivamente si

262, >6,, (22)

y negativamente si

262, <G,y 23)

Como los célculos a realizar son largos si bien en las aplicaciones
numéricas se pueden realizar éstos con ordenadores con lo que el riesgo de
error o equivocacidon es muy pequefio, practicamente nulo, por el contrario,
cuando se realizan célculos literales con objeto de comprobar que no hay error
aparte de repasar los cdlculos efectuados, conviene comprobar que los
resultados obtenidos por distintos métodos coinciden o también que se cumplen
ciertas condiciones que han de cumplir los coeficientes literales. A
continuacién damos un ejemplo de una de estas comprobaciones: las varianzas

deben de ser siempre positivas por tanto G%n de la tercera (21) ha de ser
siempre positiva lo que no es inmediato de la inspeccién de su valor dado en
dicha férmula. Vamos a demostrar ahora que siempre es positiva: su signo es el
mismo que el de
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02 / G5y — 40 / O3 +4 (24)

si O}y €s negativo entonces (24) obviamente es positivo y si 0y €s positivo
como en valores absolutos es:

G120 < 610620 (25)

se cumple que

(G1y 1 63 — 40150/ O3 +4))(O5) / 63 — 4010 / Gy +4) =
=(019/ 629 —2)* 20 (26)

luego:

62, >0 @7)

Se ve asi como el modelo estocdstico tiene mucha mayor riqueza de
matices que el determinista cldsico. La técnica de resolucién seguida sirve de
norma para la resolucién de los miiltiples modelos formulados por ecuaciones
en diferencias finitas que existen en la Dindmica Econdémica y en la
Investigacién Operativa.
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