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Abstract 

In this paper we characterize property (LUR) in two ways: according to McShane method 
and using the notion of "remainder". We also prove that property (LUR) is stable for generalized 
Banach products and we study another hereditary properties of it. 

1. NOTACIÓN 

Seguimos la terminología estándar que puede encontrarse en [2]. Sea 
{X, II • II) un espacio de Banach. Bx denota su bola unidad cerrada, Sx la 
esfera unidad, X* el dual topologico de X y conv(v4) la envoltura convexa de 
un subconjunto A de X. Denotamos por diam(^) y (x{A) el diámetro y el ín­
dice de Kuratowski de no compacidad, respectivamente, de un subconjunto 
A áQ X,1L denota el cuerpo de los números reales o complejos. 

2. INTRODUCCIÓN 

En [1] J.A. Clarkson introdujo la noción de uniforme rotundidad de la 
norma en un espacio de Banach. Demostró que para /? > 1 los espacios F y 
LP son uniformemente rotundos. Por otra parte, D.P. Milman [7] probó la 
reflexividad de los espacios uniformemente rotundos. 

Posteriormente, A.R. Lovaglia [5] introdujo el concepto de local uniforme 
rotundidad (LUR) y estudió el comportamiento de esta propiedad en rela­
ción con los productos de Banach de tipo F. En este trabajo completamos 
los resultados de Lovaglia estableciendo la estabiüdad de esta propiedad pa­
ra los espacios introducidos por R. Huff [4] que generalizan los "productos 
de Banach" para una cantidad numerable de espacios. 

Obtenemos dos nuevas caracterizaciones de la propiedad (LUR) desde 
diferentes puntos de vista. Una de ellas siguiendo el método de McShane [6] 
y la otra usando el concepto de "resto" introducido por S. Rolewicz [8]. 

^Departamento de Matemática apHcada. ETS I. Telecomunicación. Univ. Politécnica 
de Valencia. 
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Además, la segunda caracterización permite dar una demostración pu­
ramente geométrica del Teorema de James para espacios de Banach con la 
propiedad (LUR). 

Consideremos ahora las siguientes definiciones: 

Definición 2.1 

Un espacio de Banach (X, || • ||) es Rotundo (R) si, dados x,y e Sx, con 

X :/^ y, entonces < L 

Definición 2.2 

Un espacio de Banach {X, || • ||) es Uniformemente Rotundo (UR) si, dado 
£ > O, existe (5 = ¿(a) > O, tal que 

x+y ^ \ — è siempre que ||x — y\\ ^ 8 y x,y G Sx-

La función è : [0,2] —^ [0,1], definida de la forma 

0(8) = inf í l - x+y : x^y e Sx , \\x-y\\ > s 

recibe el nombre de Módulo de Rotundidad del espacio (X, || • ||). 
Sx puede ser sustituida por Bx en la definición anterior dando el mismo 

valor para ô('). 
Es evidente, a partir de la definición, que ¿(0) = O y O ^ ô(s) ^ e/2, 

V8 G [0,2], por tanto lim ô(s) — 0. 

Definición 2.3 

Un espacio de Banach (JSf, || • ||) es Localmente Uniformemente Rotundo 
(LUR) si, dado e > O y un elemento xo con ||xo|| = 1, existe ó = ¿(8,xo) > O 
tal que 

^0 +y ^ 1 — ¿ siempre que |ixo — jil ^ £ e ;; € Sx-

Obtenemos una definición equivalente tomando y en Bx en lugar de en Sx-
La función "Módulo^' à{xQ, •) definida por 

à{xQ ,£)=inf í xo +y y ^Sx, Wxo-yW ^ s 

es la misma que la función obtenida tomando y en Bx-
Es evidente, a partir de la definición, que 

(UR)=> (LUR)=» (R). 
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Es bien conocido que las implicaciones inversas no son, en general, ciertas. 
Mencionamos dos ejemplos pertinentes. 

Ejemplo 1. Sea X un espacio de Banach separable no reflexivo. Por el 
Teorema de renorma de Troyanski [9], X tiene una norma equivalente || • |I 
con la cual es localmente uniformemente rotundo. Por tanto, este ejemplo 
permite separar las propiedades (LUR) y (UR). 

Ejemplo 2. Sea C el espacio de Banach de todas las sucesiones conver­
gentes con la norma 

\\x\\ 
•^n I \-^\n I 

n=\ 
2«+i 

Vx = (Xn) £ C, 

donde \x\n = sup{|xA:| : k ^ n). 
S.L. Troyanski [10] probó que (C, || • |i) es rotundo, pero no tiene la pro­

piedad (Lv) (i.e. d a d o / G ^* , li/H = 1, tal q u e / alcanza su supremo en 
Bx, entonces diam5'(/', g) -^ O cuando s — 0+, donde S(f, e) — {x e Bx ' 
f(x) ^ 1 — s}). Es fácil probar que todo espacio (LUR) tiene la propiedad 
(Lv). 

Definición 2.4 

Sea (X, 11-11) un espacio de Banach. Por "La gota'\ D{XQ,BX), definida 
por un elemento XQ e X, XQ ^ Bx entendemos la envoltura convexa del 
conjunto {XQ} U BX, D{XQ, BX) — conv({xo} U Bx)-

El subconjunto de X, D{XQ,BX)/BX, recibe el nombre de ''resto'' de XQ 
y se denota por ií(xo). 

Definición 2.5 

Sea (X, II • II) un espacio de Banach y A\xn subconjunto de X. Llamamos 
índice de Kuratowski de no compacidad de A, a ( ^ ) , al ínfimo de los números 
positivos r tales que A se puede recubrir por un número finito de conjuntos 
de diámetro menor que r. 

3 . C A R A C T E R I Z A C I O N E S 

El siguiente resultado caracteriza la propiedad (LUR) en términos de su­
cesiones. Se verifica de forma inmediata a partir de la definición de (LUR). 

Proposición 3.1 

Un espacio de Banach (X, || • ||) es localmente uniformemente rotundo si 
y sólo si lim ||x^ — xo|| = 0 para cada XQ e Sx y (x^) una sucesión en Bx 
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tal que 

lim 
1 

{Xn + Xo)\ 1. 

En el siguiente resultado caracterizamos la propiedad (LUR) utilizando 
el método de E.J. McShane [6]. 

Teorema 3.2 

Sea p tal que \ < p < +oo . Un espacio de Banach (X, || • ||) es localmente 
uniformemente rotundo si y sólo si dado e > O y XQ E Sx existe ôp(xo, e) > O 
tal que para x e Ex y Ix — XQ\\ ^ E se tiene 

x+xo 
^ (1 - àp) ^(ikr + iixoin (O 

Para x £ X arbitrario, tenemos por tanto 

x+xo 
^ P \sup(||x|U|xo||)/J 2 '" 

Demostración: 

Supongamos que {X, || • ||) satisface (i). Dado e > O y XQ G 5 ^ elegimos, 
a partir de la hipótesis, ¿^ > O correspondiente a £ y XQ. 

Consideremos que x G Sx con ||x — xo|| ^ fí. Entonces 

x+xo ^il-ap)\\{\\xr + \\xúP) \-àn 

Así 
1 

( x + x o ) ^{\-èpf'P^\-è, 

donde á = 1 - (1 - apf^P > 0. Por tanto ( X || • ||) es (LUR). 
Recíprocamente, supongamos que (i) es falso. Entonces, existe s > O, 

^0 G Sx y una sucesión (x„) en Bx con ||x„ — xo|| ^ £ tal que 

1 / M 
- (Xn + Xo)| 

\\xnr + \\xo\n n —*oo 
A (1) 

Por otra parte, tenemos 
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y la función 

fit)=^^ ' 
(i+n 

t^ 0 

alcanza su máximo para O 0 en / = 1, donde/(l) = 1, y verifica que 

Vr, 0 < r < 1, 3^, 0 < /i < 1 tal que / (0 < /i para t e [0,r] (2) 

Vamos a demostrar en primer lugar que (1) sólo es posible si ||x„|| —̂  1. 
Supongamos, por el contrario, que (||x„||) no es convergente a 1. Podemos 
elegir O < r < 1 y una subsucesión (x„^) de (x„) con ||x« |̂i ^ r, k — 
1,2,3,... Entonces 

(Xrif, + Xo)| ^ (^(i+lk«JI))%f(i + iix«jn = 

/̂  

donde // es el número correspondiente a r en (2). Esto contradice (1). 
Si ahora tomamos 

yn = 7,—ñ. n e 
\Xr, 

resulta que 
\\yn 0. 

Por tanto, existe no EN tal que si « ^ no, se tiene |b« — xo|| ^ s/2. Además, 
a partir de (1), 

^(yn +xo)\\ = 1. lim 
n 

En virtud de la Proposición 3.1 esto contradice la local uniforme rotundidad 
de ( X II . II). 

Utilizando el concepto de "resto" introducido en la Definición 2.4 obte­
nemos una nueva caracterización de la propiedad (LUR). 

Teorema 3.3 

Un espacio de Banach {X, || • ||) es ¡ocalmente uniformemente rotundo si 
y sólo si para cada xo € Sx> diam jR(rxo) -^ O cuando í —* 1+. 

Demostración: 

Supongamos que (X, || • |l) ^s (LUR). Entonces ¿(x,8) > O para cada 
X e Sxy ^ < s ^2, donde 

¿(x, fi) = inf n — x+y : y ESX> \\x-y\\ ^ s y 
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Fijado X € Sx, la función ¿(x, •) definida de ]0,2] en ]0,1] es no decreciente. 
Definimos ¿'(^^ ^^ ~ ñ ^^"^^ ^^' ^^^ función estrictamente monótona creciente 
dominada por á(x, •)• Entonces, si y e Sx con ||x — j | | ^ e, tenemos 

1 x+y 

Por tanto 

En particular 

x+y ^ l-¿'(^,£), "^yeSx. \\x-y\\ > s, 

x+y\\ 
^l-ÔXx.\\x^y\\). 

Tomamos ahora XQ e Sx y t > í. Vamos a calcular el diámetro de R(à), 
donde a — ÍXQ. Sea x e R{a), x jz a. Entonces 1 < ||x|| < ||a||. 

Además 
X +i 

1 < •^11 ., .. II 1 / -̂  ^ \\\ 

n „ i l l 1 / ^ a \\\ \\x\\ I \ \ W 

«"«('-''HIH-HI))+«''«('-R)-

R * ' - ' ' H I M - H I ) + ( ' - ¿ ) ' 

^ ^oJ ITT - xa U 2 1 - -— U 2 ^-|-— . 
\ II Ikll II / \ ll«ll / \ ll^ll / 

Puesto que la función d\xo, •) es estrictamente creciente, tenemos 

Obtenemos 

entonces 

Por otra parte 

Lx — a\\ — \\a\\ 

€ 

X 

\\ci\\ 

xá 

a 

<^'<-»-H1^)) 

< \\a\ w-Mír"(R-Mi)l 
.,[(.(.o,.),-.H^)).(.-M)|, 

^ 
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ii^ii[(¿'(^o,-)r'(2( 
i\a\\ - 1 

+ N||-||x||. 
Por tanto, puesto que ||al| = t, se tiene 

dianLR(a) = diamR^ÍXQ) ^ il í(á'(^o, 0)"^ (2 ( ^ ^ ] ) + ^ - l | (1) 

y el segundo miembro de esta desigualdad tiende a 0 cuando / —̂  1+. 
Reciprocamente, supongamos que {X, || • i|) no tiene la propiedad (LUR). 

Entonces existe XQ e Sx, s > 0 y una sucesión (x„) en Sx tal que 

lk«-^oll ^ s y 

Elegimos t tal que 

^n +xo 

2> t> n 

Entonces 

^n +^0 
> 

n 

n- 1 

^n +XQ 

> 1_1^ n = l ,2 , . . . 
n 

> 1, n - 3 ,4 ,5 , . . . 

n- 1 n—\ \ ni 

Además, t-^^— es una combinación convexa de Xn y un múltiplo de XQ: 
2 

Xn +XQ 

2 

(Obsérvese que 

ya que l < t < 2. 
Por tanto 

t f t r. >rs^ l ^ /2 \ 

t/2 

Xn -\-Xo 

\-t/2 2-t 

t/2 

> 1 

''(T^"»)=^(d:7"»)' 

^n + -̂ 0 t \\ W t ^ ^ t t t 
^0 ^ 

^ - ( ' - 2 ^ ) 
Pero, cuando n -^ +00 podemos elegir t tan próximo a 1 como queramos. 
Entonces, podemos elegir n suficientemente grande de manera que la dis­
tancia entre 

Xn +Xo t 

sea mayor que e/3. Esto contradice el hecho de que diamií(íxo) tiende a O 
cuando í —̂  1+. Esta contradicción pone fin a la prueba. 
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Proposición 3.4 

Sea (X, II • II) un espacio de Banach. Seaf e Sx* que alcanza el supre­
mo sobre Bx, en xo £ Sx^ Entonces, si diamií(rxo) -^ O cuando í —* 1+, 
diam S(f, a) — O cuando £ — 0+. 

Demostración: 

Sea x,y e S(f,e) para e > O dado. Entonces/(x) ^ 1 - g y / ( j ) ^ 1 - g . 
Llamamos 

^W = 2^^ +2s)xo+-x e i)((l +28)xo.Bx) 

^(y) = 2 <̂^ +2e)xo + 2 Ĵ  ̂  ^ ( (1 +28)xo,Bx) 

Pero, 

/ ( ^ W ) = ^(1 +2g)/(xo) + ^ / ( x ) ^ ^ (1 +28) + ^ (1 - e ) = 1 +8/2 > 1, 

luego z(x) e ií((l +28)xo). Análogamente, z(>;) e R((l +2£)jco). 
Por tanto, 

si x,j; € S(f,8), entonces z(x), z(y) e i?((l +28)xo). 

Sea Ô > O arbitrario. Entonces existe to > 1 tal que diamií(íxo) < á si 
1 < / ^ ^ . Tomamos ao > O con 1 + 28o = ^o- Resulta que, si O < 8 ^ 8o y 
x,y e S(f,e), entonces z(x), z(y) e R((l +28)xo). Obtenemos 

| |z(x)-z(y)| |<¿. 

Pero, 

¿ > | | Z ( X ) - Z C F ) | | = ^ | | X - J ; | | . 

Por tanto, limg__o+ diam S(f, s) = 0. 

Utilizando el Teorema 3.3 obtenemos una demostración geométrica de 
la caracterización de James de reflexividad para espacios de Banach con la 
propiedad (LUR). 

Proposición 3.5 

Sea (X, 11-11) un espacio de Banach con la propiedad (LUR) tal que todo 
elemento de X* alcanza su supremo sobre Bx- Entonces X es reflexivo. 
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Demostración: 

En virtud del Teorema 3.3 y de la Proposición 3.4 el espacio ( X || • ||) 
tiene la propiedad (Lv). 

Tomemos O < 8 < 1. Entonces, para todo/ e Sx* podemos encontrar 
¿/ > O tal que diaxn S(f ,5/) < e y, por tanto, oí(S(f,of)) < s. 

Supongamos que X no es reflexivo. En virtud del Lema de Riesz [3] po­
demos encontrar un elemento z e X**, con ||z|| = 1 y tal que d(z,X) > 

I — e 
s H -—. Por el Teorema de Bishop-Phelps [3], existe ZQ € X** tal que 

1 - 8 
llzoll = 1, \\z - zoll < - y - y de modo que 

3/o € Sx* con fo(zo) = Ikoll 

Como 

1 _ g I — s 
| |zo-x|| = | | z - x - ( z - z o ) | | > | | z - x | | - | |z-zo| | > e + - 2 2~~ " ^' 

para x e X arbitrario, podemos concluir que d(zo, X) > s. 
Por otra parte, existe ¿/^ > O tal que ô(S(fo, ¿/o)) < £, luego la sección 

Sifo^ôfo) puede cubrirse con una cantidad finita de conjuntos en X, Bi, 
B2,..., Bm, de diámetro menor que £. 

Como Bx es a(X**, X*)— densa en Bx**, podemos encontrar una red 
{x¿, / G / ^} en Bx que sea (7(X**, Jf*)— convergente a ZQ, en particular 

fo(xi)^fo(zo) = 1. 

:ra(X*\X*) 

-o - I . I , - ? i — c r ' 

Resulta pues que 

zoeSifoJfoT 
Sin embargo, 

S(fo.Sf^)c BiUB2U...UBmCW U. . .u :S¡ 

luego 

zoeWi""* \}W2* u...u:s;;^\ 
Puesto que los conjuntos 5^^ , A: = 1,2,... ,m, siguen siendo de diámetro 
menor que a, podemos afirmar que d{zç^,X) < s, lo cual está en contra­
dicción con la elección de ZQ. Esta contradicción permite afirmar que X es 
reflexivo. 

Nota: En realidad, se ha probado el Teorema de James para aquellos 
espacios de Banach con la propiedad (La), es decir, que todo funcional lineal 
y continuo que alcance el supremo sobre Bx determine secciones con índice 
de Kuratowski convergente a cero. 
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4. H E R E D A B I L I D A D D E L A P R O P I E D A D ( L U R ) 

Sea (X\\ • II) un espacio de Banach e F un subespacio cerrado. Es evi­
dente que si (X, II • II) tiene la propiedad (LUR) entonces F, con la norma 
inducida, tiene también dicha propiedad. 

Generalmente, los espacios cocientes no conservan esta propiedad. Sin 
embargo, la citada heredabilidad será cierta bajo ciertas condiciones. 

Definición 4.1 

Sea (X, II • II) un espacio normado. Un subespacio F de Jf se llama 
Proximinal si ^x e X,3y e Y tal que d(x, Y) = ||x - j ; | | . 

Probablemente, el siguiente lema es conocido. A falta de referencias, in­
cluimos su prueba. 

Lema 4.2 

Sea (X, II • II) un espacio normado. Un subespacio cerrado Y of X es 
proximinal si y sólo si la imagen de la bola unidad cerrada de X por la 
aplicación cociente q : X —* X/ Y es la bola unidad cerrada de X/ Y. 

Demostración: 

Evidentemente, ||x|| =: d{x, Y) Vx € X / F , Vx G x, por lo que q{Bx) C 
Bx/Y. Supongamos que F es proximinal. Vamos a demostrar que BX/Y C 
q(Bx)' Sea xo € BX/Y y ^O ^ -̂ o- Existe yo eY tal que 

11̂ 0 - J o II = d{xQ, F) = llxoll ^ 1. 

Entonces, q{xç) - jo) = -̂ o y -̂ o - Ĵ o ^ Bx- Por tanto BX/Y C q(Bx) y así 
Bx/Y = Q(BX)' 

Recíprocamente, supongamos que q(Bx) = BX/Y • Sea XQ G X. Podemos 
suponer, sin pérdida de generalidad, que d(xo, F) = 1 (si Í/(XO, F ) = O tene­
mos xo e Y). Entonces ||xo|| = 1 y existe zo G Bx tal que q(zo) = XQ. Sea 
zo =xo- j^o con Jo € F. Así, | |xo-joll ^ 1 pero | |xo-joll ^ 1- Obtenemos 
||xo - JoII = 1 e F is proximinal. 

Proposición 4.3 

Sea (X, II • II) un espacio de Banach con la propiedad (LUR). Sea Y un 
subespacio cerrado proximinal de X. Entonces {X/Y, \\ - \\) tiene también la 
propiedad (LUR). 

Demostración: 

Consideremos a > O y xo G Sx/Y- Sea x G BX/Y tal que | | x - xoli ^ e. 
Vamos a demostrar que existe è = ¿(xo, e) > O tal que 

-(x+xo)| ^ 1 - ó. 
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Por el Lema 4.2 podemos deducir que Sx/Y C q{Sx), entonces 

3x0 e Sxy^x e Bx tal que ^(XQ) = XQ y q{x) = x. 

Puesto que ||x — xo|| ^ ||x — xo|| ^ e y usando el hecho de que (X, || • ||) es 
(LUR), existe ¿ > O tal que 

-(x+-xo)| 1 . M 

- (x+xo)| 
< l - ¿ . 

Así pues X/Y tiene la propiedad (LUR). 

La estabilidad de la propiedad (LUR) para productos finitos tiene res­
puesta negativa para || • ||oo y II • lli- El espacio de Banach (1^, || • II2) es 
uniformemente rotundo [1], luego es (LUR). Sin embargo (Jp- x P-, \\ • ||oo ) no 
tiene esta propiedad puesto que, en particular, no es rotundo. 

En cuanto a la norma || • || 1 tenemos el siguiente resultado negativo: 

Proposición 4A 

Sea {X, II • II) un espacio de Banach. Sea F = X x M. con la norma 
||(x, Olli = ll̂ ll +kl- Entonces {Y, || • ||i) no tiene la propiedad (LUR). 

Demostración: 

En primer lugar, vamos a probar que Sx x {0} c i?((l +¿)xo), donde 
¿ > O y xo = (0,1). Sea (x,0) G Sx x {0}. Consideramos la sucesión 

^ " = ( ( ^ - ¿ ) ^ ' ^ ) ' « = 1'2.... 

Es inmediato que (x„) es || • Iji- convergente a (x,0). Además 

ll^^lll = l - ; ^ + ; r - + ^ = l + ^ > l ' VnEN 2n 2n 2n 2n 

Xn = ^n{x, 0) + (1 - A „ ) ( l + ¿ )xo COU >l„ = 1 - —-, H = 1, 2, . . . 

2n 
Así Xn e i?((l +<5)xo) Vw G N, y entonces (x,0) G R((l +ô)xo). 

Teniendo en cuenta que diamS^ = 2, tenemos que i?((l +á)xo), y por 
tanto R((l +¿)xo), tiene diámetro mayor o igual que 2. Puesto que esto es 
cierto para ¿ > O arbitrario podemos deducir, en virtud del Teorema 3.3, 
que (Y, II • 111) no tiene la propiedad (LUR). 

Los siguientes espacios han sido introducidos por R. Huff en [4]. 
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1 °° 1 
2 ^rieÀ 

\n=\ \ 
< 

1 oo I 

2 ̂ n^A 
U=i 1 

Definición 4.5 

Sea (F, II • II) un espacio de Banach con base {en : n G N} tal que 

Sea {Xn : AÍ G N} una familia de espacios de Banach. Consideramos el 
espacio 

{ oo 00 ^ 

«=1 «=1 J 
dotado con la norma 

X = ' V II II 

El espacio Y(Xi,X2,...) con esta norma es un espacio de Banach. 
El siguiente resultado demuestra la estabilidad de la propiedad (LUR) 

para los espacios Y (Xi, X2. • • •)• 

Teoema 4.6 

Sea (F, II • II) un espacio de Banach con base [cn : /t G N} tal que 

O ^ocn ^ Pn, "^rie N:=^ 

Sea {Xn : n G N} una familia de espacios^ de Banach con la propiedad 
(LUR). Si (F, II • II) tiene la propiedad (LUR), entonces Y(Xi,X2,...) tiene 
también esta propiedad. 

1 °° 
X ^^^^ 

\\n=l -1 
<\ 

1 °° 1 
S ̂ "^"l 

l «= i 1 

Demostración: 

Sea x^ =. (x%) un elemento en la esfera unidad de Y(Xi,X2,...) Y sea 
( j^ l^^ j , donde y^ = (yf,^^,... , j ^ , . . . ) , una sucesión de elementos de la 
bola unidad de Y(Xi, X2. •. .)• Definimos 

x^ = (O, O, . . . , O, x |+i , x^+2> '")> k^h 

Supongamos que lim^^oo ||x^ +y^\\ ~ 2. En virtud de la Proposición 3.1, 
el Teorema quedará probado si demostramos que lim^^oo ||x^ — y^W = 0. 
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Supongamos, por el contrario, que la igualdad no es cierta. Entonces existe 
una subsucesión de {j^^}^^i, que denotamos igual, para la cual ||x^ — y^W > 
r > 0. Entonces 

Por tanto 

O < r ^ llx^-v^ll = l,\\4-fn\\en\ 
n=l 

T,\\x'n~yUen+ E \\x^n-yUen\ 
n=l n=k+l 

k 

^ 

j:\\^l-fn\\en\ 

+ E K-yUen\ 
n=k+l 

^ 

l«= l 

Por otra parte, es fácil probar que 

+ \\x^\\+\\f-''\ 

^ r - ( l l ^ l l+ l l / ' ' ^ l l ) . 

Iim(||7^||) = |l4l| y lim(||/-^||) = 11x̂11 
p—'OO /?—o 

Entonces, puesto que lim (||x^||) = 0, existe kypo tal que para todo;? ^ po, 
k-^^ 

||x^ II +||j;/''^ II < r. En consecuencia para esta elección de A: y para todo/? ^ po. 

^ 5 > 0. 

Por tanto, existe «o ^ N, 1 ̂  no ̂  A:, y una subsucesión de p's para los que 

^no J'no 
yP II ̂  r > 0. Ahora 

4 o +fno\\ < ll4oil + IKII y lim (I l4Jl + II^^JI) = 2||x^ l|. 
p—•oo 

Así IIX^QII ?̂  0. Y por ello existe una subsucesión de p's tal que Hĵ ^̂ ll ^ 0. 
Ahora 

lim inf 
p—*oo 

"«o 
vP 

= lim inf 
p—•(» 

^np 

" « 0 1 

vP 

W/r. « 0 1 

\\x\ «o" "«o' 

^ t>Q, 
X «o I 

puesto que 
iim(Woll) = ll4oii y ii4oHi n'"ÎÎVM^«Ol 
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Por tanto, como Xn^ es (LUR) se tiene 

lim sup 
p—*oo 

.0 yP 
no , Jno 
CI W/n, «0 1 

< 2 - ano, 

donde ¿„o =¿«o(^«o'0 > 0. 
Entonces 

\]m sup ||x^^ +f^^\\ ^ (2 - á«o)ll4ol 

k 

Pero ||x^+J^|| ^ Y,\\x%+fn\\en\ 
n=l 

^0 , „0| 

+ 11x̂11 +||j^^'^l|. Por tanto 

lim sup II x" +v"|| ^ ^ lim sup||x^+j^i|eJ 
n=l 

P—'00 
+ 211̂11 ^ 

(2-¿„o)ll4olk«o+ Z2 | l 4 l kJ 
ni^no 

+ 2||x |̂|. 

Tomando k suficientemente grande, tenemos 

.0 , „0| lim sup IIX + j II < (2-¿ ,o) l |x^Jk,o+ E2 | | xE l ld 
ni=nQ 

<2 . 

Pero esto contradice la suposición de que lim ||x^ +>^| | = 2. Con esta 
p—•oo 

contradicción termina la prueba del Teorema. 

Teniendo en cuenta que (P, \\ • \\p) con I < p < +oo es un espacio de 
Banach con la propiedad (LUR) (ya que es uniformemente rotundo [1]) y con 
base {en : n e N} que satisface las condiciones del Teorema 4.6, podemos 
obtener, como una consecuencia inmediata del citado Teorema, el siguiente 
resultado debido a A. R. Lovaglia [5]. 

Corolario 4.7 

Sea p con I < p < +oo y [Xn : « € N} una familia numerable de espa­
cios de Banach. Consideramos el espacio de Banach F{X\,X2,...) definido 
por 

!

oo oo \ 

n=\ n=l ) 
y dotado de la norma \\ • ||^. Entonces, F{X\,X2,...) es (LUR) si y sólo si, 
los espacios Xn, n — 1,2,.. . , son también (LUR). 

A partir de este resultado A.R. Lovaglia [5] obtuvo espacios de Banach 
(LUR) que no se pueden renormar para ser uniformemente rotundos. 
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