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1. Introduccion

La noci6én de independencia juega un papel fundamental en la teoria
de la probabilidad. Aunque a primera vista aparece como un concepto
intuitivo y elemental, puede dar lugar a problemas bastante complejos. Nos
proponemos en esta conferencia de poner en relacion la independencia,
que es una nocidén bdsicamente probabilistica, con la nocién de
ortogonalidad, que es de cardcter geométrico. Recordaremos primero
algunas nociones basicas.

En un espacio de probabilidad (Q,F,P ), dos variables aleatorias reales
F,G :Q — R se dice que son independientes si se cumple

P(aFLb,c£GLd)=P(al<FLb)P(cLG<Ld),

para todo par de intervalos [a, b]y [ c,d]. Esto es equivalente a decir
que la distribucion de probabilidad que el vector aleatorio (F ,G ) induce

en el plano R 2 es igual al producto de las distribuciones marginales de las
variables F y G. La independencia de las variables F y G puede
caracterizarse de diversas maneras que proporcionan criterios utiles para
decidir si Fy G son independientes. Por ejemplo, es bien sabido que Fy
G son independientes si y sdlosi la densidad fF,G (x , y) del vector aleatorio
(F ,G ), en caso de que exista, se escribe como producto de las densidades
marginales. También la independencia de Fy G equivale a que la funcidén
caracteristica del vector (F ,G ) se exprese como producto de las funciones
caracteristicas de Fy G.

En el caso de dos variables F y G de segundo orden (es decir, de
cuadrado integrable), tales que E ( F )= E( G )= 0, la independencia de

Fy G implica su ortogonalidad en el espacio de Hilbert L 2(Q,F,P). En
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efecto, la independencia implica que la esperanza de F por G es igual al
producto de las esperanzas de F y G, y por tanto es igual a cero. La
ortogonalidad es, por tanto, una propiedad mas débil que la independencia.
Por otra parte, si el vector aleatorio (F,G ) tiene una ley gaussiana
centrada, entonces, la condicion E ( FG )= 0 implica la independencia
entre Fy G. Esto es debido a que la densidad conjunta de Fy G se puede
expresar de la forma

.1 1 -1 x
fF,G(x,)’)—meXP[ 2(X,}’)F [y]]

E(F?) E(FG )L

donde I = es la matriz de covarianzas del vector

E(FG) E(G?) |
(F ,G ). Es claro que la densidad fr,G (x , y) factoriza en el producto de

una funcién de x por una funcién de y si I' es diagonal lo que equivale a
E(FG)=0.

2. Independencia en un espacio gaussiano de dimension finita

Supongamos que el espacio de probabilidad es Q= R" y la
probabilidad P es la ley normal N (0, I ). Ello quiere decir que las
coordenadas, que designaremos por xi, ...,Xn, son variables aleatorias
independientes y con distribucién N ( 0, 1). En este contexto, dos variables
aleatorias reales serdn dos funciones medibles

F=F@1,.yxn), G= G(x1, ..., Xn ).

Si las funciones F'y G son lineales, entonces la distribucion conjunta de F
y G es gaussiana y la independencia entre Fy G equivale a la ortogonalidad
de los gradientes de las funciones F y G:

F es independiente de G < E(FG)=0 <« VF-VG=0

En efecto, si F (x1, ..., Xn ) = Zn

n
i Xi G(x1, ..., Xn )= bi xi
,=lazxz y ( 1, - n) Zi=l i Xi,

se tiene

n
E(FG)= Yaibi= VF-VG.
i=1

Nos podemos preguntar entonces la siguiente cuestion. Dadas dos
funciones F y G no necesariamente lineales, pero continuamente
diferenciables en un abierto V de probabilidad uno, cual es la relacién entre
las dos propiedades siguientes:
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[A] Fy G son independientes
Bl (VF-VG)(x)=0,paratodox € V.

La propiedad [B] significa que las hipersuperficies F = cst. y G = cst.
son ortogonales. Existen ejemplos simples en los que [A] y [B] se verifican.
Por ejemplo si hacemos un cambio de coordenadas polares a las variables
X1y x2, las funciones

X1 /
F = arctanz, G=V x!+ xi

son independientes y sus gradientes son ortogonales. Sin embargo, en
general las propiedades [A] y [B] no son comparables. Como ilustracion
mencionaremos los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1I:

Tomemos F = max (x1,x2) y G = min (x1,x2). En este caso las
variables Fy G no son independientes ya que F > G, pero sus gradientes
son ortogonales en el abierto {x1 # x2} ya que

VF=( 1{x|> x2) s1{x1< x27 50, ... ,0)

VG=(17xi< x2}51{x1> 27,0, ... ,0)

Ejemplo 2:
Definamos en primer lugar (suponiendo n > 4)
X = —1—arctanzc—1, Y= —l—arctanﬁ.
2n x2 2n x4

Las variables X y Y son independientes y con distribucién uniforme en
el intervalo [0, 1]. A partir de X y de Y construimos las variables Fy G de
la manera siguiente

F=V-logX cos2nY ,G= Y-logX sen2rnY.

Las variables F y G son independientes y con distribucién gaussiana

N(0,1) pero VF - VG # 0 casi por todo. Observemos que la
‘transformacion (X ,Y ) = F es la utilizada usualmente por las calculadoras
para simular variables con ley gaussiana N (0, 1) a partir de nimeros
aleatorios, es decir de variables con distribucién uniforme en [0, 1].
Recientemente, Ustunel y Zakai [S] han resuelto el problema de la
caracterizacion de la independencia en el caso de funciones polinémicas.
Para explicar el resultado fundamental de estos autores es preciso
introducir algunas notaciones. Designaremos por Hi el subespacio de
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L%2(R™ N(0,I)) formado por las funciones lineales. Para cada m > 1
representaremos por Hm el espacio de los polinomios de grado m que son
ortogonales en L 2 (R", N(0,In)) a todo polinomio de grado m - 1.
Finalmente Ho sera el espacio de las constantes. Se tiene la descomposicién
en suma ortogonal

2.1) L>(R",N0,In))= D Hm

m=0
El resultado de Ustunel y Zakai dice lo siguiente

Teorema 1. Consideremos dos polinomios F € Hp , G € Hq . Entonces las
dos propiedades son equivalentes:
[A] F y G son independientes.

€1 X (Vi Vi Ve FXV)y . Vi1 Ve G) = 0, para todo

conjunto de indices { i1, ...,ip-1,j1, ..., jg-1} € { 1,...,n}, donde V; re-
presenta la derivada parcial respecto la variable xi.

Observacion : La condicién [C] implica la propiedad [B] de ortogonali-
dad de los gradientes de Fy G. Mais precisamente, para dos polinomios
F € Hp,G € Hg, la ortogonalidad de los gradientes equivale a la anulacién
de la simetrizacion en las variables (i1, ...,ip-1,j1, ..., jq-1) del tensor
que aparece en la condicién [C]. En consecuencia, para dos polinomios de
este tipo la independencia implica la ortogonalidad de los gradientes, y se
obtiene una respuesta parcialmente afirmativa a la cuestion que nos
preguntabamos antes.

Demostracion del teorema I:
Sabemos que una base ortonormal del espacio H, viene dada por los
polinomios de Hermite multidimensionales definidos como

Ho(x) = [[Hi (0 (xi) 5
i=1

donde o = { oq ,..., 0m} € {1,...,n} ,1 (a) representa el numero de
coordenadas de auigualesa i,y Hpn (x) es el n-ésimo polinomio de Hermite.
Entonces todo polinomio R € Hm se expresa de la forma

R = ZAaHa,
o
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donde Aa = E(RHo) = Vm!Vqy, ... Vo, R. Con estos elementos indicaremos

seguidamente como se demuestra el teorema.

(i) Bs claro que, a partir de la caracterizacién de la independencia de
funciones lineales mediante la ortogonalidad de sus gradientes, la
condicion [C] equivale a la independencia de las o-dlgebras 17 y T
generadas respectivamente por las funciones lineales

2.2) {Vig . Vip \F, 1< ity ip-1 < n},
y
2.3) (Vi oo Vig1Gy 1< j1,eesig-1 < 1}

Entonces la implicacion [C] = [A] se deduce de que las variables F y G
son Try Tg medibles, respectivamente. Esto iltimo puede verse de la forma
siguiente. Sea RF el subespacio de R " generado por los gradientes de las
funciones lineales que aparecen en (2.2). Podemos hacer un cambio de

base ortonormal en R " completando una base de RF . Supongamos que
las nuevas coordenadas son yi,..., yn , donde yi,..., yt¢ son funciones
lineales de las xi que pertenecen a Rf . Entonces se cumple que

9
Oyr

para todo k < r £ n , debido al caracter ortogonal de la nueva base. Esto

nos dice que en la representacion de F como combinacion lineal de

polinomios de Hermite multidimensionales en las variables y; , solamente

apareceran las coordenadas yj con indices 1 < j < k , y por lo tanto, F es

Tr medible.

(ii)) Reciprocamente, supongamos que F y G son independientes. Para
simplificar la demostracién supondremos que p = g = 2. Entonces, Fy
G seran de la forma

F= Zaij(xixj— dij), G= Zbij(xixj‘ dij)
i<j i'<j

Vig oo Vi, F= < Vyr,Vip ... Vi, > = 0,

La condicién [C] que queremos probar nos dice en este caso particular que
n
Zailkbjlk =0
k=1

para todo par de indices i1 ,j1. Para comprobar esta condicién utilizaremos
la igualdad

Q.4) | E(F’G%) = E(F*) EG?),
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que se deduce de la independencia entre Fy G. Por una parte es ficil ver
que

E(FY)EG?) =4 ;aij' Y bii .
&

i<j

Por otra parte, mediante un calculo un poco mas complicado se llega a que

+d ,

n 2
Zaikbjk
k=1

n
E(F?G?) - 4 Zaij- XD
i<

i<j ij=1

donde ¢> 0 y d> 0 son dos constantes, y de ello se deduce que el
coeficiente de ¢ debe ser cero. En el caso general la demostracion se basa
también en la igualdad (2.4) pero los cdlculos son mas dificiles.

El analisis de la relacion entre la independencia y la ortogonalidad de
los gradientes se ha proseguido en dos direcciones:

(i) Independencia de dos sigma-dlgebras oy T (véase [4,6]).
(ii)) Independencia condicional [3].

Describiremos seguidamente los resultados obtenidos en la direccion
(i). La nocion de independencia se generaliza, como es bien sabido, al caso
de dos subsigma-dlgebras oy T contenidas en la sigma-dlgebra F. Se dice
que oy T son independientes si

P(ANB)=P@A)P(@B),

para todo par de sucesos A € 0 ,B € T . Se plantea entonces el problema
de relacionar la independencia de las sigma-dlgebras con propiedades
geometncas como la ortogonalidad. Para ello es preciso introducir la
nociodn de espacio tangente.

Consideremos una slgma—algebra T generada con una coleccion
numerable {gi, i > 1} de funciones que son infinitamente diferenciables

en un abierto VC R" de probabilidad uno. Una tal sigma-dlgebra la
denominaremos regular . El espacio tangente a una sigma-algebra regular
T serd por definicion el espacio vectorial

K:(x)=(Vgi(x),i2 1), x€V.

En realidad esta notacién no es muy apropiada porque si T esta generada
por una tnica variable g entonces el espacio tangente a las hipersuperficies
de nivel de g es precisamente el ortogonal de K7 ( x) . Sin embargo, ésta es
la definicién que se maneja en la literatura sobre este tema y la que nosotros
utilizaremos. En principio el espacio tangente puede depender del sistema



CARACTERIZACION GEOMETRICA DE LA INDEPENDENCIA EN UN ESPACIO GAUSSIANO 243

de generadores. Existen condiciones suficientes para que el espacio
tangente sea universal. Como ejemplo de tales condiciones podemos citar
las siguientes (véase [4]):

(i) El operador de proyeccion del gradiente de una funcién en el ortogonal
de Kres un operador cerradoen LZ(R", P).

(ii) Elconjunto {Vgi( x),i2> 1l}esdensoen L 2 ( T) (conjuntode variables
de cuadrado integrable y T-medibles) respecto la norma del espacio de

Sobolev W 12 (espacio de las variables de cuadrado integrable tales que
sus gradientes son también de cuadrado integrable respecto P).

La nocién de espacio tangente permite traducir propiedades
probabilisticas en propiedades analiticas. Por ejemplo, si X es una variable

T medible que pertenece al espacio de Sobolev W L2 y suponemos que se
cumple la condicién (i), entonces VX pertenece al espacio tangente casi
seguramente.

En el caso particular de dos sigma-dlgebras 11 y T2 regulares generadas
por funciones lineales, se tiene que

2.5) 71 y T2 son independientes < Kyl Kr, .
Este tipo de sigma-dlgebras puede caracterizarse de la forma siguiente:

Proposicion 1. Una sigma-digebra regular 1=0 {gi , i 2 1} estd generada
por funciones lineales si y sdlo si su espacio tangente es constante casi
seguramente y para todo vector v del espacio tangente la funcion lineal
< v, x> es 1-medible.

En esta caracterizacion el hecho de que el espacio tangente sea
~constante no es suficiente para que la sigma-dlgebra esté generada por
funciones lineales. Por ejemplo la sigma-ilgebra generada por x; tiene un
espacio tangente constante pero no se puede generar mediante funciones
lineales. .

Como en el caso de las variables aleatorias nos podemos preguntar si
la equivalencia anterior se generaliza a sigma-dlgebras regulares generadas
por funciones no lineales. Sin embargo, la construccién de sigma-dlgebras
independientes que tengan generadores no lineales es un problema dificil,
y solamente en determinadas situaciones particulares se pueden dar
respuestas. En los trabajos [3,6] se han introducido hipStesis de
estabilidad para poder generalizar la equivalencia (2.5). Se dice que una
sigma-dlgebra T es estable si el espacio L%( T1) es invariante por el operador
de proyeccion en Hp, para todo n > 1. Por ejemplo la sigma-dlgebra
generada por x/ es estable. Citaremos seguidamente dos de los resultados
bdsicos obtenidos en las referencias [3,6].
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Proposicion 2. Consideremos dos sigma-dlgebras T1y T2 regulares, tales
que 11 es estable. Entonces,

Kyl Ki,, c¢s. = 11y 1 son independientes.

Proposicion 3. Consideremos tres sigma-dlgebras Ti, 12 y T regulares
tales que T tiene generadores lineales, y 11 es T-estable (es decir, 11 es
estable respecto a la ley condicionada por 1). Entonces

Ky® Kr 1L Ky, ©® Ko, cs. = 1T y 12 son condicionalmente
independientes dada T . ‘

3. Calculo diferencial en espacios gaussianos de dimension infinita

En la situacién descrita en el apartado anterior la probabilidad

gaussiana estaba definida en R ", que es un espacio de dimensién finita en
el que tenemos a nuestra disposicion el cdlculo diferencial clasico. En
general nos interesara considerar una medida gaussiana definida en un
espacio de dimension infinita, como un espacio de Banach. De forma quizas
mas abstracta se puede definir un espacio gaussiano como un espacio de
probabilidad (2 ,F,P ) en el que existe una coleccion numerable y gaussiana
(las leyes conjuntas son normales) de variables aleatorias reales
{Xi,i2 1} que genera la sigma-dlgebra F. Aunque a priori Q no posea
ninguna estructura de variedad diferenciable, es posible desarrollar un
calculo diferencial en el espacio (Q,F,P ), siguiendo las ideas introducidas
por Malliavin, Segal, Ito, entre otros. Un calculo diferencial de este tipo
sera util para tratar diversos problemas y en particular, nos permitira
generalizar la relacién entre ortogonalidad e independencia presentada en
el apartado anterior.

El ejemplo mds interesante de espacio gaussiano de dimension infinita
es el espacio de Wiener. Vamos a restringir nuestro analisis a este ejemplo.
Tomaremos por lo tanto, Q= Co ([0, 1]) , y la probabilidad P sera la ley
del movimiento browniano. Es decir, P es una probabilidad en la
sigma-dlgebra de Borel de Q tal que el proceso estocdstico candnico
W (0)= w(t), 0<t< 1, es un proceso gaussiano de media cero y
covarianza E (W Ws)= s A &

Una variable aleatoria F :Q — R diremos que es elemental si es de la
forma

F(o)=f(0@1),.... o(tm), fE€ C5(R™).

Se define el gradiente de F como el proceso estocdstico
VF={V; F, t € [0, 1]} dado por
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v, F - Z—i(m(n), 0 (m) 1[0, ] ().
z—l

Es decir, en comparacion con el gradiente finito-dimensional introducido
en el apartado anterior, las coordenadas son ahora los puntos de intervalo

[0,1], y el espacio R " se sustituye por el espacio de Hilbert L? ([0,1]).La
relacion entre este gradiente y la derivada de Fréchet de F viene dada por
la ecuacion siguiente:

1
fV;Ffzzdt= diSF(m eh)le=0, h€ L*([0,1])
0

En 1976 Malliavin utilizé el cédlculo diferencial en el espacio de Wiener
con objeto de dar una demostracion probabilistica al teorema de
hipoelipticidad de Hérmander. El cdlculo de Malliavin se ha revelado como
una herramienta potente para tratar diversos problemas del analisis
estocdstico. El objetivo inicial de Malliavin fue la obtencién de criterios

para que una variable aleatoria F :Q — R 4 tuviese densidad diferenciable
respecto a la medida de Lebesgue. Para ello, partiendo de la definicion
anterior de gradiente, se introdujeron los espacios de Sobolev en Q, de
forma parecida a como se hace en el andlisis cldsico en dimension finita.

Es decir, para todo k > 0 y todo real p > 1, se define el espacio D? * como
la adherencia del conjunto de wvariables elementales respecto a la
seminorma

k . )
IF lpk = I Fllp+ Y IV/FIL? @;L?([0.17 )
j=1

donde V/ representa la aplicacion iterada del gradiente.

Los espacios Sobolev en el espacio Wiener han sido estudiados por
Watanabe en [7]. Es interesante ver como se pueden deducir propiedades
probabilisticas de variables aleatorias en el espacio de Wiener a partir de
propiedades analiticas. Consideremos, por ejemplo, un vector aleatorio

F=(F 1,..., F¢ ). Entonces se verifican las siguientes propiedades.

@ Si las componentes F i pertenecen al espacio D 1.2 para todo
i=1,..,d , entonces, el soporte de la distribucion de probabilidad de
F enR%es un conjunto cerrado y conexo. En particular, esto implica
que la ley de F no puede ser discreta. Si ademas d= 1y E(| F|™% < oo

entonces, F es una variable positiva o negativa, es decir P(F 2 0)vale
cero o uno.
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(M) Se define la matriz de Malliavin del vector F, suponiendo que las
componentes de F pertenecen al espacio D 1’2, como

(oF)ij= {DF', DFN 2101, 1< i,j< d.

Entonces si det oF > 0 c.s., la distribucion de probabilidad de F es
absolutamente continua. .
@ Si F= (F l,..., F d) es un vector aleatorio cuyas componentes estan

en todos los espacios D ? * y el inverso del determinante de la matriz de
Malliavin tiene momentos de todos los Ordenes, entonces, F tiene una
densidad infinitamente diferenciable.

Cuando el vector aleatorio F es el valor de un proceso de difusion X ¢
en un instante ¢ > 0, el criterio (III) permite demostrar el teorema de
Hormander que asegura que la ley de X ; tiene una densidad infinitamente

diferenciable si los coeficientes de la ecuacién satisfecha por X son C*y
cumplen una condicion de no degeneracion (condicion de Hérmander). Mds

precisamente consideremos un proceso de movimiento browniano en R k
W = {(th,...,Wtk ),t2 0}, asi como una familia de funciones

Ai:R 4 LR d, 0 < i< k, que supondremos infinitamente diferenciable
con todas sus derivadas acotadas. Entonces, fijada una condicién inicial

X0€ R d, podemos definir el proceso de difusion d-dimensional solucién de
la ecuacién diferencial estocdstica siguiente:

k .
(3.1) dX; = ZA,' (X:)dW¢ + Ao (X¢ )dt, Xo = xo.
i=1
Las funciones A; dan lugar a los operadores diferenciales
2;_1_1 Al (x )% . El célculo estocastico de Ito nos asegura que la ley de
= j

probabilidad p; del vector aleatorio X (¢ ), ¢ > O satisface el problema de
Cauchy siguiente

ap;

(3.2) =7

L(pt)a t>09 p0=6X09

donde L es el operador diferencial de segundo orden ( y L designa su
adjunto ), definido por

(Al) + Ao.

l“‘
Nlr—
1=

1
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Se observa a partir de la ecuacién (3.2), denominada ecuacion de
Kolmogorov, que la hipoelipticidad del operador L esta relacionada con la
propiedad de que p; tenga densidad infinitamente diferencible. En este
sentido, el teorema de Hormander, que asegura que el operador L es
hipoeliptico, tiene una traduccién probabilistica en el hecho que la ley de
probabilidad de una difusién tenga densidad infinitamente diferenciable.

Consideremos la funcién Ao = Ao - % 2:21 A,'VA;' , donde AV B

representa la derivada covariante de B en la direccion de A. Entonces,
como aplicacién del criterio general (III), se puede probar el siguiente
resultado:

Teorema 1. Supongamos que los coeficientes de la ecuacion (3.1) cumplen
la siguiente condicion de Hormander:

(H): El dlgebra de Lie engendrada por los operadores diferenciales
Ai, [Ai, Aol , 1 < i< k (donde[-] representa el paréntesis de Lie), tiene
dimension mdxima igual a d en el punto xo, condicion inicial de la ecuacidon
(3.1).

Entonces la ley del vector aleatorio X (t) tiene una densidad infinitamente
diferenciable, para todo instante t > 0.

4. Independencia en el espacio de Wiener

Utilizando el calculo de Malliavin, que nos proporciona una nocién de
gradiente, se pueden generalizar los resultados obtenidos en el apartado 2
al caso de variables aleatorias y sigma-dlgebras en el espacio de Wiener.
Los elementos del espacio Hp, en lugar de ser combinaciones lineales de
polinomios de Hermite, serdan ahora integrales estocasticas mmiltiples:

F = Ip (f)= D ! f(tl,...,tp)dW(tl)...dW(tp) s

1< <1y}

donde f es una funcion simétrica del espacio L 2 ([0,1]). Estas integrales
estocdsticas multiples fueron introducidas por Ito y verifican la propiedad
siguiente de isometria:

E(p,F¥)=pIfI2.

La descomposicion ortogonal (2.1) es ahora la denominada descomposicion
del espacio L 2 (Co ([0,1]), P ) en Caos de Wiener.

Consideremos dos integrales estocasticas muiltiples Ip(f)y Iq (g ). Los
resultados del apartado 2 se traducen en las siguientes propiedades:

@) Ip(f )y I (g ) son independientes <= f®1g = 0, casi por todo.
A VUp (F), Vg (gL [0,1]) = 0 < f®1g = 0, casi por todo.
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En las anteriores propiedades, f®1g = 0 denota la contraccién de un
indice entre las funciones f y g definida como la funcién de

L? ([0,117*972) dada por la relacién

f®i1g = J;f(-,t )g (,t)dre,

y f®1g es la simetrizacién de f®1g .
Como ilustracion de la simplicidad de cadlculos cuando se trabajo con
integrales muiltiples demostraremos la equivalencia (ii).

Demostracion de (ii). En primer lugar debemos indicar que el operador
gradiente opera sobre las integrales multiples de una forma muy simple.

En efecto, el proceso estocastico Vi (Ip (f)) es iguala p Ip-1(f (:,¢ )). Por

lo tanto el producto escalar de gradientes que aparecen en la propiedad
(ii) se escribira como

“4.1)
(VUp (F),V Uq (8 ML3([0,1]) = qu Ip-1 (¢t NIg-1 (FCst ) de
0

Por otra parte el producto de dos integrales multiples se puede expresar
como combinacion lineal de integrales muiiltiples de ordenes inferiores de
la manera siguiente:

4.2)
(P~ DA(g-1) _ -
Ip—l(f(',t ))Iq‘l(f(',t ))—- Z [p 1][q 1]11“‘ q- 2r- 2(f('st)®rg ('at))

r
r=0

donde ®, representa la simetrizacion de la contraccién de r indices.
Entonces, utilizando la férmula (4.2) vemos que la condicién
VUp () ,V g (€ )INL2([0,1]) = O equivale a que la suma de mtegrales
multiples

@P-1DA@-1) _ _ .
Z r![prl][q 1]Ip+q—2r—2(f®r+l 8)

r=0 r

se anule. Como las integrales estocasticas de Ordenes diferentes son
ortogonales entre si, que la suma anterior se anule equivale a que cada
término sea 0 y teniendo en cuenta la definicién de las contracciones, esto
quiere decir que f&®g debe ser cero.

En cuanto a la propiedad (i) la implicacidon <se demuestra como en el
caso de dimensidon finita, mientras que la implicacion contraria se deduce,
como en el «caso de dimension finita, de la  igualdad
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EUp(FY¥ I )= EUp P )EUg(g)?), y de la utilizacion de la
formula del producto de dos integrales multiples.

Analogamente, la nocion de espacio tangente se puede introducir en el
espacio de Wiener y se puede estudiar la relacién entre la independencia
de sigma-algebras y la ortogonalidad de sus espacios tangentes. Pueden
establecerse resultados andlogos a las Proposiciones 2 y 3 del apartado 2;
introduciendo la nocién de sigma-dlgebra estable. La nocion de estabilidad
introducida en el apartado 2 puede caracterizarse mediante la estabilidad

respecto a cierto operador en el espacio L 2(Q). Consideremos el operador

L definido a partir de la descomposicion en caos de Wiener, de la forma
siguiente:

=0

L[ Ip (fp>] = Y0 Ip ().
P p=1

El operador L es un operador autoadjunto y no acotado en L 2(9 ), que
genera el denominado semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck. Existe la
siguiente relacion entre el operador L y el gradiente introducido
anteriormente:

4.3) E {VF, VG )L*)10,1)) = E(LFG)= E(LGF),

si Fy G son dos variablers aleatorias en el espacio de Sobolev D 22 gl

operador L tiene un inverso, que designaremos por L L que actua sobre
las variables centradas, mediante la multiplicacién por el factor 1/p en
cada caos de Wiener de orden p. Se trata de un operador acotado.
Entonces, se demuestra que una sigma-dlgebra T es estable si y solo si el
espacioL ¢ (1) (espacio de las variables aleatorias centradas, de cuadrado
integrable y T medibles) es invariante respecto al operador L~ !

Veamos, para finalizar, como se demuestra la proposicion 2 del
apartado 2 mediante las técnicas del calculo de Malliavin. Para demostrar
la independencia de las dos sigma-dlgebras 11 y 12 es suficiente con ver que
dadas dos variables aleatorias centradas F y G, 11 y 12 medibles,
respectivamente, y del espacio D™ (lo que nos permitird aplicar sin
problemas los operadores Vy L), se cumple

4.4) E(FG)=0

Para demostrar la igualdad (4.4), escribimos F= L (L a ) (lo cual es
posible porque F es centrada). Utilizando (4.3) tendremos

4.5) E(FG)=E[LWL'F).G1=E[VWL ! F), V(G))].
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Debido a la estabilidad de la sigma-dlgebra 11, la variable aleatoria L~ lF
es 71 medible. De ello se deduce que su gradiente pertenece al espacio
tangente Ky, y entonces, la ortogonalidad de los espacios tangentes implica
que el producto escalar que aparece en (4.5) debe ser cero.

Un estudio detallado de la sigma-dlgebras que poseen determinadas
propiedades de estabilidad ha sido realizado en la referencia [4].
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