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Abstract

S.A. Saxon and P.P. Narayanaswami prove that each Fréchet space E of infinite dimension has
a totally barrelled dense subspace which is not unordered Baire—like. In this note we show that if
E is a Banach space with a basis, then E contains a subspace of the aforementioned characteristics
with the added feature of being ultrabornological.

Resumen

S.A. Saxon y P.P. Narayanaswami demuestran que cada espacio de Fréchet E de dimension
infinita tiene un subespacio denso totalmente tonelado que no es unordered Baire-like. En esta
nota probaremos que, en el caso particular de que E sea un espacio de Banach con una base,
entonces E tiene un subespacio de las anteriores caracteristicas que ademas es ultrabornologico.

Un espacio localmente convexo de Hausdorff E sobre el cuerpo K de los
reales o de los complejos se dice que es Baire-like [4] si dada una sucesion
creciente de subconjuntos absolutamente convexos y cerrados que cubre E,
existe uno de ellos que es un entorno del origen. Se dice que el espacio E
es unordered Baire-like [6] si dada una sucesion arbitraria de subconjuntos
absolutamente convexos y cerrados de E que cubre E, hay uno de ellos que
es un entorno del origen. Se dice que E es totalmente tonelado, [2] y [8], si
dada una sucesion arbitraria de subespacios de E que cubre E, existe uno
de ellos que es Baire-like.

En [5], S.A. Saxon y P.P. Narayanaswami demuestran que cada espacio
de Fréchet de dimension infinita tiene un subespacio denso y totalmente
tonelado que no es unordered Baire—like (ver también [3], Prop. 9.3.6) y en
[7], pp. 277-281, M. Valdivia prueba que el espacio de Banach clasico /!
tiene un subespacio de las anteriores caracteristicas que, ademas, es ultra-
bornolodgico. En esta nota usaremos una técnica parecida a la empleada por
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P. Dierolf, S. Dierolf y L. Drewnowski en [1] y por P. Pérez Carreras y J.
Bonet en [2], para construir en cada espacio de Banach X con una base un
subespacio vectorial L denso, ultrabornologico y totalmente tonelado, que
no es unordered Baire-like.

En lo que sigue X denotara un espacio de Banach sobre el cuerpo K que
admita una base de Schauder {e;, i = 1,2, ...} cuyos coeficientes funcionales
denotaremos por f; para cada i € N. Representaremos por X a un ultrafiltro
sobre N que no contenga los atomos de N, y para cada U € ¥ pondremos

L(U)::{xex:fi(x);o si i€ U}

L denotara la union de todos los subespacios L(U) con U € £. Como X es ul-
trafiltro, es inmediato notar que L es un subespacio vectorial de X. Por otro
lado, puesto que N—{i} € X, entonces e; € L para cada i € N, lo que demues-
tra que L es un subespacio denso de X. Ademas, si Z; := {z € L: f(z) = 0},
esta claro que la sucesion {Z;, i = 1,2,...} cubre Ly que esta formada por
subespacios cerrados de L, por lo que L no es unordered Baire-like.

Teorema 1.

L es un subespacio totalmente tonelado.

Demostracion

Sea {L,,, n = 1,2,...} una sucesion de subespacios de L que cubre L.
Denotemos por Z la envoltura lineal de los vectores de la base de Schauder
de X y por X, al subespacio L, + Z, para cada n € N. Probaremos en
primer lugar que existe un j € N tal que cada tonel de X; absorbe a la bola
cerrada cerrada unidad B de Z.

Si la afirmacion anterior no es cierta, en cada X,, hay un tonel T,, que
no absorbe a B. Para cada n € N, pondremos V,, para denotar la clausura
de T,, en L. Como V| no absorbe B, existe en y(1,1) € B — V;. Ahora, si
y(1,1) es combinacion lineal de a lo sumo los #(1) primeros vectores de la
base de Schauder, podremos N(1) :={1,2,...,n(1)}. Claramente y(1,1) €
L(N— N(1)).

Poniendo )
G(1) := {x €Z: fi(x)=0si1<ig n(1)},

es obvio que Z es la suma directa localmente convexa de G(1) y L(N— N (1)).
Si V; o V, absorbieran a la interseccion de B con G(1); esto es, a la bola
unidad de G(1), entonces absorberian a la proyeccion P de B sobre G(1)
que, obviamente, es acotada. Por otro lado, como L(N— N (1)) coincide con
el espacio de Banach generado por los #(1) primeros vectores de la base de
Schauder y tanto ¥; como V; intersectan a L(N — N(1)) en sendos toneles,
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es obvio que tanto V; como V; absorben a la proyeccion Q de B sobre este
subespacio. Por tanto, tanto ¥; como V> absorberian a la bola B de Z, que
esta contenida en P 4 Q. Contradiccion.

Esto prueba la existencia de un nimero natural n#(2) > n(1) y de dos
vectores y(1,2), y(2,2) € B tales que, si

NQ):={n(1)+1,..., n(2)},
entonces .
y(1,2) e LN=N@2)) -2V, y(2,2)e L(N—N(Q)) -2V,
Suponiendo que hemos determinado los naturales
1 =n0) <n()<...<nk)
y los k(k +1)/2 vectores y(i,j) € B, 1 <j<k,1<i<j,con
y(@.j) € LN=-NQG)) —j Vi,

donde
N(@) := {n(j— )+ 1,...,n(]')}

para 1 < j < k, se pone
Gk +1) := {xez: fAx) =0 sil< i<n(k)}.
Claramente, Z es la suma directa localmente convexa de G(k) y
L (N— {(NDUN@U...UN®)} )

Razonando como antes, ni V1, ni Va,..., ni Vi1 absorben la bola unidad de
G(k). Luego, existe un natural n(k +1) > n(k) y k + 1 vectores

y(Lk+1), yQ,k+1),....y(k+1,k+1)e B

tales que
y@.k+1) e LN=N(k +1) - (k+1D "

paral < i<k +1.

Determinamos por inducciéon una sucesion estrictamente creciente
{n(@, i =0,1,...} de naturales y una familia

@, jeN 1<i<j}
de vectores de B, tales que

y@.j) e LN=NG) —JjVi
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para 1 < i < j y cada natural 7, donde

N(@) := {N(]'— 1)+1,...,N(;')} para j € N.

Si I es la unién de la familia {N(27 — 1), j = 1,2,...} y J la de la familia
{N(2j), j =1,2,...}, entonces {I,J} es una particién de N, por lo que, o
bien 7 € £, o bien J € X. Si es por ejemplo I € Z, entonces y(Z,2j) € L(I)
paraj = 1,2,...y 1 < i < 2j. Dado que la sucesion

S = {y(l, 2).5(2.2).5(1,4),5(2,4.y(3,4).y(4.9....}

esta acotada en L(J) al estar contenida en la bola cerrada unidad B de Z,
y dado que la sucesion

{2jV,-,jeN, 1< i<2j}

cubre el espacio de Banach L(J), existe un natural p tal que V, absorbe a
la sucesion S. Tomando g € N tal que 29 > p y tal que 2¢ V), contenga a S,
entonces »

y(P.29) € 29V,
que es una contradiccion. Si J € X, se obtiene una contradiccion analoga.

Sea j € N tal que cada tonel T de X; absorbe la bola cerrada unidad
B de Z. Si W denota la clausura de T en L, W absorbe la bola cerrada
unidad Q de L, yaque B = QNZ y Z es denso en L. Esto prueba que T
es un entorno de cero en X;. Luego X; es tonelado. Finalmente, como L;
es un subespacio de X; de codimension numerable, entonces L; es también
tonelado. Esto demuestra que L es totalmente tonelado.

Teorema 2

L es un subespacio ultrabornologico.

Demostracion

Veremos que L es la envoltura localmente convexa de los subespacios
de Banach {L(U), U € X}. Para ello, sea V' un subconjunto absolutamente
convexo de L tal que V intersecta a cada L(U) en un entorno del origen
de L(U) con U € X. Probaremos en primer lugar que V' absorbe a la bola
- cerrada unidad B de la envoltura lineal Z de los vectores de la base.

Si la afirmacion anterior no es cierta, existe un y(1) € B—V . Suponiendo
que y(1) es combinacion lineal de a lo sumo los #(1) primeros vectores de
la base de Schauder, se define N(1) como en el teorema anterior. Entonces
claramente y(1) € L(N— N(1)) — V. Usando la misma notacion que en el
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teorema anterior y suponiendo que hemos obtenido los naturales n(1) <
n2) < ... < n(k) y los vectores y(i) € B, 1 < i< k, con

y(@) € LIN—N(@))—iV paral i<k,

se tiene en cuenta que L es la suma directa localmente convexa de G(k) y
de

L (N— {NDUN@U...UN®)} )

y se razona de manera parecida a como lo hicimos en el teorema anterior
para probar que ¥ no puede absorber la bola cerrada unidad de G(k). La
unica diferencia es que ahora V es por hipotesis un entorno del origen en

L (N— {NHUN@U...UN®)} )
En consecuencia, hay un natural n(k +1) > n(k) y un y(k + 1) € B tal que

yk+1)e LIN—Nk+1)—(k+DV.

Construimos pues por recurrencia una sucesion estrictamente creciente {(%),
i =1,2,...} de naturales y una sucesion {y(i), i = 1,2,...} de vectores de
B, tales que

y(@) € LIN— N(Q) — iV

para cada 7 € N. Razonando con la particién {7, J} de N como en el teorema
anterior, se obtiene un natural m tal que y(m) € mV . Contradiccion.

Si 4 > 0 es tal que AB esta contenido en V', Q es la bola cerrada unidad
de L'y k > 0 es la constante basica, veremos a continuacion que (4/k)Q
esta contenido en 2V, lo que concluira el teorema. De hecho, si x € (1/k)Q
y U € Z es tal que x € L(U), es suficiente ver que

x € c(V N L)),

donde c/(.) indica clausura en L(U), ya que, al ser por hipotesis V N L(U)
un entorno del origen en L(U), cl(V N L(U)) esta contenido en 2V . Ahora,
como x € (A/k)Q y {e;, i =1,2,...} es una base,

 IZigenfi el < klixl < 4
para cada natural m. Como
Zigi<mfj(x¥)ej € ZNL(U)
para cada m € N, se deduce que
Zigiemli(X) e

pertenece a AB N L(U) para cada m € N. Finalmente, como AB esta conte-
nido en V', se obtiene que x € cl(V N L(U)).
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En lo que sigue representaremos como antes por Z a la envoltura lineal
de los vectores de la base de Schauder de X, y por L[I'] al subespacio ge-
nerado por el filtro I de N. En el caso particular de que I" coincida con X,
se tiene que L[I'] = L, segun la notacion usada hasta ahora. Por otro lado,
es inmediato notar que si I' coincide con el filtro de Fréchet de N (formado
por todos los subconjuntos cofinitos de N), entonces L[I'] = Z. En el resul-
tado siguiente Q denotara la familia de todos los ultrafiltros £ de N que no
contengan los atomos de N. '

Teorema 3

Se verifica que Z = ﬂ{L[Z], pINS Q}.

Demostracion

Como e; € L[Z] para cada i € N, es obvio que Z esta contenido en la
interseccion de la familia {L[Z], X € Q}. Supongamos que x es un vector de
L[Z] para cada X € Q. Si x no fuera un vector de Z, existiria una sucesion
P = {n(i), i € N} estrictamente creciente de niimeros naturales tal que
Sn(i(x) £ 0 para cada i € N. Sea IT un ultrafiltro de N que contiene la base
de filtro de N formada por todos los subconjuntos U de P tales que P — U
es finito o vacio. Como IT € Q, entonces x € L[II] y existe un Q € II tal que
x € L(Q). Pero como, tanto P como Q son elementos de II, existe un j € N
tal que n(y) € P N Q. De aqui se deduce que f,,;)(x) = 0. Contradiccion.
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