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Resumen

Nuestra intencion a través del presente trabajo es mostrar una serie de resultados acerca
de la representacion de cadenas (espacios totalmente ordenados) mediante funciones de utilidad
(esto es, funciones numéricas con valores en la recta real, que preserven el orden) atendiendo,
fundamentalmente, a propiedades topologicas de conexidén y separabilidad. Demostramos también
las interdependencias entre los distintos conceptos topologicos que aparecen, sobre la existencia
de una funcion numeérica que represente la cadena, obteniendo como caso particular los resultados
clasicos.

Abstract

The paper is concerned with the existence of utility representations on totally ordered sets
(chains).

We analyze some necessary and sufficient conditions for a chain to be representable by a
numerical real-valued function (utility function). The conditions enclose topological properties,
namely: connectedness, countably boundedness, and separability.

We give a general outlook to this theory, improving some results and furnishing alternative
proofs for the classical ones.

1. Introduccion

Dada una cadena, o conjunto totalmente (linealmente) ordenado (Z, <),
un problema que aparece de manera natural es el de intentar visualizar
(“representar”) este orden mediante una funcion numérica U (“funcion de
utilidad”), con valores en la recta real, que preserve el orden en ambos sen-
tidos, esto es, que se cumpla: U(x) > U(y) (en la recta) si y solo si x >y
(en Z).

Un articulo pionero en esta direccion se debe a Eilenberg (1941), quien
prueba la existencia de una funcion de utilidad continua sobre un espacio
topologico separable y conexo, completamente preordenado.

Entre otros autores clasicos que dan condiciones necesarias, o, suficientes,
atendiendo a propiedades topologicas de conexion, axiomas de numerabili-
dad, separabilidad, etc., merece destacar a Nachbin (1950), Debreu (1954,
1959), Fleischer (1961) y Fishburn (1970, 1974).
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Condiciones necesarias y suficientes de representabilidad (caracteriza-
ciones) aparecen ya en en Milgram (1939), Debreu (1964), Fishburn (1970),
Krantz et al. (1971) y Jaffray (1975a).

En este Gltimo trabajo de Jaffray se da una prueba sencilla de que para
que una cadena (Z, <) sea representable por una funcion de utilidad es ne-
cesario y suficiente que Z sea perfectamente separable, esto es que exista un
conjunto finito o numerable, D, en Z, tal que para todo p,q de Z con p < ¢
se pueda encontrar d en D con p < d < q.

Conviene destacar que en la caracterizacion anterior no interviene nin-
guna topologia, sino simplemente el hecho de que tenemos un conjunto or-
denado.

Sin embargo, cabe también pensar que si una cadena es representable,
la topologia mas natural para esa cadena (topologia del orden) gozara de
alguna propiedad especial. Asi, el propio estudio de las propiedades topolo-
gicas de una cadena dotada de la topologia del orden, servira para encontrar
nuevas caracterizaciones.

Por otra parte, distintos autores (por ejemplo, Fishburn (1970, 1974,
1983), Jaffray (1975a,b), Mehta (1985, 1986a,b), Chateauneuf (1987), Mon-
teiro (1987), Tangyan (1988), Wakker (1988), Herden (1989a,b), etc.) han
obtenido resultados acerca de la representabilidad mediante funciones de uti-
lidad de conjuntos ordenados, supuesto que la topologia del orden satisfaga
“buenas propiedades”. Asimismo, problemas de representacion de ordenes
totales pueden englobarse en otros problemas mas generales como son los de
representacion de preodrdenes, u ordenes parciales (en este Gltimo caso solo
se exige a la funcion de utilidad el verificar x > y = U(x) > U(¥)).

En esta linea destaca la labor de autores como Nachbin (1950), Peleg
(1970), Jaffray (1975b), Mehta (1985, 1986a,b), Chateauneuf (1987), o Her-
den (1989a,b) entre otros.

Es interesante sefialar que el estudio de la representabilidad de preor-
denes completos es un problema equivalente al de la representabilidad de
una cadena asociada (véase Tangyan (1988) o Candeal e Indurain (1989),
(1990a)). .

En el presente trabajo nos centramos en la consideracion de cadenas, y
estudiamos teoremas de representabilidad en relacion con propiedades topo-
logicas como conexion y separabilidad. Obtenemos asi nuevas demostracio-
nes de resultados clasicos.

En esta linea mencionamos que en Candeal e Indurain, (1990b) estudia-
mos caracterizaciones topologicas de la representabilidad que giran alrededor
de la verificacion o no del segundo axioma de numerabilidad en un cadena
dotada de la topologia del orden.

2. Conceptos previos

Supondremos que Z es una cadena, con un orden “ < ”, y con cardina-
p q ) y
lidad no superior a la del continuo.

En tal conjunto consideraremos la topologia del orden cuya subbase esta
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formada por los conjuntos del tipo (—,a) = {z de Z;z < a}, y del tipo
(a,—) ={zde Z;a > z}.

D denotara un subconjunto numerable de Z. Por “a < b” entederemos
que se da uno de los dos casos siguientes: a < b, 6 @ = b. “a > b” significara
la negacion de a < b.

Z se dice sin huecos si para todo z1,z; de Z tales que z; < zp, existe u
en Z cumpliendo z; < u < z5.

Z se dice orden—completo si cualquier subconjunto de Z, acotado supe-
riormente, posee supremo en Z.

Un subconjunto Q de Z se dice perfectamente—denso si para todo z;, z»
de Z que satisfagan z; < zj, existe ¢ en Q tal que z; < p < z3.

Z se dira separable si existe D cuya adherencia es Z.

Z se dira perfectamente separable si existe D perfectamente—denso.

Z se dice fuertemente separable si exise D tal que para cualesquiera p, g
en Z con p < ¢, existe aen D con p < a < q.

Z es numerablemente acotado si existe D tal que para cualquier x en Z
existen a,ben D cona < x < b.

Notas:

1) El concepto de “perfectamente-denso” es denominado por Fishburn
(1983) “orden—denso”. Sin embargo, esto podria llevar a confusion,
pues no coincide, en general, con “denso en la topologia del orden”.

2) Todos estos conceptos aparecen en la literatura a través de los trabajos
de Jameson, (1974), Jaffray, (1975a), Fishburn, (1983), Chateauneuf,
(1987), Monteiro, (1987), etc.

3. Resultados sobre representabilidad de cadenas

Pasemos a estudiar ahora las principales interrelaciones entre los con-
ceptos anteriores:

Proposicion 1

Sea (Z, <) una cadena, en la que se considera la topologia del orden. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Z es fuertemente separable,

ii) Z es perfectamente separable, y sin huecos.

Demostracion

i) = ii) Es obvio.
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ii) = 1) Sean a,b en Z con a < b. Sea D el correspondiente al hecho de
ser Z perfectamente separable. Como Z no tiene huecos, existen a;, b;
enZ cona<a; <by <b. Asi,en

la1,b1] ={xen Z; a; < x < by}
debe haber algiin elemento d en D, por ser Z perfectamente separable.

Concluimos la existencia de d en D cona < d < b.

Proposicion 2

1) (Z, <) fuertemente separable = (Z, <) perfectamente separable.
il) (Z, <) perfectamente separable = (Z, <) separable.
iil) (Z, <) separable = (Z, <) numerablemente acotado.

iv) No es cierto el reciproco para ninguna de las implicaciones (i), (ii), (iii)
anteriores.

v) (Z, <) separable y sin huecos = (Z, <) perfectamente separable.

Demostracion

(i) Esta visto en la Proposicion 1.

(i) Sea D correspondiente al hecho de que Z sea perfectamente separable.
Decimos que un elemento x de Z es un antecesor con respecto a D, si
existe d en D con x < d, yno existe yen Z con x < y < d.

Decimos que un elemento x de Z es sucesor con respecto a D, si existe
den Dcond< x,ynoexiste yen Zcond <y < Xx.

Llamemos D* = D U {x; x antecesor para D} U{x; x sucesor paraD}
D* es numerable, por serlo D.

Veamos ahora que D* corta a todo abierto basico no vacio (a,b) en
(Z, <). En efecto:

Dado (a, b) abierto basico no vacio, tomemos x en (a, b). Supuesto que
x ¢ D*,y, por tanto x ¢ D, tenemos:

- (1) Si b no esta en D, por ser Z perfectamente separable hay un
elemento de D en (x,b).

(2) Si b esta en D, como x no es antecesor para D, existird z en x
con x < z < b. Si z esta en D, el problema esta resuelto.

Si z no estuviese en D, el problema también estaria resuelto, pues por
(1) encontrariamos un elemento de D en (x, z).

En definitiva, en (a, b) encontramos siempre algin elemento de D. Por
tanto, D es denso y numerable, y Z es asi separable. -
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(iii) Sea D numerable y topologicamente denso en (Z, <). Suponemos ade-
mas que hemos incluido en D (si existen, ya que pueden no existir) el
primer elemento de Z y el Gltimo elemento de Z.

(iv)

Dado x en Z, pero no en D, es obvio que (x,—), y (~—,X) son no
vacios, luego por densidad de D, existe d; en D N (x,—), y también
existe dy en D N (—,x). Asi, di < x < d3, y Z es numerablemente
acotado.

1.

2.

Sea Z = {0, 1}, con el orden “ < ”, dado por 0 < 1. Es obvio que
Z es perfectamente separable, pero no es fuertemente separable.

Sea Z = Rx {0, 1} con el orden lexicografico (esto es:(a, b) < (c,d)
sia<c,obiena =c, b =0,d = 1). Notese que el conjunto
0 x {0,1} es denso y numerable en Z. Por tanto, Z es separable.
Z no es perfectamente separable, pues si lo fuera, existiria D
subconjunto numerable de Z tal que, para todo niimero irracio-
nal p, en el intervalo cerrado [(p, 0), (p, 1)] de (Z, <) habria algin
elemento de D. Pero esto es imposible, pues el conjunto de los
numeros irracionales no es numerable.

. Sea Z = RZ?, con el orden lexicografico. Z es numerablemente

acotado (pues, por ejemplo Q x Q acota numerablemente a Z).
Sin embargo, Z no es separable. Si existiese D numerable denso,
al no ser vacio el intervalo abierto ((p,0), (p, 1)) en (Z, <), para
ningun p irracional, en cada uno de tales intervalos deberia haber
algn elemento de D.

Pero, de nuevo, tal situacion no es posible, al no ser numerable
el conjunto de los niimeros irracionales.

(v) Sea D conjunto numerable denso en (Z, <). Sean a, b dos elementos
de Z, con a < b. Como (Z, <) no tiene huecos, el intervalo (a,b) es
no vacio. Asi, por densidad, habra algin elemento de D en (a,b), y, a
fortiori, en [a,b].

Asi que Z es perfectamente separable.

Nota:

A partir de (v), podemos afiadir una equivalencia mas a las de la propo-
sicion 1, resultando (Z, <) separable y sin huecos & (Z, <) es perfectamente
separable y sin huecos. .

Proposicion 3

Sea (Z, <) una cadena en la que se considera la topologia del orden.
Entonces, son equivalentes:

i) (Z, <) es topoldgicamente conexo.

ii) (Z, <) es orden—completo, y no tiene huecos.
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Demostracion

(i) = (it) Supongamos que existiesen a,b en Z, con a < b, y (a, b) vacio.

Entonces, Z = (—, b) U (a, —) seria una particion de Z en abiertos no
vacios, luego Z no seria conexo. Concluimos asi que Z no tiene huecos.

Sea ahora un subconjunto 4 de Z, acotado superiormente. Si no existe
cota superior minima de A4, el conjunto B = {ben Z; b es cota superior
de A} es abierto, ya que, dado b en B, al no ser b cota superior minima
de A, existe otra cota superior ¢ (que a su vez estara en B), siendo
¢ < b. Asi (¢,—) es un entorno de “b”, integramente contenido en B,
luego B es abierto. Por otra parte, si x es un elemento que no esta
en B, entonces x no es cota superior de A4, luego existe “y” en A4 con
x < y, y por tanto (—,y) es un entorno de x integramente conteni-
do en el complementario de B. Asi, este complementario es también

abierto. Como, tanto B como su complementario resultan no vacios,

~Z no seria conexo. Contradiccion.

(i) = (i) Si Z no fuese conexo, se podria descomponer como union disjun-

ta de dos abiertos 4 y B, no vacios. En tal caso, tomemos un elemento
ade A y un elemento b de B. Podemos suponer, sin perder generalidad,
que a < b. '

[I}]

Llamemos C = [a,b] N 4. C es no vacio, pues contiene a “a”, y esta
acotado superiormente por b. Luego, por la orden—completitud de Z,
existe una cota superior minima, “x” del conjunto C.

Si “x” estuviera en A4, por ser A abierto, existe un entorno (z,y) de
(13 2

x”, contenido en 4. Notemos que sera y < b, pues b no esta en A.
Como Z no tiene huecos, en (x, y) debe haber algun elemento de A.

Asi, podemos encontrar un a; en 4 con x < a; < b, luego x no seria la
minima cota superior de C. Con argumentos analogos, se deduce que
x no puede estar tampoco en B. Contradiccion. Por tanto, Z debe ser
conexo.

Antes de dar el principal resultado sobre cadenas que son representables

a través de una funcion de utilidad, necesitamos el siguiente lema previo:

Lema 4

Sea (D, <) una cadena numerable. Entonces (D, <) es representable por

una funcién de utilidad f : D — R. Ademas, puede conseguirse también
que f (D) esté contenido en Q.

Demostracion

El resultado es obvio si D es finito, asi que supongamos D infinito nu-

merable, D = {d,; n = 1,2,3,...}. En cada conjunto finito {dy,...,dn}
definiremos una funcion f5,.
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Asi, comenzamos declarando f,,(d;) = 1.
Tomamos a continuacion d. Si d; < d», declaramos f,,(d2) = 2, si es

dy < di, declaramos f,(d;) = —2. Tomamos ahora d3. Si es d; < d3, y
también d; < d3, declaramos f,,(d3) = 3. Si es d; > d3, y también dy > d3,
declaramos f,,(d3) = —3. En otro caso, declaramos

fn(d3) = (fn(d1) +fn(d2))/2.

En el caso general, dado dg, si diy es mayor segiin “ < ” que todos los ele-
mentos de la lista {d),...,dy_1}, declaramos f,,(dx) = k. Si es “menor” que
todos los de dicha lista, declaramos fn(dy) = —k.

Si no se da ninguna de las situaciones anteriores, tomamos de la lista
{di,...,dk_1} el elemento d,, “inmediatamente menor que d”, y el elemen-
to d, “inmediatamente mayor que d;”, y declaramos

. fn(dk) = (fn(dp) -‘|‘fn(dq))/2-

A partir del teorema de construccion transfinita (véase Dugundji, (1966),
p.40) se sigue la existencia de una funcion global f : D — R que coincide
con cada f,, sobre cada {di,...,d,}. Notese ademas que, por construccion
f(D) esta contenido en Q. Notese finalmente, también, que cada una de las
fn es una funcion de utilidad, por construccion, sobre {d Lyoos ,,} De aqui,
f es una funcion de utilidad deﬁmda sobre D. ~

Notas:

1) El hecho de representarlpr‘irherc‘) un éubconjunto numerable, para des-
pués extender la representacion a toda la cadena, es una idea que han
utilizado, por ejemplo, Debreu, (1959) y Jaffray, (1975a).

2) Con un procedimiento similar puede probarse que toda cadena nume-
rable es representable por una funcion de utilidad que tome imagenes
en el conjunto de niimeros racionales del intervalo (0, 1).

3) Otra prueba, tal vez mas directa, d({l lema anterior es:
Sea D = {dy,d3,...,dn,...}. ‘

Si D tiene primer elemento, suponemos, sin pérdida de generalidad,
que d; = inf D. Construimos la siguiente funcion acotada f :

f(dl) 0, fn= 3 (/K
{k dk Sdn}
Si D no tiene primer elemento, definimos f'(d1) =0, y

fU= Y /K (i dy <dp),

{k;d1<dp<dn}
f= Y (/K% (i dn<dy).
{kidn<dr<di} )
Una consecuencia interesante del lema 4 es:
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Corolario 5

El conjunto Q de los numeros racionales, con su orden natural heredado
de la recta real R, contiene isotonicamente a cualquier orden total que pueda
definirse sobre un conjunto numerable.

Podemos dar ya el principal resultado acerca de cadenas que son repre-
sentables mediante funciones de utilidad.

Teorema 6

Sea (Z, <) una cadena. Son equivalentes:

(i) Z es representable a través de una funcion de utilidad,

(i) Z es representable a través de una funcion de utilidad continua si en
(Z, <) se considera la topologia del orden,

(iii) Z es perfectamente separable.

Demostracion

(1) = (ii). Sea f : Z — R una funcion de utilidad.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f(Z) esta contenido en
el intervalo (0, 1). Diremos que x € Z es un “punto de salto” de f si
corresponde a uno de los tres casos siguientes:

(i) x es el primer elemento de Z; para todo y > x, (x,y) no vacio, y
f(@) £inf {f(2); z > x}
(i) x es el ultimo elemento de Z; para todo y < x, (x,y) no vacio, y
sup {f(2); z < x} £/(2)
(iii) x no es ni el primer ni el ultimo elemento de Z;
sup {f(2); z < x} #inf {f(z); z > x},

y ningln intervalo (x, y) 6 (a, x) es vacio.

El conjunto de puntos de salto es a la fuerza numerable. Si x es un
punto de salto, el salto correspondiente & x es

J(x) =inf {f(2); z > x} —sup {f(2); z < x}.
Consideremos ahora g : (Z, <) — R definida mediante
g(z) =1 () - > J(x)
{X<Z; X es un punto de salto}

Se tiene que g es también funcién de utilidad sobre Z. Ademas, g no
tiene puntos de salto. Por tanto, g es continua.
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(i) > (iii) Sea u : (Z, <) — R funcion de utilidad, (de hecho, para pro-
bar (ii)=> (iii) no hace falta la continuidad de ). #(Z) es un subespacio
métrico de R. R es separable y métrico, y la propiedad “ser separable”
es hereditaria en espacios métricos, asi que u(Z) es separable. Sea D
denso y numerable en u(Z).

Consideremos ademas los conjuntos
A(Z) = {aen Z; existe b enZ con (a, b) vacio },

y B(Z) = {ben Z; existe a en Z con (a,b) vacio }.

Notemos que tanto A(Z) como B(Z) son conjuntos numerables, pues,
por ejemplo, para cada a de 4(Z), tomamos un intervalo (&, b) vacio, y
elegimos un racional (distinto en cada caso) en el intervalo(u(a), u(b))
de R.

Sea
D* = DUu(A(Z)) Uu(B(Z))U

U{ primero y dltimo elementos de Z, si existen}.

Consideremos ahora a,b en Z, con a < b. Si (a,b) no es vacio, el
intervalo (u(a), u(b)) en u(Z) tampoco es vacio, luego debe contener
alglin elemento de D. Si (a, b) es vacio, entonces, por ejemplo, a esta
en A(Z). Se concluye asi que u~!(D*) corta a todo intervalo cerrado
[a,b], con a < b, de (Z, <). Luego (Z, <) es perfectamente separable.

(i) = @)
Supuesto Z perfectamente separable, sea D conjunto numerable tal
que corta a todo intervalo cerrado [a, b], con a < b, de (Z, <).

Como en la Proposicion 2 (ii), afiadimos 4 D el conjunto de elementos
Z antecesores para D, el conjunto de elementos de Z sucesores para
D, y el conjunto formado por el primer y ultimo elemento de Z (si
existen). Obtenemos asi un nuevo conjunto D*, también numerable.

Consideremos una funcion de utilidad u: D* — QN (0, 1), construi-
da como en el lema 4. Veamos como extender 4 Z una tal funcion de
utilidad “u”:

Dado x que no esté en D*, consideramos
a(x) = supremo {u(d); d en D*, d < x,}
y b(x) = infimo {u(d); d en D*, d > x}.

Tales supremo e infimo existen, son nameros reales en (0, 1), y ademas
es a(x) < b(x). Para cada x elegimos un niimero real » con a(x) < r <
b(x), y extendemos “u” a “x” mediante u(x) = r. Notese ademas que
u(x) no coincide con u(d) para ninglin elemento de D*, pues si, por
ejemplo, es x < d, como x no es antecesor de D, existe algun elemento

de D en (x,d), y asi b(x) < u(d).
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Por ultimo, si x < y, y dado que en [x, y] debe haber algiin elemento
de D, se concluye facilmente que sera u(x) < u(y). Por tanto, u es una
funcion de utilidad que representa a (Z, <).

Notas:

1) Otras demostraciones anteriores, por diferentes métodos, de la equiva-
lencia “clasica” entre (i) y (iii) se deben a Milgram, (1939), Fishburn,
(1970), Krantz et.al., (1971) y Jaffray, (1975a).

' 2) Otros procedimientos similares de demostracion, empleando una
“utilidad inferior a(x)” y una “utilidad superior b(x)” aparecen en
Chateauneuf, (1987).

Corolario 7
(i) Si (Z, <) es fuertemente separable, entonces es representable por una
funcion de utilidad.

(i1) El orden lexicografico del plano no es representable a través de una
funcion de utilidad ya que, seglin la Proposicion 2, resulta una cadena
no perfectamente separable.

(iii) Si (Z, <) no tiene huecos, y es separable (en particular, si es conexo y
separable), es representable a través de una funcion de utilidad.

Acerca de propiedades relativas a la conexion, damos ahora un nuevo
resultado sobre representabilidad:

Teorema 8

(i) Sea (Z, <) una cadena numerablemente acotada y conexa por caminos.
Entonces, (Z, <) es separable.

(i) No es cierto lo anterior si sustituimos “conexo por caminos” por “to-
pologicamente conexo”.
Demostracion

(i) Elegimos un conjunto D que acota numerablemente a Z. No hay pér-
dida de generalidad en suponer D = {d;,d>,...,dn, ...} (numerable).

Elegimos, para cada k,/ € N, y supuesto ademas d; < d;, un camino
entre di y d;, esto es, una funciéon continua f%; : [0,1] — Z, con

Sii(0) = di; fru(1) =d;.

Tenemos asi un conjunto numerable de caminos.
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Para cada funcion f; consideramos

A = {fki(9); g € QNI[0, 1]}.

Cada conjunto Ay; es, de nuevo, numerable, y asi, el conjunto
D* =UAy; (k,l € N) es numerable.

D* es denso en (Z, <), ya que dado un abierto no vacio (a, b) en (Z, <),
como D acota numerablemente & Z, podemos encontrar dos elementos
dprydienDcond, <a<b<d.

El intervalo (a, b) no puede ser vacio, pues en otro caso, por continui-
dad de f%;, [0, 1] no seria conexo en R, al quedar descompuesto en los
abiertos relativos, disjuntos,

A=f'(—=b), yB=fg'(a—).

Asi, de nuevo por continuidad de f;, f k‘,l(a, b) es un abierto relativo
en [0, 1], luego debe contener algiin nimero racional g. Por 0ltimo,
fri(q) esta en D* N (a,b).

(ii) Sea el plano R? con el orden lexicografico. “Completamos” R? de la
siguiente manera: a cada recta vertical {(k,y); k fijo,y € R}, le
afiadimos dos puntos “extra” que denotaremos (k, —o0 ) y (k, +o0).
Ademas, seguimos “manteniendo el orden lexicografico”, entendiendo
que —o < a < +oo, para todo numero real “a”, y asi (x,r) < (y,5)

SixX<yox=y, r<s.

Denotando (Z, <) al plano “completado”, con el orden “lexicografico
ampliado” que asi resulta, notemos que (Z, <) es orden—completo, y
sin huecos, luego por la Proposicion 3 es topologicamente conexo.

Sin embargo (Z, <) no es representable por una funcién de utilidad,
pues si lo fuese, por restriccion 4 R? el plano con el orden lexicografico
también lo seria.

Nota:

En (ii) se ha usado la idea de meter una cadena dentro de otra cadena
que tenga mejores propiedades (por ejemplo, una orden—completa).

La idea (obtencion de propiedades de una cadena estudiando las de una
cadena “mejor” que la contenga) puede consultarse en el trabajo de Cohen
y Girard, (1971). Estos autores estudiaron propiedades de un espacio preor-
denado mediante la inclusion del mismo en otro sin huecos.

Terminamos con un cuadro que muestra las principales interdependen-
cias entre los conceptos que han ido apareciendo:



Numerablemente acotado,|
y conexo por caminos

Topologicamente conexo

Dedekind completo,
y sin huecos

¥

Fuertemente separable

Perf. Separable

Separable

Num. Acotado

3

3

Perf. Separable y
sin huecos

Representable por una
funcion de utilidad

3

3

Separable, y sin huecos

Representable por una
F. de utilidad continua

1A 4
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