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INTRODUCCIÓN Y NOTACIONES 

Este trabajo trata de exponer de modo sistemático dos de los principales 
métodos de introducción de nuevas propiedades en un espacio de Banach, 
E, El primero, que podemos llamar método homológico, se basa en comparar 
el comportamiento de distintas clases de operadores sobre E. El segundo, o 
método conjuntista, consiste en establecer algún tipo de relación no trivial 
entre diferentes clases de subconjuntos de E. Desde luego, ambos métodos 
están íntimamente relacionados, a menudo por medio de un interesante teo­
rema. A título de ejemplo, consideremos las siguientes situaciones: 

- La propiedad E tiene dimensión finita, se puede caracterizar por el 
hecho de que en E coinciden los subconjuntos acotados con los re­
lativamente compactos (Teorema de Riesz), y también porque todo 
operador lineal continuo sobre E, es compacto. 

- La propiedad E es reflexivo, se puede caracterizar por la coincidencia 
sobre E de los conjuntos débilmente relativamente compactos con los 
acotados, y también por el hecho de que todo operador Hneal continuo 
sobre E es débilmente compacto. 

A lo largo del trabajo, veremos que la mayor parte de las propiedades 
interesantes de un espacio de Banach, admiten una formulación análoga a la 
que hemos utihzado en los dos ejemplos triviales anteriores. Gran parte de 
los resultados que expondremos son conocidos, aunque quizá no lo sea tanto 
su organización y presentación. Hemos preferido incluir demostraciones de 

* Trabajo realizado bajo los auspicios de la Ayuda DGICYT PB88-0141. AMS-MOS 
1980 Subject Classification 46B20, 46B25, 47D30. 



84 FERNANDO BOMBAL 

los resultados más importantes, incluso las que no son originales, tanto pa­
ra ilustrar las técnicas más destacadas en el área, como por comodidad del 
lector. 

En cuanto a notaciones, hemos procurado utilizar las habituales en la 
teoría de espacios de Banach, como las que aparecen en [LT], [DS] o [D]. 
En cualquier caso, E y F denotarán espacios de Banach reales, B{E) la 
bola unidad cerrada de £* y S£ {E, F) el espacio de todos los operadores, 
(=apUcaciones Hneales continuas), de E en F, aunque, como es habitual, 
denotaremos por E* el dual topológico S£(£',K) de E. Si G es un subcon-
junto de E*, designaremos por a(E,G) la topología inicial en E para los 
elementos de G. En general, supondremos siempre identificado E aun sub-
espacio del bidual E**, por medio de la inyección canónica Q : E —> E**. 
Designaremos por [A], co(A) y coe(A), respectivamente, la envoltura Hneal, 

CX) 

convexa y absolutamente convexa de A. Recordemos que una serie ^ Xn en 

E se llama débilmente incondicionalmente de Cauchy, (d.i.c. por abreviar), 
si para todo elemento x* e E*, la serie numérica 

i : \x\Xn)\ 
n=\ 

es convergente, (o equivalente, si el conjunto 

< 2] x„ : (T Ç N, finito > 
Knea ) 

es acotado en E. Véase [D], Th. V. 6). El símbolo • indicará el final de una 
demostración. Finalmente, utilizaremos con frecuencia el llamado teorema 
de dicotomía de Rosenthal. (Véase, por ejemplo, [D], Ch. XI): Toda sucesión 
acotada en un espacio de Banach, contiene una subsucesion débilmente de 
Cauchy, o bien una subsucesion equivalente a la base canónica de l\. 

I. El método homológico 

Este método, iniciado por Grothendieck con su peculiar visión funtorial 
de las matemáticas, se basa en el siguiente esquema general: Sean 0, <D dos 
clases de operadores entre espacios de Banach, (de modo que %{E, F) desig­
ne un subconjunto de S£(£', F), para cada par E, F de espacios de Banach), 
y "ë una clase de espacios de Banach. Diremos que E tiene la propiedad 
P(0,<5;^), y escribiremos E e P(0,<D;^), si 

(*). ®(E, F) Ç €)(£', F), para todo F e"^. 

(Cuando % sea la clase de todos los espacios de Banach, suprimiremos 
su mención). Naturalmente, la propiedad tendrá interés si la inclusión (*) 
no se verifica trivialmente para todo E. 
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Habitualmente, las clases 0 y €> tienen alguna estructura y, más concre­
tamente, son lo que se llama un ideal de operadores, es decir, verifican las 
propiedades: 

(11) IdKe%{K,K), 

(12) Si T, S e @(E,F), entonces T +S e ®iE,F), 

(13) Si r € S£(£'o,^), 5" G 0 ( ^ , F ) y i? G S£(F,Fo), entonces 

RoSoT G0(£'o,Fo). 

Se deduce entonces que 0(i?, F) es siempre un subespacio vectorial de 
^(E,F) que contiene a los operadores de rango finito. 

Un ideal de operadores se llama suprayectivo, si para toda suprayec-
ción P G i£(E,Eo) y todo S e ^{EQ,F\ de S O P G @(E,F) resulta que 
Se&(Eo.F). 

Con estas notaciones, resulta: 

I. l Proposición. 

Sean & y ^ dos ideales de operadores y% una clase de espacios de 
Banach. Se tiene: 

a) La propiedad P(&, Q>\%} es invariante por isomorfismos topológicos y 
se conserva por el paso a subespacios complementados y por productos 
finitos. 

b) Si Q> es suprayectivo, P ( 0 , Q>,%) es estable por cocientes y subespacios 
cerrados. 

Demostración: 

a) Veamos por ejemplo que P ( 0 , flD;'ë) es estable por productos finitos: 
Sean 

J ? I , . . . , Í ? „ G P ( 0 , <&;^), E = Eix...xEn, 

Ij la inyección canónica de Ej en E y nj : E —> Ej la proyección 
canónica. 

Entonces 

n 

7 = 1 

Si F G ^ y r e %iE, F), entonces 
n 

T = ^ T o Ij oTtj. 
7=1 
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Como 
Tolje %{Ej, F) ç ^{Ej, F), 

resulta T e (¡>iE,F), y E e P(0 , <D;^). 

b) Sea EeP(®. O;^ ), M un s.v. cerrado dtE^F e%yT e ®{E/M, F). 

Sin : E —^ E/M es la proyección canónica, resulta 

To7ie®(E,F) £^(E,F). 

Por ser $ suprayectivo, se deduce entonces que T G <!>(E/M, F). Así 
pues, £ / M G P ( 0 , $ ;^) . i 

A fin de dar ejemplos concretos del método homológico, vamos a recordar 
algunas definiciones y fijar algunas notaciones: Un operador T e ^(E,F) 
diremos que es 

- (débilmente) compacto si T(B(E)) es (débilmente) relativamente com­
pacto. 

- Dunford-Pettis (o completamente continuo) si T transforma sucesio­
nes débilmente de Cauchy en sucesiones convergentes en norma. 

- Dieudonne si T transforma sucesiones débilmente de Cauchy en suce­
siones débilmente convergentes. 

- Incondicionalmente convergente si T transforma series d.i.c. en series 
convergentes en norma. 

Denotaremos por 

%(E,F), "W^iE^F), %9{E,F), %{E,F) y 3{E,F) 

las clases de los operadores compactos, débilmente compactos, de Dunford-
Pettis, de Dieudonne e incondicionalmente convergentes de E en F, respec­
tivamente. Se tiene entonces la siguiente relación: 

(*) ^{E.i^)^^|f ; ^ ] ^ a ( ^ . F) C 3iE, F) c '£(E,F). 

Todas las inclusiones resultan inmediatamente de la definición, salvo 
quizá la %{E,F) c 3{E,F) que, teniendo en cuenta que toda subserie de 
una serie d.i.c. verifica el criterio de Cauchy para la topología débil, es con­
secuencia inmediata del teorema de Orlicz-Pettis ([D], Ch. IV). 

Por otro lado, las inclusiones anteriores son, en general, estrictas, como 
muestran los siguientes ejemplos: 
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- Si E = F = I2, l^ identidad en E es débilmente compacto, pero no es 
Dunford-Pettis ni, por tanto, compacto. 

- Si £• = F = /i, la identidad en E es Dunford-Pettis (lema de Schur!), 
pero no débilmente compacto ni, por tanto, compacto. 

- Si E = F =: LiQO, 1]), la identidad en E es un operador de Dieudonné 
(por ser E débilmente secuencialmente completo), que no es débil­
mente compacto (pues E no es reflexivo) ni de Dunford-Pettis, (por 
ejemplo, la sucesión/„(0 = SQnlnnt converge débilmente a O en J?, 
pero no en norma). 

- Si £' = F = Co, la identidad en E es un operador que no es incondi-
cionalmente convergente (la serie X^« es d.i.c, pero no converge en 
norma.) 

Para probar que, en general, 3) (E, F) 7̂  3(E, F), nos será útil el siguiente 
resultado, que es consecuencia inmediata de [D], Ch. V, Cor. 7: 

1.2 Proposición. 

Sea ^Xn una serie d.ix, en E tal que existe s > O de modo que \\xn II ^ s 
para todo n. Entonces existe una subsucesion (jk) de (xn) que es equivalente 
a la base canónica de CQ. 

1.3 Corolario (Pelczynski, [P2], lemma 1.3.1). 

Si T ^ 3(E,F), existe un subespacio vectorial M de E, isomorfo a CQ, 
tal que la restricción T\j^ es un isomorfismo topológico. 

Demostración. 

Sea X^« ^^^ serie d.i.c. en E tal que X T(zn) no converge en norma. 
Entonces existe un e > O y dos subsucesiones estrictamente crecientes de 
enteros, (pj), (qj), con pj < qj, de modo que 

^ £, para todo 7. E T{Zn)\ 
I ^=PJ I 

Si ponemos xj = E ^«^ claramente ^xj es d.i.c. y | | r(x/) | | ^ s para 
n=pj 

todo 7, luego también 

Ikyll ^ ^/\\T\\ para todo 7. 

Aplicando dos veces la proposición 1.2, obtenemos una subsucesion (jk) de 
(xj) tal que tanto (yk) como (Kjk)) son equivalentes a la base canónica de 
co> Claramente, la restricción de T a M = [y;̂  : A: E N] es un isomorfismo 
topológico.l 
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1.4 Corolario. 

Si E o F no contienen copias de CQ, ^(E,F) = 3(E,F). 

1.5 Corolario (Bessaga—Pelczynski). 

E no contiene un subespacio isomorfo a CQ si y sólo si toda serie d.i.c, 
en E, converge en norma. 

James construyó un espacio de Banach separable / que es isométrico 
a /**, pero no reflexivo (véase, p. ej., [LT], ex. I. 1. d. 2). En particular, 
/ no puede contener copias de CQ, luego / / € 3(J,J) por el corolario 1.4. 
Como / no es reflexivo, no es débilmente secuencialmente completo, luego 
ij^%(j,jy 

Una vez comprobado que las inclusiones en (*) son, en general, estrictas, 
podemos aplicar el esquema general indicado al principio de la sección para 
definir algunas propiedades de espacio de Banach. Antes de ello, a fin de 
aplicar los resultados generales de la proposición I.l, nos será útil conocer 
un poco más la estructura de las clases de operadores introducidas hasta 
ahora. Para ello, necesitaremos el siguiente lema, que también nos será de 
utilidad más adelante. 

1.6 Lema (Grothendieck). 

Sea K un subconjunto de un espacio de Banach E. Si para cada e > O 
existe un subconjunto (débilmente) compacto KQ de E tal que K ^ K^ -\-
8B(E), entonces K es (débilmente) relativamente compacto. 

Demostración. 

Véase, por ejemplo, [D], Ch. XIII, Lemma 2.1 

1.7 Teoremia. 

a) Las clases %, ̂ W^9í)S^, % y S son ideales de operadores, cerrados en 
la norma usual de S£. 

b) %, y'^T^son suprayectivos, mientras que %&, % y 3 no lo son. 

Demostración. 

a) Que las clases consideradas son ideales de operadores, resulta inme­
diatamente de las definiciones. Para probar que son cerrados, consideremos, 
por ejemplo, el caso de 3 : Sea (r„) una sucesión en 3{E, F) que conver­
ge en ^£(E, F) a un operador T. Para demostrar que T € 3(E, F), bastará 
probar que siempre que S x „ sea una serie d.i.c. en E, ||r(x,2)|| converge 
a 0. Como (r(x„)) converge débilmente a O, sólo tenemos que probar que 
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K — {T{xn) : n G N} es relativamente compacto en norma. Para ello, dado 
8 > O tomemos un A: G N tal que || T - 7^ || ^ fi/M, siendo M una cota 
para i|x„||. Entonces K^ - {Tkipcn) : n G N} es relativamente compacto en 
norma, y 

K^Ks+sB{F), 

por construcción. El lema 1.6 termina la demostración. 
Los otros casos son análogos. Por ejemplo, si T G S£(i5',F) es límite de 

operadores de 3)^ (resp., 2)) y (x„) es una sucesión débilmente de Cauchy 
en E, basta probar, razonando como antes, que K — {T{xn) : n G N} es 
relativamente compacto (resp., débilmente relativamente compacto). 

b) Que % y^^^son suprayectivos, resulta de que toda suprayección P G 
S£(£',£'o) es abierta. Por tanto, si S e^iEo.F) es tal que S o P G ^(E,F) 
(Tesp.,'W^(E,F)), S transforma el abierto P(B(E)) en un conjunto (débil­
mente) relativamente compacto, luego S es (débilmente) compacto. 

Por otro lado CQ, como cualquier espacio de Banach separable, es un 
cociente de h (véase, p.e., [D], p. 73), y por tanto existe una suprayección 
P de /i sobre CQ. Si tomamos como S la identidad en CQ, resulta que S o P 
pertenece a 2) 9̂  (pues en /i coinciden las sucesiones débilmente convergentes 
con las convergentes en norma), y por tanto a 2) y a J . Sin embargo, S no 
pertenece a ninguna de estas clases.! 

Pasemos ahora a utilizar el esquema general que hemos establecido al 
comienzo de esta sección. Por ejemplo, si tomamos 0 = S£, las propiedades 
P(0, €>) que resultan al considerar como €> cada una de las clases considera­
das anteriormente (que se deducen del hecho de que la identidad pertenezca 
a <t), son las siguientes: 

- E e P(S£, 3C) si y sólo si E tiene dimensión finita. 

- E e P{^,^W^ si y sólo si E es reflexivo. 

- J? G P(S£, 2SP) si y sólo si en E coinciden las sucesiones débilmen­
te convergentes y las convergentes en norma, es decir, E verifica el 
conocido lema de Schur para /i. Se dice que E es un espacio de Schur. 

- E e P(%%) si y sólo si toda sucesión débil de Cauchy en E es dé­
bilmente convergente, es decir, E es débilmente secuencialmente com­
pleto. 

- E e P(S£, 3) si y sólo si E no contiene copias de CQ (Corolario 1.5). 

El resto de la sección estará dedicada a la discusión y algunos ejemplos de 
las propiedades que se obtienen al considerar las demás elecciones no trivia­
les para 0 y <I>. Comencemos con la propiedad quizá más exhaustivamente 
estudiada: 
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1.8 Definición (Grothendieck [G]). 

Se dice que E tiene Id, propiedad de Dunford-Pettis (PDP para abreviar) 
ÚEePCWr%9y 

Algunas de las formulaciones equivalentes de la propiedad de Dunford-
Pettis se recogen en el siguiente teorema: 

1.9 Teorema. 

Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes: 

a) E tiene la propiedad de Dunford-Pettis. 

b) Todo operador débilmente compacto sobre E, transforma conjuntos re­
lativamente compactos en conjuntos compactos en norma. 

d) Si (xn) converge débilmente a O en E y {x*^ converge débilmente a O 
en E*, entonces lim xtixn) — 0. 

« — 0 0 

e) Toda sucesión débilmente convergente en E, converge uniformemente 
sobre todo conjunto débilmente relativamente compacto de E*. 

Demostración. 

La equivalencia de (a) y (b) resulta de que, como se comprueba fácil­
mente, un operador es de Dunford-Pettis si y sólo si transforma conjuntos 
débilmente compactos en conjuntos compactos en norma. 

{d) ̂  (c) es trivial. Para ver que (c) ̂  {d)y sean (x„) y (x* ) sucesiones 
débilmente nulas en E y E*, respectivamente. La fórmula T{pc) — (x*^{xy) 
define un operador lineal de £" en co, débilmente compacto, pues 

r(B(c*o)) Ç cüe{x; :neN}. 

luego, por hipótesis, 

lim |x*(x„)| ^ lim \\T(Xn)\\ =0. 

(d) =̂  (e) : Sea (x„) débilmente nula y K ^ E* débilmente relativamente 
compacto. Si (x„) no converge a O uniformemente sobre K, existe £ > O y 
una sucesión (x^) ç K tales que |x]^(x„)| ^ a, para todo n. Por la hipótesis 
sobre K, podemos suponer que (x^) converge débilmente a un x* € £'*. Si 
ponemos y*^ = x%- x*, la sucesión (y^) es débilmente nula, y 

\yn(Xn)\ ^ K(Xn)\ - k*(x^)| ^S- |x*(x«)| ^ g/2. 

para n suficientemente grande, lo que contradice (d). 
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Finalmente, probemos que (e) ̂ ^ (a) : Sea T e'WXE, F) y (xn) débilmente 
nula en E. Entonces 

| |r(x,)| | = sup {\y\nxn))\ : y* e 5(F*)} = 
= sup {\z\xn)\ : z* e r(B(F*))}. 

que converge a O, pues T*{B(F*y) es débilmente compacto por el teorema 
de Gantmacher ([DS], VI. 4. 8).i 

1.10 Proposición. 

a) La PDP se conserva por isomorfismos topológicos, productos finitos y 
paso a subespacios complementados, 

b) Un espacio reflexivo con la PDP es de dimensión finita, 

c) Si E* tiene la PDP, entonces E también la tiene. 

Demostración. 

(a) resulta de la proposición I.l. Si £" es reflexivo, la identidad IE € 
^^ÍV\E, E) y B(E) es débilmente compacto. Por tanto, si E tiene la PDP, 
por 1.9(b), IE(B(E)) = B(E) es compacto en norma, luego E es de dimen­
sión ñnita. (c) resulta inmediatamente de I.9(d).i 

1.11 Observaciones y ejemplos. 

a) Todo espacio de Schur tiene la PDP. 

b) De 1.10(c), resulta entonces que co tiene la PDP, pues CQ K l\ es un 
espacio de Schur. 

c) En general, Grothendieck probó en [G] que todo espacio de tipo C{K) 
ó Li(/i) tiene la PDP. 

d) Stegall ha construido en [S] un espacio E de Schur tal que E* no tiene 
la PDP, lo que prueba que el recíproco de 1.10(c) no es cierto. 

e) La PDP no se hereda, en general por cocientes: h no tiene la PDP 
por 1.10(b) y, como todo espacio de Banach separable, es isomorfo a 
un cociente de l\ • 

Las dos siguientes propiedades fueron también introducidas por Gro­
thendieck. 
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1.12 Definición (Grothendieck [G]). 

Sea E un espacio de Banach. 
a) Se dice que E tiene la Propiedad recíproca de Dunford-Pettis (PRDP 

para abreviar) úE e P{%9, ""W^. 

b) Se dice que E tiene la Propiedad de Dieudonné (PD para abreviar) si 

1.13 Proposición. 

a) Tanto la PRDP como la PD son estables por isomorfismos topológicos, 
productos finitos, paso a subespacios complementados y a cocientes en 
general, 

b) Si E no contiene copias de l\, posee la PRDP y la PD. 

c) Si E tiene la PD y F es débilmente secuencialmente completo, todo 
operador de E en F es débilmente compacto. 

Demostración. 

(a) resulta de I.l, teniendo en cuenta que""^^ es suprayectivo. Del teo­
rema de dicotomía de Rosenthal (véase la introducción) resulta que si E 
no contiene copias de l\, toda sucesión acotada en E posee un subsucesión 
débilmente de Cauchy. Por tanto, todo operador de Dieudonné sobre E es 
débilmente compacto, lo que prueba (b). Finalmente, si F es débilmente 
secuencialmente compacto, es obvio que S£(E,F) = %(E,F), de donde 
resulta (c).i 

1.14 Observaciones y ejemplos. 

a) De la definición resulta claramente que la PD implica la PRDP. Sin 
embargo, no se conocen ejemplos de espacios de Banach que muestren 
que ambas propiedades son distintas. 

b) De 1.13(c) resulta que un espacio débilmente secuencialmente com­
pleto tiene la propiedad de Dieudonné si y sólo si es reñexivo. En 
particular, Li([0,1]) no posee la PD. Es fácil ver que tampoco posee 
la PRDP (una proyección sobre un subespacio isomorfo a /i es un 
operador de Dunford-Pettis, no débilmente compacto.) 

c) Grothendieck probó en [G] que todo espacio de tipo C(IC) tiene la 
PD. En particular, de 1.13(c) resulta entonces que todo operador T 
de un C(K) en un espacio débilmente secuencialmente completo, es 
débilmente compacto. Este resultado de Grothendieck, fue extendido 
por Pelczynski, como veremos más adelante. 

Las dos propiedades que vamos a tratar a continuación, creemos que 
fueron introducidas por primera vez en [Bl]: 
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1.15 Definición. 

Sea E un espacio de Banach: 

a) Se dice que E tiene la Propiedad S\ (PS\ para abreviar) si E e 
p{%, %9y 

b) Se dice que E tiene la Propiedad S2 ÇPS2 para abreviar) si E e 
7(53^). 

1.16 Proposición (Bombai [Bi]). 

a) Tanto la PS\ como la PS2 son estables por isomorfismos topológicos, 
productos finitos y paso a subespacios complementados. 

b) Para un espacio de Banach E son equivalentes: 

(i) E es de Schur. 

(ii) E verifica PS2 y no contiene copias de CQ. 

(iii) E verifica PSi y es débilmente secuencialmente completo. 

Demostración. 

(a) resulta de I.l, y (b) de que las tres afirmaciones son equivalentes a 
que todo operador sobre E sea de Dunford-Pettis.i 

1.17 Observaciones y ejemplos. 

a) Obviamente, PS2^ PSi^ PDP. Ninguna de las dos implicaciones 
se puede invertir. En efecto, Li([0,1]) es débilmente secuencialmente 
completo, pero no de Schur, luego por 1.16(b) no tiene la PSi, aunque 
sí la PDP. Por otro lado, en [BD] se construye un espacio separable E 
con la PDP, que no tiene copias de CQ ni de /i, luego por 1.16(b), E no 
tiene la P5'2. Como E tiene la PD y la PDP, resulta que E tiene la 
PSi. 

b) Los espacios de tipo C(IC) tienen la, PSi y la PS2. 

c) Ni PSi ni PS2 se heredan, en general, por cocientes: /i tiene la PS2, 
y por tanto la PSi, pero I2, que es isomorfo a un cociente de / i , no 
tiene ninguna de estas propiedades, como resulta de 1.16(b). 

1.18 

Volviendo al esquema general desarrollado al comienzo de la sección, re­
sulta que, con respecto al cuadro (*) de la pág. 4, nos quedan por tratar los 
siguientes casos (para é la clase de todos los espacios de Banach): 
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1. 0 = 5 y €> -""W: La propiedad P0TPÍ^ fue introducida por Pel-
czynski en [P2], con el nombre de Propiedad V (PV para abreviar). 
Obviamente, tiene las mismas propiedades de estabilidad que la PD, y 
la impUca, aunque es distinta de ella: El espacio / de James que consi­
deramos al final del corolario 1.5, tiene la PD (pues no contiene copias 
de /i) y la identidad Ij es incondicionalmente convergente (corolario 
1.4) y no débilmente compacto. Estudiaremos la propiedad V con más 
detalle en la próxima sección. 

2. ® =%9' y (Ù ='JÍ, Como consecuencia de un resultado no trivial de 
Odell, Rosenthal y Stegall (que probaremos en la próxima sección), se 
demuestra que E e P{%9, 3C) si y sólo si E no contiene copias de 
l\. Como 3C es supráyectivo, I.l proporciona entonces una sencilla de­
mostración de que la propiedad de no contener copias de l\ es estable 
por productos finitos y cocientes. 

3. 0 ^=FPí/^y <^ —%, Veremos en la próxima sección que E € PÇW7 ^0 
si y sólo si E^ es un espacio de Schur. 

4. % - 5 y <b ~%. Aparentemente, la propiedad P(5, 9 )̂ no ha sido 
estudiada sistemáticamente en la literatura aunque, por ejemplo, la 
llamada propiedad (u) de Pelczynski (véase [LT], II.I.e. 1) claramente 
la implica. Obviamente, la conjunción de esta propiedad con la PD es 
equivalente a la PV. En particular, resulta la siguiente extensión del 
corolario 4 de [Pl]: 

Si E tiene la PD y la Propiedad (u), entonces tiene la PV. 

Hasta ahora, hemos utilizado el esquema general tomando como % la cla­
se de todos los espacios de Banach. Sin embargo, hemos visto en en teorema 
1.9 que 

PC^ %9)=:PC^ %9; {co}). 

A continuación, vamos a ver otra propiedad que se puede "localizar" en una 
subclase propia % : 

1.19 Definición. 

Un espacio de Banach E se dice que es un espacio de Grothendieck o que 
tiene la propiedad de Grothendieck (PG para abreviar) si 

EeP&.'W; {co}). 

1.20 Proposición. 

a) La Propiedad de Grothendieck es estable por isomorfismos topológicos, 
productos finitos, paso a complementados y a cocientes en general. 

b) Para un espacio de Banach E, son equivalentes: 
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i) E es un espacio de Grothendieck. 
ü) En E* coinciden las sucesiones (j{E*,E) convergentes con las 

débilmente convergentes, 
iii) Para todo espacio separable F, ^(E,F) —^^^{E,F). 

c) Sea E un espacio de Banach con la PV. Entonces E es de Grothen­
dieck si y sólo si no contiene un subespacio complementado isomorfo 
a CQ. 

Demostración. 

(a) resulta inmediatamente de Ll. 

Veamos (b): (i)=>-(ii). Sea (x*) ç E* una sucesión o{E*,E)-mx\di. Como 
ya hemos visto antes, la fórmula T{x) = (x* (x)) define un operador de E 
en Co que, por (i), es débilmente compacto, y por tanto también lo es T* 
por el teorema de Gantmacher. En particular, 

{T*(en) : w G N} = {x; : n € N} 

es débilmente relativamente compacto, y el único punto débil de aglomera­
ción posible es el O, luego (x* ) converge débilmente a 0. 

(ii)=^(iii): Sea F separable, (y%) ç ^(F*) yTe "^(E^F). Como 5(F*) 
es cr(i5'*,£')--compacto y metrizable, podemos suponer que (y*^) es (T(F*,F) 
convergente. Por tanto, (r*(y*)) es (7(£'*,£')-convergente y, por (ii), dé­
bilmente convergente. Así pues, T*, y en consecuencia T, es débilmente 
compacto. 

(iii)=^ (i) es obvio. 

Si E es de Grothendieck y P es una proyección continua sobre un subes­
pacio M separable, entonces P es débilmente compacto y, por ser abierta, 
M es reñexivo, y por tanto no puede ser isomorfo a CQ. Recíprocamente, 
si E no es de Grothendieck, existe un operador T de J? en CQ que no es 
débilmente compacto. Como E tiene la PV, T ^ 3{E,co), luego por 1.3, 
existe un subespacio M de E, isomorfo a CQ, tal que la restricción T\j^ es un 
isomorfismo. Pero T{M) es entonces un subespacio isomorfo a CQ, contenido 
en el subespacio separable CQ- Un teorema de Sobczyk (véase, p. ej., [D], Ch. 
VII, Th. 4), muestra que existe una proyección continua Q : CQ —^ T{M). 
Es claro entonces que 

P={T\Mr'oQoT 

es una proyección continua de E sobre MM 

1.21 Observaciones y ejemplos. 

a) La demostración de la implicación (ii)i^(iii) de 1.19(b), muestra real­
mente que todo operador de un espacio de Grothendieck en un espacio 
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F tal que B(F*) sea (7{F*,F) secuencialmente compacta, es débilmen­
te compacto. 

b) Los espacios de Grothendieck fueron introducidos en [G]. Grothendieck 
demostró que si K es un compacto extremadamente disconexo, C{K) 
tiene la PG. En particular, /œ = C(fiN) es un espacio de Grothendieck 
y, por tanto, no posee ningún subespacio complementado separable. 

c) En [DSe] se prueba que si E es de Grothendieck, todo operador T no 
débilmente compacto sobre E fija una copia de h. En particular, todo 
espacio de Grothendieck no reflexivo, contiene una copia de / i . 

II. El método conjuntista 

Este segundo método general consiste, como dijimos en la introducción, 
en establecer relaciones no triviales de inclusión entre subconjuntos nota­
bles de un espacio de Banach. El esquema general es el siguiente: Sean ŜÇ 
y ^ dos clases de subconjuntos (de modo que 3f (£') y "^(E) serán cla­
ses de subconjuntos de E). Diremos que E tiene la propiedad pi^, ^ ) si 
'S€(E) çSg(£'). Naturalmente, la propiedad tendrá algún interés cuando la 
relación de contenido sea no trivial. Como en el caso del método homológico, 
habitualmente las clases consideradas tienen alguna propiedad adicional. En 
particular, estaremos interesados en las clases 3^ que verifican las siguientes 
propiedades: 

(Co) Para todo espacio de Banach E, S^(JE') ^ 0. 

(Ci) Si ^ , ^ G 3^(£'), entonces A+By AUB pertenecen a '^(E). 

(C2) 3^ es estable por aplicaciones lineales continuas. 

(C3) 3^ es estable por paso a subconjuntos. 

De (Co), (C2) y (C3) resulta que para todo x e E, {x} e ^(E). Si 
Ai e "MiEi) (i = 1,2), la fórmula 

Al xA2=Ji(Ai)+J2(A2) 

(donde / / son las inyecciones canónicas), muestra que 3^ es también estable 
por productos finitos. 

Por comodidad, llamaremos clase de tipo (C) a una que verifique las 
propiedades (Co) a (C3) anteriores. 

Diremos que una clase 3^ es inyectiva si para toda inyección (esto es, 
isomorfismo sobre la imagen) / : EQ —^ E, de J{B) e '^(E) resulta que 
B e 3^(JE'O)- Asimismo, diremos que 3^ es suprayectiva si para toda supra-
yección P : E —> EQ y para todo BQ € '3€{EQ), existe B e 'X(E) ted que 
P(B) = BQ. Con estas notaciones, resulta 
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II. 1 Proposición. 

Sean "M y"^ clases de tipo (C). 

a) La propiedad p(^,^) es estable por isomorfismos topológicos, pro­
ductos finitos y paso a subespacios complementados. 

b) Si "X es una clase suprayectiva, /?(3^, G) es estable por cocientes por 
subespacios cerrados, 

c) Si ^ es inyectiva, pÇ3€,^) se hereda por el paso a subespacios cerra­
dos arbitrarios. 

Demostración. 

(a) Probemos, por ejemplo, la estabilidad por productos finitos: Sean E\, 
E2 verificando /?(3^, ' ^ ) . Si 5 e "^{Ex x E2). entonces 

B Ç ni{B) X n2ÍB) e^{Ei x E2). 

b) Sea E con la propiedad /?(3^, ^ ) , P : E —^ EQ una suprayección y 
J?o € S^(£'o). Por la hipótesis, existe B e 3^(£') Ç "^(E) tal que 

Bo = P(B) e^iEo) por (€2). 

La demostración de (c) es totalmente análoga.! 

A continuación vamos a ver algunas situaciones concretas del método 
que acabamos de describir. En primer lugar, dado un espacio de Banach E, 
denotaremos por %(E), ^W^(E), ""W^iE) y %(E) las clases de los sub-
conjuntos relativamente compactos, débilmente relativamente compactos, 
débilmente condicionalmente compacto y acotados de E, respectivamente. 
Esto es, B pertenece a cada una de estas clases si y sólo si toda sucesión en 
B posee una subsucesión 

- convergente en norma (caso 3Í (£")), 

- débilmente convergente (caso^^^C^")), 

- débilmente de Cauchy (CSLSO'W^^ÍE)), 

- acotada (caso %{E)), 

Cada una de estas clases es claramente de tipo (C), estable por el paso 
a envolturas absolutamente convexas y cerradas (para"^^ es el teorema de 
Krein-Smulian, [DS] V.6.4; En II.9 daremos una demostración para el otro 
caso no trivial '^^^^), y verifican las relaciones 

(**) %{E) cTM^lE^ ç " ^ ^ € ( £ ' ) ç %{E), 
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Además, todas ellas son inyectivas, según se comprueba fácilmente. 51 y 3C 
son también suprayectivas. Esto resulta, por ejemplo, de que siP : E —• Ĵ o 
es una suprayección, por el teorema de selección de Michael existe una sec­
ción (p : EQ —^ E continua y homogénea (en general, no lineal), de modo 
que 

Po(p=lEoy(PÍBiE))£2B(Eo) 
(véase, p. ej., [H], §21C). 

Por el contrario, ̂ ^ ^ y "W^ no son suprayectivas. En efecto, si P : 
h —^ k es una suprayección, B(l2) es débilmente compacto y no compacto, 
luego no puede ser imagen por P de ningún subconjunto B €^^^^(/ i ) pues, 
por el lema de Schur,^%^^(/i) = %(h). 

Todas las demás clases que vamos a considerar en esta sección, están 
formadas por conjuntos acotados. Notemos que un subconjunto B £ E QS 
acotado si y sólo si toda sucesión (x'^) Q E* convergente a O en norma, 
converge uniformemente sobre B (a O, naturalmente). Por tanto, si conside­
ramos una familia E(£'*) de sucesiones en E* que contenga a las sucesiones 
convergentes a O en norma, la clase "^^(E) de los subconjuntos B ^ E tales 
que para cada {x*^ e ^(^*) se tenga 

{^ lim sup{|x;(x)| : x G ^ } = O 

estará formada por conjuntos acotados. Es obvio que "X^ÇE) verifica siempre 
(Co), (Cl) y (C3). Si además S es tal que para todo T e ^{E,F), 

rÇLiF*)) ç TiE*), 

es claro que S^s verifica también (C2), y por tanto es una clase de tipo (C). 
Esta es la idea general de las siguientes definiciones: Sea E un Banach. Un 
subconjunto B £ E diremos que es 

- Limitado (Kothe, 1938; Grothendieck, 1953), y escribiremos B e 
S£*(£'), si verifica (^ cuando 11(E*) son las sucesiones a(E*,Ey-mxlaiS 
dcE\ 

- Dunford-Pettis (Andrews, 1979) y escribiremos E e %9(E), si verifi­
ca (:jD cuando ^(E*) son las sucesiones débilmente (e.d., a(E* ,E''*)) 
nulas de E*. 

- (V*)(Pelczynski, 1962), y escribiremos B e^^*{E), si verifica {^ 
cuando £(£**) son las sucesiones tales que ^x*^ es d.i.c. en E*. 

Por lo visto anteriormente, cada una de estas clases es de tipo (C) y está 
formada por conjuntos acotados. Además, por la definición, se verifican las 
siguientes relaciones: 

(* * *) ^\E) Ç %9{E) cñT^iE) g %{E). 

En el siguiente teorema se recogen algunas útiles caracterizaciones de las 
últimas clases definidas, en términos de operadores: 
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II.2 Teorema. 

Sea E un espacio de Banach y B e ?h(E). 

a) ([SL]) Son equivalentes: 

i) BeÍE*(E). 
ii) T(B) es relativamente compacto, para cada T e ^(E,co). 

b) ([A]) Son equivalentes: 

i) B e %9{E). 
ii) Cualquiera que sea el espacio de Banach F, T{B) es relativamente 

compacto para cada operador T e'^W^ÇE, F). 

Hi) Igual que (ii), con F = CQ. 

c) ([B3], [E2]) Son equivalentes: 

i) B e^7r*(E). 
ii) Toda serie d,i,c. X-̂ w ^^ E* > converge absoluta y uniformemente 

sobre B, es decir, 

Jim sup < ¿ \x*^{x)\ : x G 5 > = 0. 
\n=m ) 

Hi) T(B) es relativamente compacto, para cada T e S£(E, l\). 

Demostración. 

(a). Como hemos señalado varias veces, existe una biyección entre las 
sucesiones {x*j^ que son a{E* ,E)-mx\diS y los operadores T G ^{E,CQ), da­
da por T{x) - (x*(x)) y X* = T*(en)- La equivalencia de (i) y (ii) resulta 
entonces de la siguiente caracterización ([DS], IV. 13.9): Un subconjunto 
acotado A £ CQ es relativamente compacto si y sólo si 

lim sup{|x„| : X = (x„) e A} =0, 
n—*oo j^ V i V j 

Pasemos a probar (b). (i)=^(ii): Supongamos T £'^^{E,F), Un impor­
tante resultado de Davis, Figiel, Johnson y Pelczynski ([DFJP)] establece 
que T se factoriza a través de un espacio reflexivo, lo que permite supo­
ner (y así lo haremos) que F es reflexivo. Desde luego, T{B) G^^^(F). Si 
T{E) ^ %(F), existirá una sucesión (x„) ^B,unô>OyunyeF tales 
que (T(xn)) converge débilmente a y, pero \\T(xn) - y\\ > ^ para todo n. 
Elijamos para cada n un 

j ; G BiF') tal que < T(xn) -y,yn>>ô' 
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Como F es reflexivo, pasando si es preciso a una subsucesión, podemos supo­
ner que (y*) converge débilmente a un cierto y* e F*. Por tanto, T*(y'¡^—y*) 
converge débilmente a 0. Por (i), resulta entonces 

O = lim < xn. r*o;- j*) > = lim < T(xn),y^-y* > -
n—»oo n—•00 

Pero también 

lim < Tipcn)-y, y* > = lim <y,yn-y* > = O, 
n—^c» n—»oo 

luego 

O = lim < T{xn). y*n-y* > + < Tixn^-y, y* > + 
n—•00 

+ <y>y* -y*n>= lim < r(x„) -y.y*„>> à, 
n—•oo 

que es una contradicción. 
(ii)z:>- (iii) es evidente. (iii)=>̂  (i): Sea (x* ) una sucesión débilmente nula 

de E*. Como vimos en el teorema 1.9, el operador T : E —^ CQ asociado, 
es débilmente compacto . Por la hipótesis, T{E) G 3C(co) lo que, según el 
criterio citado en la demostración de (a), equivale a que 

lim sup{|x^(x)| : x e B} —O, 

lo que prueba que B e %9(E). 
Finalmente, veamos (c). (i)=^ (ii): Sea X ^n ^^^ serie d.i.c. en E*. Si no se 

cumple (ii), existe s > O, una subsucesión/?! < q\ < p2 < ... < Pn < (¡n < - • • 
de enteros y una sucesión (x„) en B, tales que 

2 I4(xy)|>e. 
n=RJ 

Pero entonces existe un subconjunto aj de {pj,..., qj] tal que 

E 4(^7') >8 /4 . 

(Véase, por ejemplo [R], lemma 6.3). Si ponemos 

yj = E ^n' 

claramente 2 y} ^s d.i.c. en £**, y \yj{xj)\ > &/A, para todo y G N. 
La demostración de la equivalencia entre (ii) y (iii) es totalmente análoga 

a la (i)<:̂ (ii) de (a). Basta tener en cuenta la biyeccion existente entre 
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^(EJi) y las series d.i.c. de E*, que asocia a cada serie 2 ^n 1̂ opera­
dor definido por 

T(x) = (x*„(x)) G /i 

(véase [D], Ch. VII), así como el conocido criterio de compacidad en /i ([DS], 
IV. 13.3): Un subconjunto acotado A £ li es relativamente compacto si y 
sólo si 

< 2 \xi\ : X = {xi Jiim sup { 2^ \xi\ : X - {x¡) e A\-{). 

Obviamente, (ii)=^ (i).i 

II.3 Corolario. 

Sea "Muna cualquiera de las clases^*, %9 o"^*. 

a) "MiE) es estable por la operación de tomar envolturas absolutamente 
convexas cerradas, 

b) Sea B £ E, Si todo subconjunto numerable de B pertenece a §^(JE'), 
entonces B e "^(E). 

c) Sea B Çz E. Si para cada 8 > O existe B^ G ^^(J?) tal que 
B £ Be +sB(E), entonces B e "XiE). 

d) M no es inyectiva. 

Demostración 

Si r G S£(£',F) y i? Ç £", resulta que T(Wë(B)) g côê(T(B)). Por tan­
to, (a) se deduce de la caracterización dada en II.2 y de la estabilidad de % 
por envolturas absolutamente convexas cerradas. Análogamente, (b) resulta 
de II.2 y de la caracterización de % por sucesiones, (c) se deduce también 
de II.2 y de la correspondiente propiedad para % (véase lema 1.6). 

(d) Es bien conocido que 4© contiene una copia isométrica de cualquier 
espacio de Banach separable. Sea M £ loo un subespacio isométrico a /i . En­
tonces B{M) e'^W^Çloo ). Como loo es un espacio de Grothendieck (1.21(b)) 
y tiene la PDP (1.11(c)), 

S£(/oo, co) ^'W^iloo, co) Ç aS?(/oo, co), 

luego r ( ^ ( M ) ) € jfí(co), para todo T € S£(/oo ,co). De II.2 (a) resulta que 
5 ( M ) € S£*(/oo ). Sin embargo, 

5(/2)íSg*(/2)=3)^(/2) 

pues, por ejemplo, la inclusión canónica / de h en co es débilmente com­
pacta, pero JiBijii) no es relativamente compacto (la sucesión de vectores 
unitarios no posee subsucesiones convergentes en norma). 
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Sea ahora M Ç: loo un subespacio isométrico a /i. De nuevo por ser 4© 
un espacio de Grothendieck, se tiene que 

Sg(/oo, h) ^'W^iL , /i) = 3Í(/oo, h), 

luego B(M) e^^*iloo ). Sin embargo, de 11.2(c) resulta evidente que 

luego B(M) (« Bih)) no pertenece a '^*(M). i 

De II.2 resulta también inmediatamente que 

El siguiente resultado de Odell y Stegall permitirá establecer la cadena com­
pleta de inclusiones entre las clases que hemos definido. La demostración 
que vamos a dar se debe a Drewnowski ([DR]), quién la usó para probar que 

II.4 Corolario. 

Para todo espacio de Banach E, %9(E) ç "W^iE). 

Demostración 

Supongamos que existe 

B e %9{E)Xír^{E), 

Por el teorema de dicotomía de Rosenthal, existe entonces una sucesión 
{un) ^ B que es equivalente a la base canónica de l\. Definamos 

Si'.M = [un:neN]^U ([0,1]) = Loo 

por 

( 00 \ OO 

siendo r„(0 = sgn(sen(2'̂ 7cO) la n-sima función de Rademacher. Como 
quiera que las (r„) en Loo son equivalentes a la base unidad canónica de 
/i (véase, por ej., [D], Ch. IX, pág. 203), resulta que Si es un isomorfis-
mo topológico sobre su imagen. Pero todo operador sobre un subespacio, 
con valores en Z^ , se puede extender al espacio total conservando su nor­
ma (véase, p. ej., [LT], I., pág. 111), luego Si se extiende a un operador 
S : E —^ Loo. Notemos que (r„) es un sistema ortonormal en L2 y, por 
tanto, débilmente convergente a, 0. A fortioti, (r„) es entonces débilmente 
nula en Li ^ L*^ , luego la fórmula 
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R(f) = [¡frnf .feLoo 

define un operador débilmente compacto de Loo en CQ (véase el argumento 
de 11.2(b), (iii)=^ (i)). Entonces 

T = RoS : E —> CQ 

es débilmente compacto. Pero T(un) = e„, para todo n, luego T(B) ^ 3{̂ (co), 
lo que contradice II.2(b).i 

11.5 Observación. 

Notemos que L^ es isomorfo a loo ([LT] I, pág. 111) y, por tanto, tiene 
la PDP. Así pues, el operador R construido en la demostración anterior, 
es de Dunford-Pettis y hemos demostrado entonces que si E contiene una 
copia de lu existe T e 3)S?(L',co)\3C(L,co). Esto demuestra (d)i:»(a) del 
siguiente resultado, que anunciamos en la Sección I: 

11.6 Proposición. 

Para un espacio de Banach E, son equivalentes: 

a) E no contiene copias de l\. 

b) Eepi^.'W^). 

c) Para todo espacio de Banach F, %3'{E,F) - JC(E,F), es decir, 
E e P(3)S?, %). 

d) 3)SP(L,co) = jfí(^,co), es decir, E e P{%9, %\ {CQ}). 

Demostración. 

Sólo resta (a)=>-(b), que resulta inmediatamente del teorema de dico­
tomía de Rosenthal.! 

Como consecuencia de los resultados que hemos probado y de las rela­
ciones (**) y (***), obtenemos 

(t) 'X{E)<^ <^*^a%9iE) ^ ^ ^ ^ í ^ ) ^'^<<E) Ç %iE) 

Las inclusiones anteriores son, en general, estrictas, como muestran los 
siguientes ejemplos: 
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a) Si E es reflexivo de dimensión infinita, 

IE e'W^{E,E) pero IE(B(E)) ^ %(El 

luego por 11.2(b) resulta que B(E) e'W^(E)\%9(E). 

b) De 11.2(a) resulta que 3C(co) = S£*(co). Como CQ ^ h, toda sucesión 
débilmente nula en CQ converge a O en norma, luego 3)S?(co) = 5fe(<:o). 
Esto prueba que 3) P(co) ^S£*(co). 

c) Razonando como en la demostración de 11.3(d), resulta que 

5 = {e„:«€7V}€S£*(/oo) 

(pues para todo operador T G S£(/oo ,co), T(B) e 3C(co)), pero obvia­
mente B ^%(loo ). 

d) Por el teorema de dicotomía de Rosenthal, B(co) e'W^ico). Clara­
mente, B(co) i"W^{E), 

n 

e) La sucesión Xn — ^ et es débilmente de Cauchy en CQ y, por tanto, 

en loo. Como S£(/oo, CQ) = 3)^(/oo, Í^O). resulta que 

r({x« : n € TV}) € 3C(co) 

y, por tanto, JB = {x„ : n-e N} e S£*(/oo ) (por 11.2(a)). Sin embargo, 
JB ^^Í^(/OO ), pues sino debería converger débilmente (necesariamente 
a l = ( 1 , 1 , . . . ) ! ) . Pero si LIM e (/œ )* es un límite generalizado de 
Banach ([DS], II. 4.22), resulta que LIM(1 - x„) = 1 para todo n. 

f) En la demostración de 11.3(d) vimos que si M ç /oo es isomorfo a / i , 
entonces B(M) e^V^*(loo ). Claramente, B(M) ^"%^^(/oo ). 

g) Finalmente, de 11.2(c) resulta que ' ^* ( / i ) =%(li) ^%(li). 

Una vez comprobado que todas las inclusiones en (f) son, en general, 
estrictas, podemos aplicar el esquema desarrollado al comienzo de la 
Sección. Algunas de las propiedades que resultan, son bien conocidas: 

- E e p(%,JÍ) si y sólo si E tiene dimensión finita. 

- E e p{%fW^ si y sólo si E es reflexivo. 

- Ya vimos en II.6 que E G p(%^W^) si y sólo si E no contiene 
copias de l\. 

- E e PCW^^,^^^^^ si y sólo si E es débilmente secuencialmente 
completo. 
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11.7 Proposición. 

Para un espacio de Banach E, son equivalentes: 

a) E^PCÎK"^. 

b) E es de Schur. 

c) EepC^^^^,^. 

Demostración. 

(a)=:í>-(b) y (c)=^(a) son evidentes. Por otro lado una sucesión (xn) en 
un e.l.c. (E,?f) es ST^auchy si y sólo si para todo par (pj) y {qf) de subsu-
cesiones estrictamente crecientes de enteros positivos, con pj < qj para todo 
7, la sucesión yj — {x^ — Xpj) es 3"-nula. Por tanto, (b) implica que las su­
cesiones débilmente de Cauchy son de Cauchy en norma y, en consecuencia, 
convergentes.! 

La siguiente proposición caracteriza la PDP en términos conjuntistas: 

11.8 Proposición. 

Para un espacio de Banach E, son equivalentes: 

a) E tiene la PDP, 

b) ^^ÍT^iE) = %9iE)^ es decir, E G /^C^^^, %9y 

c) "W^iE) Ç %9(E), es decir, E e pi^K 5ÊS?). 

Demostración 

(a)=^(b): Si B e'^W^^iE), como todo T e'W^iE^co) es de Dunford-
Pettis por la hipótesis, T{B) € 3C(co). 11.2(b) prueba entonces que B G 
2)^(i?). (b):=^ (c) es evidente. Finalmente, supongamos (c). Sea T e^W^{E, co) 
y (xn) una sucesión débilmente nula en E. Entonces 

B = {xnine N} e'W^iE) Ç %9(El 

por hipótesis. De 11.2(b) resulta que T(B) e 3C(co) y, por tanto, 

lim | | r(x„) | |=0. 
n—•oo 

Es decir, T e %9{E, CQ), lo que prueba (a).i 

El resultado anterior permite dar una demostración sencilla del análogo 
al teorema de Krein-Smulian para"^^^ , como habíamos anunciado: 
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II.9 Corolario. 

Para todo espacio de Banach E, ""^PÎ^^iE) es estable por envolturas ab­
solutamente convexas y cerradas. 

Demostración. 

Sea / tal que E sea isométríco a un subespacio de /oo (/) (por ejemplo, 
/ = B(E*); véase [H]) Como"^^^ es inyectiva, bastará probar el resulta­
do para E = loo (/). Pero entonces E tiene la PDP (1.11(c)), luego por II.8 

^W^%(E) = %SP(E), que es estable por envolturas absolutamente convexas 
cerradas, según vimos en II.3(a).i 

El siguiente resultado también se anunció, en parte, al final de la Sec­
ción I: 

II. 10 Proposición. 

Para un espacio de Banach E, son equivalentes: 

a) Para todo espacio de Banach F, ' ^^ (£ ' ,F) = %{E,F) (es decir, 
EePCWr'X.)). 

b) "W^iE^co) = ^iE,co) (es decir, E e PCÍK^\ {ĉ o})). 

c) E* es de Schur. 

d) %9iE) = %(E), es decir, E e p(%, %9). 

e) E tiene la PDP y no contiene copias de l\. 

Demostración. 

(a)=)- (b) es evidente. Sea {x*^ una sucesión débilmente nula en E*, Como 
sabemos, el operador asociado T : E —^ CQ es entonces débilmente com­
pacto. Si se supone (b), resulta que T, y por tanto T*, es compacto. Si 
{cn) £ h ^ (coY son los vectores unitarios canónicos, se tiene entonces que 
{T*(en) = x^ : n eN} es relativamente compacto, luego (x*^) converge a O 
en norma. Así pues E* es de Schur. 

Si E* es de Schur, las sucesiones débilmente convergentes en E* son 
convergentes en norma, y por tanto convergen uniformemente sobre todo 
acotado de E, Esto prueba (c)=^(d). Que (d)=::̂ (e) es consecuencia inme­
diata de la caracterización 11.8(b) y el teorema de dicotomía de Rosenthal. 
Finalmente, (e)=^ (a) resulta de la definición 1.8 de la PDP y de II.6(c).i 

La equivalencia (c)<= (̂e) en 11.10 se debe a Pethe y Thakare ([PT]), aun­
que su demostración es diferente de la que hemos dado. 

Los casos que quedan, dentro del esquema general desarrollado al co­
mienzo de la sección, cuando 3^ = 5fc, se tratan a continuación: 
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11.11 Proposición. 

Sea E un espacio de Banach. 

a) %(E) — S£*(£') {es decir, E € pi^, S£*)) si y sólo si E es de dimen­
sión finita. 

b) ([B3]) Son equivalentes: 

i) %iE) = ^ ^ * ( £ ) (es decir, Eep(%^*)). 

ii) S£(£,/i) ^^W^iEJí) = %(EJi), 

iii) E no contiene copias complementadas de l\. 

Demostración. 

Un teorema, debido independientemente a Josefson y Nissenzweig (véase 
[D], Ch. XII), establece que en todo espacio de Banach de dimensión infini­
ta E, existe una sucesión (x^) ç E* a{E*, Ey-mx\2í, formada por vectores 
unitarios. Esto implica que B{E) no es un conjunto limitado en este caso, 
lo que prueba (a). 

En cuanto a (b), la equivalencia de (i) y (ii) es una reformulación de 
(i)<=>(iii) en 11.2(c). Claramente, (ii)=:^(iii). Finalmente, un resultado clásico 
de Bessaga y Pelczynski ([D], Th. V.IO), prueba que (iii) es equivalente a 
que E* no contenga copias de CQ. Por el colorado 1.5, toda serie 2-^« d.i.c. 
en E*, converge en norma. En particular, lim„__oo \\x*j^\\ = O y, por tanto, 
B{E) e'=r^*(E)M 

La siguiente propiedad tiene su origen en un error de Gelfand, quien en 
1938 afirmó que (con notación moderna) todo conjunto limitado es relativa­
mente compacto. El nombre actual se debe probablemente a Diestel. 

11.12 Definición. 

Se dice que E tiene la propiedad de Gelfand-Phillips (PGP para abre­
viar) si y sólo úE e /?(S£*, ^ ) . 

II. 13 Proposición. 

a) La PGP es estable por isomorfismos topológicos, productos finitos y 
paso a subespacios cerrados. 

b) Son equivalentes: 

(i) E tiene la PGP. 

(ii) Toda sucesión limitada y débilmente nula, converge a O en norma. 

(iii) Toda sucesión limitada y débilmente de Cauchy, es de Cauchy en 
norma. 
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Demostración. 

(a) resulta de II.l y del hecho de que % es inyectiva. En cuanto a (b), cla­
ramente (i)=^ (ii). El argumento de la Proposición II.7 prueba que (ii)=^ (iii). 
Finalmente, supongamos (iii). Por 11.3(b) para probar (i) bastará demostrar 
que toda sucesión ümitada es relativamente compacta. Pero como S£*(£') ç 

""W^^E), si {xn) es limitada, posee una subsucesión de Cauchy que, por 
(iii), converge en norma.i 

11.14 Observaciones y ejemplos. 

a) 11.7(c) prueba que todo espacio de Schur tiene la PGP. 

b) Si B(E*) es o-(£'*,£')-secuencialmente compacta, entonces E tiene la 
PGP. En efecto, sea (x„) ç E una sucesión limitada y débilmente 
nula. Si no converge a O en norma, pasando a una subsucesión po­
demos suponer que existe un a > O y para cada n un x*^ e B(E*) 
tal que |x]¡^(x„)| > s. Por la hipótesis, podemos suponer que (x*^) es 
(j(jE'*,jE')-convergente a un x*. Pero entonces, por definición, 

lim 1(4 - x*)(x„)| zz O, 

mientras que por otro lado 

|(x; - x*)(x«)| ^ I4(x«)| - \x*(x^)\ > 8/2, 

para n suficientemente grande. 

c) En particular, todo espacio separable o reflexivo tiene la PGP. 

d) El argumento de (a) funciona también siempre que B(E*) contenga 
un subconjunto normante S tal que toda sucesión en él posea una sub­
sucesión (j(jE'*,£')-convergente. En particular, si E no contiene copias 
de h, S = B(E) ç B(E**) cumple esta condición, luego £"* tiene la 
PGP 

e) El argumento de IL3(d) prueba que'^^(/oo ) ^ S£*(/oo ), luego loo no 
tiene la PGP. 

f) ([SL]), 1.3.3) Si E tiene la PGP toda (JC„) Ç E equivalente a la base 
canónica de CQ posee una subsucesión (también equivalente a la base 
canónica de CQ) que engendra un subespacio complementado. 

g) Más información sobre la PGP puede verse en [DR] y en [SL]. 
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11.15 Definición. 

Sea E un espacio de Banach. 

a) (Pelczynski [Pl]) Se dice que E tiene la propiedad (F*) si 

"Y^iE) ^'W^iE), 

Qsátár,úEepCí^\'=W). 

b) (Bombai [B3]) Se dice que E tiene la propiedad (F*) débil si 

es decir, si £ G pCí^\ ""W^), 

De la relación (f) resulta claramente que E tiene la propiedad {V* ) 
si y sólo si tiene la propiedad (F*) débil y es débilmente secuencialmente 
completo. 

11.16 Teorema. 

Sea E un espacio de Banach. 

a) Tanto la propiedad (F*) como la (F*) débil son estables por isomor-
fismos topológicos, productos finitos y paso a subespacios cerrados, 

b) Son equivalentes: 

i) E tiene la propiedad (F*). 
ii) Para todo espacio de Banach F, todo operador T e ^(F,E) tal 

que T* sea incondicionalmente convergente, es débilmente com­
pacto. 

c) E tiene la propiedad (F*) débil si y sólo si toda sucesión en E equi­
valente a la base canónica de l\, posee una subsucesión que engendra 
un subespacio complementado. 

Demostración. 

(a) resulta de II. 1 y de que tanto'^^como'^^^^ son inyectivas. Veamos 
(b). (i)=^(ii): Sea T e S£(F,^) tal que T* e 3{E\F*), y pongamos 
K = T(B(F)). Si I X es d.i.c. m E\ £ T*(x*„) converge en norma, luego 

Jim IIr(Olí =0. 

Por tanto, 

lim Sup{| < T(yl x*„ > \ : y e B(F)} = 
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= lim Sup{| < y. r(x*„) >\: ye B(F)} = 0, 
n—•<» 

y K e^^*(E) -^^Îi^{E), Así pues, T es débilmente compacto. 

(ii)=>-(i): Sea K e'^*{E). Por 11.3(a), podemos suponer que K es ab­
solutamente convexo y cerrado. Designemos por EK el espacio vectorial en­
gendrado por K, dotado con la norma PK — funcional de Minkowski de K. 
EK es un espacio de Banach, de bola unidad K ([Ho], 3.5.6), y la inclusión 
canónica / : EK —' E es continua. Consideremos 

71 ^r:E*—^{EKr. 
Si YéKi es d.i.c. en E*, 

lim ||7i:(x*)|| = lim Sup{| < x,x*n> \'. x e K] = 0 , 

luego n es incondicionalmente convergente. Por hipótesis, n = /*, y por 
tanto / , es débilmente compacto, luego K - J(B(EK)) es débilmente com­
pacto. 

Pasemos a la demostración de (c): Notemos en primer lugar que si (x„) es 
equivalente a la base canónica de /i y a la vez un conjunto F*, el subespacio 
M que engendra no puede ser complementado, pues si S es el isomorfismo 
entre M y l\ dado por 5(x„) = e„, y existiera una proyección continua P 
át E Qn M, T = S o P sería un operador de £" en /i, y 

{Tixn) :neN} ^ {en'.neN}, 

que no es relativamente compacto. 
Entonces, si E no tiene la propiedad (F *) débil, existe un conjunto 

K e'^*(E)'^\W^(E). El teorema de Rosenthal, proporciona una sucesión 
(xn) ^ K equivalente a la base canónica de /i. Por lo que acabamos de ver, 
ninguna subsucesión de (x„) puede engendrar un subespacio complementa­
do. 

Recíprocamente, supongamos que E tiene la propiedad (F*) débil, y sea 
(xn) una sucesión equivalente a la base canónica de h. Como 

B = {xn'.neN} f^pr^iE) =^T^(£), 
por 11.2(c) (iii) existe un operador T de £' en l\ tal que T{E) no es rela­
tivamente compacto. El teorema 1.4 de [N] asegura entonces la existencia 
de una subsucesión (jk) de (x„) tal que (r(j^)) es equivalente a la base 
canónica de l\ y engendra un subespacio cerrado M complementado. Para 
toda sucesión finita de escalares {Xk) resulta entonces 

para dos constantes positivas my M adecuadas. Esto prueba que {y^) es 
también equivalente a la base canónica de l\ y que la restricción de 7 a 
AT = [ŷ  : ^ e p^ es un isomorfismo. Si Q es una proyección continua sobre 
M, entonces {J\Ny~^ o QoT QS una proyección continua de E sobre A .̂i 
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11.17 Observaciones y ejemplos. 

a) La caracterización IL 15(b) aparece en [E3] con una demostración dis­
tinta. IL 15(c) se encuentra en [B2]. 

b) La simple inspección del cuadro (f) muestra que todo espacio reflexivo 
tiene la propiedad (F*). Análogamente, si E no contiene copias de l\, 
tiene la propiedad (F*) débil. Por otro lado, de ILll(b) resulta tam­
bién que un espacio con la propiedad (F*) es reflexivo si y sólo si no 
contiene copias complementadas de l\ ([Pl])* 

c) En [B3] se prueba que todo retículo de Banach orden continuo tiene la 
propiedad (F*) débil. En particular, los espacios Li(fi), que son tam­
bién débilmente secuencialmente completos, tienen la propiedad (F*) 
(resultado probado en [Pl]). Probablemente esta es la clase más im­
portante de espacios no reflexivos con la propiedad (F*). El dual del 
álgebra del disco y el espacio Li/Ho tienen también esta propiedad. 

d) IL 15(c) muestra la utilidad que puede tener la propiedad (F*) débil en 
la detección de copias complementadas de /i, véase por ejemplo [B2] y 
[B4]. También pennite mejorar un resultado de Tzafriri ([T], Tti. 16) 
que añrma que si un retículo orden continuo contiene una copia de 
/i, contiene también una copia complementada. (A la vista de 11.15(c) 
podemos asegurar ahora que está contenida en la primera). 

e) Ni la propiedad (F*) ni la (F*) débil se conservan, en general, por 
cocientes: E = C([0,1]) no tiene la propiedad (F *) débil. En efec­
to, todo operador de E en /i es (débilmente) compacto, por 1.14(c), 
luego %(E) ='^*(E) por IL 11(b). Pero un viejo resultado de Mazur 
prueba que E contiene copias de cualquier espacio separable (véase 
[H], §25B), en particular de lu luego'^*(£) = %iE) ^ ^W^(E) 
(II.6). Sin embargo, como todo espacio de Banach separable, E es un 
cociente de /i. A la vista de II. 1(b), esto prueba también que la clase 

^7^* no es suprayectiva. 

11.18 

Los casos que, salvo yuxtaposición, faltan por considerar al aplicar el 
esquema general al cuadro (f), son los siguientes: 

1. S£*(£') ^"W^iE) : Emmanuele designa esta propiedad como (BD) en 
[E3], probablemente porque Bourgain y Diestel prueban en [BDi] que 
los espacios que no contienen copias de l\ tienen esta propiedad. Desde 
luego, está implicada por la PGP, pero no está apenas estudiada. 

2. Las propiedades'^^(^) g S£*(^), y S£*(^) = %S^(E), por lo que sa­
bemos, tampoco han sido tratadas como tales en la literatura. Desde 
luego, los espacios de Schur poseen ambas. Si E es de Grothendieck 
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(Def. 1.18), obviamente Sg*(£') = %9(E), luego los espacios de Gro-
thendieck con la PDP (como loo, por ejemplo), verifican 

"W^iE) Ç Sg*(£) = %9(E). 

3. La propiedad %3'{E') ç ^^Í4^{E) ha sido considerada en [L], con el 
nombre àt propiedad RDP*, por analogía con la propiedad (F*). Los 
espacios de Grothendieck con la PGP (por ejemplo, los reflexivos), 
cumplen obviamente 3)SP(^) = S£*(£) = %{E) ^"W^iE). En IL21 
trataremos más ampliamente esta propiedad. 

Para finalizar, daremos dos ejemplos de propiedades definidas a través 
de subconjuntos del dual de un espacio de Banach. 

11.19 Definición. 

Sea E un espacio de Banach. Un subconjunto B £ E* se llama un 
conjunto (L) (resp., conjunto (V)), y escribiremos B G iE(E*) (resp., B e 

"^(E*)), si para toda sucesión débilmente nula (x„) Ç E (resp., serie ^Xn 
d.i.c. en E) se tiene 

lim sup(|x*(x„)| : X* e B} = 0 . 

(Es decir, con la notación de la página 16, se trata de las clases 3^£(£'*) aso­
ciadas a las clases 2 de las sucesiones débilmente nulas (resp., series d.i.c.) 
en £' Ç E**. Los conjuntos (L) fueron introducidos por Leavelle en [L], y los 
(V) en [Pl], como noción dual de la de conjunto (V*). Obviamente, tanto 

"^(E*) como S£(£'*) son estables por combinaciones Uneales, uniones finitas 
y paso a subconjuntos. 

11.20 Proposición. 

Sea E un espacio de Banach, 

a) B çn^{E*) si y sólo si para todo T G S£(co,£'), T*(B) es (débilmen­
te) relativamente compacto en (CQ)* « /i. 

b) B e i£(E*) si y sólo si para todo operador S : E* —> CQ que sea 
continuo para las topologías a(E*,E) y (J(CO, / I ) , S(B) e 3C(co). 

Demostración. 

Es totalmente análoga a la del teorema IL2. Basta tener en cuenta 
en cada caso que la correspondencia que a cada T e ^(co,E) (resp., 
S e S£(£'*,co)) asocia la serie J] T(en) (resp., sucesión 5'*(e„)), es una bi-
yección entre SE(co,E) (resp., los operadores de E* en CQ continuos para 
(T(E*,E) y (T(CO,II)) y las series d.i.c. en E (resp., las sucesiones débilmente 
nulas en E)M 



PROPIEDADES DE ESPACIOS DE BANACH 113 

Razonando como en II.3, resulta inmediatamente que tanto^^(£'*) co­
mo S£(£'*) son estables por envolturas absolutamente convexas y a(E* ,E) 
cerradas. También, si T € ^(F,E), 

rcr^iE"")) ^'^r^iF*) y r(S£(i&*))çS£(F*). 
Además, se cumplen las siguientes relaciones. 

(tt) ^(E) c'W^iE*) C'W^ (E*) C"^(^*) c'^iE*) C %(E*) 

y 
%(E*) c S£ *(E') c %Sf(E*) c S£(^*) c"1^(E*) 

11.21 Teorema. 

Sea E un espacio de Banach. 

a) ([Pl]) Son equivalentes: 

i) E tiene la PV (Véase definición 1.18.1) 

üj'Y^iE*) ^^W^iE*). 

b) ([L]) Son equivalentes: 

i) E tiene la PRDP (Véase definición 1.12). 
ii) "^ÍE*) Q'W^ÍE*). 

Demostración. 

Se pueden dar demostraciones similares para (a) y (b), siguiendo el mé­
todo que empleamos en la demostración de 11.15(b). Veámoslo, por ejemplo, 
para (a). (i)=:^(ii): Sea B € '^(£ '*) . Por lo que hemos visto, podemos su­
poner B un disco a(E* ,E) cerrado. El conjunto polar V = J?" es entonces 
un disco entorno de O, cuyo funcional de Minkowski p es una seminorma en 
E. Si N == {x e E : p(x) — 0}, designemos por Ey el espacio normado 
cociente E/N, con la norma inducida por p (véase [Ho], pág. 208). El dual 
de Ey es el espacio normado {E*)v^ ~ (^*)K ([HO], pág. 277) construido a 
partir de K como en H. 15(b). Si TI : £" —^ Ey es la suprayección canónica 
y ^Xn QS una serie d.i.c. en E, resulta que 

lim ||7i(x„)|| = lim Supíl < jc„,x* > I : x* e K} = O, 

luego 71 es incondicionalmente convergente. Por hipótesis, n es débilmente 
compacto, luego n*, que es la inclusión canónica / de EK en E, es débilmente 
compacto. En consecuencia, K - J{B{EK)) € PF (£"*), c.q.d. 

Recíprocamente, supongamos (ii) y sea T E 3iE, F). Si 5 = T*(B(F*)), 
resulta 
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Sup{| < Xn,x* > \: X* e B} = 

= Sup{| < T(xnXy* > I : / e B(F')} = ||r(x«)||, 

que converge a 0, luego B e"^{E*) = "W^iE*) y, por tanto, T e'W^iE, F)M 

11.22 Observaciones y ejemplos. 

a) 11.20(a) aparece en [Pl], con una demostración diferente, en la que se 
inspiran fuertemente las demostraciones de 11.20(b) de [L] y 11.15(b) 
de [E3]. 

b) La caracterización IL20 proporciona, tras una simple inspección de 
las relaciones (f) y (tt). demostraciones inmediatas de las principales 
características de las propiedades (F) y RDP que aparecen en [L] y 
[Pl]: 

- SÏ E (resp., E*^ tiene PV, entonces E* (resp., E) tiene la propiedad 
V*. 

- Si E (resp., £"*) tiene PRDP, entonces E* (resp., E) tiene la propiedad 
RDP* (definición IL17.3). 

- El corolario L5 muestra que B{E*) e^^{E*) si y sólo si E no contiene 
copias de CQ. Por tanto, un espacio con la PV es reflexivo si y sólo si 
no contiene copias de CQ. 

- El espacio / de James (véase el final del Corolario L5) y su dual tienen 
la PRDP, pues no contienen copias de l\ (L 13(b)), luego / tiene tam­
bién la propiedad RDP*. Sin embargo, no tiene la PV (por ejemplo, 
no es reflexivo y no contiene copias de co). 
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