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INTRODUCCION Y NOTACIONES

Este trabajo trata de exponer de modo sistematico dos de los principales
métodos de introduccion de nuevas propiedades en un espacio de Banach,
E. El primero, que podemos llamar método homologico, se basa en comparar
el comportamiento de distintas clases de operadores sobre E. El segundo, o
meétodo conjuntista, consiste en establecer algin tipo de relacion no trivial
entre diferentes clases de subconjuntos de E. Desde luego, ambos métodos
estan intimamente relacionados, a menudo por medio de un interesante teo-
rema. A titulo de ejemplo, consideremos las siguientes situaciones:

— La propiedad E tiene dimension finita, se puede caracterizar por el
hecho de que en FE coinciden los subconjuntos acotados con los re-
lativamente compactos (Teorema de Riesz), y también porque todo
operador lineal continuo sobre E, es compacto.

— La propiedad E es reflexivo, se puede caracterizar por la coincidencia
sobre E de los conjuntos débilmente relativamente compactos con los
acotados, y también por el hecho de que todo operador lineal continuo
sobre E es débilmente compacto.

A lo largo del trabajo, veremos que la mayor parte de las propiedades
interesantes de un espacio de Banach, admiten una formulacion anéloga a la
que hemos utilizado en los dos ejemplos triviales anteriores. Gran parte de
los resultados que expondremos son conocidos, aunque quiza no lo sea tanto
su organizacion y presentacion. Hemos preferido incluir demostraciones de
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los resultados mas importantes, incluso las que no son originales, tanto pa-
ra ilustrar las técnicas mas destacadas en el area, como por comodidad del
lector.

En cuanto a notaciones, hemos procurado utilizar las habituales en la
teoria de espacios de Banach, como las que aparecen en [LT], [DS] o [D].
En cualquier caso, £ y F denotaran espacios de Banach reales, B(E) la
bola unidad cerrada de £ y £ (E, F) el espacio de todos los operadores,
(=aplicaciones lineales continuas), de E en F, aunque, como es habitual,
denotaremos por E* el dual topoldgico £ (E,K) de E. Si G es un subcon-
junto de E*, designaremos por o(E, G) la topologia inicial en E para los
elementos de G. En general, supondremos siempre identificado £ a un sub-
espacio del bidual E**, por medio de la inyecciéon canodnica Q : E — E**.
Designaremos por [A4], co(A4) y coe(A), respectivamente, la envoltura lineal,

o]
convexa y absolutamente convexa de 4. Recordemos que una serie E X, en

n=1
E se llama deébilmente incondicionalmente de Cauchy, (d.i.c. por abreviar),
si para todo elemento x* € E*, la serie numérica

2 X" ()l

n:l

es convergente, (o equivalente, si el conjunto

{Z Xn,: 06 SN, ﬁnito}

neo

es acotado en E. Véase [D], Th. V. 6). El simbolo B indicara el final de una
demostracion. Finalmente, utilizaremos con frecuencia el llamado teorema
de dicotomia de Rosenthal. (Véase, por ejemplo, [D], Ch. XI): Toda sucesion
acotada en un espacio de Banach, contiene una subsucesion debilmente de
Cauchy, o bien una subsucesion equivalente a la base canonica de [ .

I. El método homologico

Este método, iniciado por Grothendieck con su peculiar vision funtorial
de las matematicas, se basa en el siguiente esquema general: Sean ®, ® dos
clases de operadores entre espacios de Banach, (de modo que @(E, F) desig-
ne un subconjunto de ¥ (E, F), para cada par E, F de espacios de Banach),
y € una clase de espacios de Banach. Diremos que E tiene la propiedad
P(O,®;¢), y escribiremos E € P(0O,®;€), si

(%). O(E,F) c ®(E, F), para todo F € €.

(Cuando ¢ sea la clase de todos los espacios de Banach, suprimiremos
su mencion). Naturalmente, la propiedad tendra interés si la inclusion (*)
no se verifica trivialmente para todo E.



PROPIEDADES DE ESPACIOS DE BANACH 85

Habitualmente, las clases ® y @ tienen alguna estructura y, mas concre-

tamente, son lo que se llama un ideal de operadores, es decir, verifican las
propiedades:

1) Idg € O(K K).

(I2) Si T, S€O(E,F),entonces T + S € O(E, F).

(I3) Si Te<L(EyE), ScOE,F)y R e Y (F, Fy), entonces
RoSoT e O(Ey, Fo).

Se deduce entonces que O(E, F) es siempre un subespacio vectorial de
Y (E, F) que contiene a los operadores de rango finito.

Un ideal de operadores se llama suprayectivo, si para toda suprayec-

cion P € L(E,Ep) y todo S € L(Ey, F), de So P € O(E, F) resulta que
S € O(Ey, F).
Con estas notaciones, resulta:

I.1 Proposicion.

Sean © y ® dos ideales de operadores y € una clase de espacios de
Banach. Se tiene:

a) La propiedad P(©, ®;€) es invariante por isomorfismos topologicos y
se conserva por el paso a subespacios complementados y por productos
finitos.

b) Si @ es suprayectivo, P(©, ®,€) es estable por cocientes y subespacios
cerrados.

Demostracion:

a) Veamos por ejemplo que P(O®, ®;€) es estable por productos finitos:
Sean

Ey,...,E,€ P(®, ®;8), E=FE; x...x Ep,

I; 12’1 inyeccion canonica de Ejen Ey nj : E — Ej; la proyeccion
canonica.

Entonces n
IE = Z IjOTCj.
j=1

Si Feé yT e O(E, F), entonces

n
T =) Toljom.
Jj=1
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Como
Tol; € O(E;, F) c ®(E;, F),

resulta T € ®(E,F),y E € P(O, ®;¢).

b) Sea E € P(®, ®;€), M uns.v.cerradode E,F ¢ €y T € O(E/M,F).
Sim: E — E/M es la proyeccion candnica, resulta

Tomne®FF)c®EF).

Por ser ® suprayectivo, se deduce entonces que T € ®(E/M, F). Asi
pues, E/M € P(O, ®;€).n

A fin de dar ejemplos concretos del método homologico, vamos a recordar
algunas definiciones y fijar algunas notaciones: Un operador T € Y(E, F)
diremos que es

— (débilmente) compacto si T(B(E)) es (débilmente) relativamente com-
pacto.

— Dunford—Pettis (o completamente continuo) si T transforma sucesio-
nes débilmente de Cauchy en sucesiones convergentes en norma.

— Dieudonne si T transforma sucesiones débilmente de Cauchy en suce-
siones débilmente convergentes.

— Incondicionalmente convergente si T transforma series d.i.c. en series
convergentes en norma.

Denotaremos por
H(E,F), W(E,F), DF(E,F), D(E,F) y J(E,F)

las clases de los operadores compactos, débilmente compactos, de Dunford-
Pettis, de Dieudonné e incondicionalmente convergentes de £ en F, respec-
tivamente. Se tiene entonces la siguiente relacion:

CWE,F) O
QBHE, F) ¢,

Todas las inclusiones resultan inmediatamente de la definicion, salvo
quiza la 9(E,F) c J(E, F) que, teniendo en cuenta que toda subserie de
una serie d.i.c. verifica el criterio de Cauchy para la topologia débil, es con-
secuencia inmediata del teorema de Orlicz-Pettis ([D], Ch. IV).

Por otro lado, las inclusiones anteriores son, en general, estrictas, como
muestran los siguientes ejemplos:

() K(EF) G(E,F) C $(E,F) c 4(E,F).
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— Si E = F = I, la identidad en E es débilmente compacto, pero no es
Dunford—Pettis ni, por tanto, compacto.

— Si E = F =1, la identidad en E es Dunford—Pettis (lema de Schur!),
pero no débilmente compacto ni, por tanto, compacto.

- Si E = F = L([0,1]), la identidad en E es un operador de Dieudonné
(por ser E débilmente secuencialmente completo), que no es débil-
mente compacto (pues E no es reflexivo) ni de Dunford—Pettis, (por
ejemplo, la sucesion f,(f) = sen2nnt converge débilmente a 0 en E,
pero no en norma).

— Si E = F = ¢, la identidad en E es un operador que no es incondi-
cionalmente convergente (la serie Y, e, es d.i.c., pero no converge en
norma.)

Para probar que, en general, % (E, F) # J(E, F), nos sera util el siguiente
resultado, que es consecuencia inmediata de [D], Ch. V, Cor. 7:

LI.2 Proposicion.

Sea Y, x,, una serie d.i.c. en E tal que existe ¢ > 0 de modo que || x,| > ¢
para todo n. Entonces existe una subsucesion (yi) de (x,) que es equivalente
a la base canonica de cy.

-

I.3 Corolario (Pelczynski, [P2], lemma 1.3.1).

Si T ¢ Y(E, F), existe un subespacio vectorial M de E, isomorfo a cy,
tal que la restriccion Ty es un isomorfismo topologico.

Demostracion.

Sea Yz, una serie d.i.c. en E tal que Y T(z,,) no converge en norma.
Entonces existe un ¢ > 0 y dos subsucesiones estrictamente crecientes de
enteros, (p;), (¢;), con p; < ¢;, de modo que

[
Y, T(zx)| > &, para todo j.
n=pj;
[
Si ponemos x; = E Zp, claramente Y x; es d.i.c. y [T (x;)| > € para
n=p;
todo j, luego también 7
lx;1l > €/|IT| para todo j.

Aplicando dos veces la proposicion 1.2, obtenemos una subsucesion (yx) de
(x;) tal que tanto (yx) como (T'(yx)) son equivalentes a la base canonica de
co. Claramente, la restriccion de T a M = [yi : k € N] es un isomorfismo
topologico.m
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1.4 Corolario.

Si E o F no contienen copias de ¢y, Y (E,F) = 9(E, F).

LI.S Corolario (Bessaga—Pelczynski).

E no contiene un subespacio isomorfo a co si y solo si toda serie d.i.c.
en E, converge en norma. '

James construyo un espacio de Banach separable J que es isométrico
a J**, pero no reflexivo (véase, p. €j., [LT], ex. I. 1. d. 2). En particular,
J no puede contener copias de cg, luego I; € J(J,J) por el corolario 1.4.
Como J no es reflexivo, no es débilmente secuencialmente completo, luego
I; ¢ 9, J).

Una vez comprobado que las inclusiones en (*) son, en general, estrictas,
podemos aplicar el esquema general indicado al principio de la seccion para
definir algunas propiedades de espacio de Banach. Antes de ello, a fin de
aplicar los resultados generales de la proposicion 1.1, nos sera util conocer
un poco mas la estructura de las clases de operadores introducidas hasta
ahora. Para ello, necesitaremos el siguiente lema, que también nos serd de
utilidad mas adelante.

1.6 Lema (Grothendieck).

Sea K un subconjunto de un espacio de Banach E. Si para cada € > 0
existe un subconjunto (débilmente) compacto K. de E tal que K ¢ K, +
eB(E), entonces K es (debilmente) relativamente compacto.

Demostracion.

Véase, por ejemplo, [D], Ch. XIII, Lemma 2.8

1.7 Teorema.

a) Las clases X, W, DY, D y F son ideales de operadores, cerrados en
la norma usual de <.

b) K, yH son suprayectivos, mientras que DF, D y § no lo son.

Demostracion.

a) Que las clases consideradas son ideales de operadores, resulta inme-
diatamente de las definiciones. Para probar que son cerrados, consideremos,
por ejemplo, el caso de .J : Sea (T},) una sucesién en F(E, F) que conver-
ge en L(E, F) a un operador T. Para demostrar que T € J(E, F), bastara
probar que siempre que Y. X, sea una serie d.i.c. en E, ||T(x,)| converge
a 0. Como (T (x,)) converge débilmente a 0, solo tenemos que probar que
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K = {T(x,) : n € N} es relativamente compacto en norma. Para ello, dado
e > 0 tomemos un k € N tal que |T — Tx| < &¢/M, siendo M una cota
para | x,|. Entonces K, = {Tx(x,) : n € N} es relativamente compacto en
norma, y

K c K; +eB(F),

por construccion. El lema 1.6 termina la demostracion.

Los otros casos son analogos. Por ejemplo, si T € £(E, F) es limite de
operadores de DF (resp., D) y (x,,) es una sucesion débilmente de Cauchy
en E, basta probar, razonando como antes, que K = {T(x,) : n € N} es
relativamente compacto (resp., débilmente relativamente compacto).

b) Que K y“# son suprayectivos, resulta de que toda suprayeccion P €
Y (E, Ep) es abierta. Por tanto, si S € £ (Eyp, F) es tal que SoP € H(E,F)
(resp.,” 7 (E, F)), S transforma el abierto P(B(E)) en un conjunto (débil-
mente) relativamente compacto, luego S es (débilmente) compacto.

Por otro lado ¢p, como cualquier espacio de Banach separable, es un
cociente de /; (véase, p.e., [D], p. 73), y por tanto existe una suprayeccion
P de I; sobre cp. Si tomamos como S la identidad en ¢g, resulta que S o P
pertenece a DY (pues en /1 coinciden las sucesiones débilmente convergentes
con las convergentes en norma), y por tanto a 9% y a .. Sin embargo, S no
pertenece a ninguna de estas clases.ll

Pasemos ahora a utilizar el esquema general que hemos establecido al
comienzo de esta seccion. Por ejemplo, si tomamos @ = <, las propiedades
P(©, ®) que resultan al considerar como ® cada una de las clases considera-
das anteriormente (que se deducen del hecho de que la identidad pertenezca
a @), son las siguientes:

— E € P(Y, X) siy solo si E tiene dimension finita.
— E € P(L,W) siy solo si E es reflexivo.

— E € P(L,DP) si y solo si en E coinciden las sucesiones débilmen-
te convergentes y las convergentes en norma, es decir, E verifica el
conocido lema de Schur para /;. Se dice que E es un espacio de Schur.

— E € P(&,9) si y sblo si toda sucesion débil de Cauchy en E es dé-
bilmente convergente, es decir, E es debilmente secuencialmente com-
pleto.

— E € P(Y, 9) siy solo si E no contiene copias de cy (Corolario 1.5).

El resto de la seccion estara dedicada a la discusion y algunos ejemplos de
las propiedades que se obtienen al considerar las demas elecciones no trivia-
les para ® y ®. Comencemos con la propiedad quizd mas exhaustivamente
estudiada:



90 FERNANDO BOMBAL

I.8 Definicion (Grothendieck [G]).

Se dice que E tiene la propiedad de Dunford—Pettis (PDP para abreviar)
si E€ P(H, DY).

Algunas de las formulaciones equivalentes de la propiedad de Dunford-
Pettis se recogen en el siguiente teorema:

1.9 Teorema.
Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes:
a) E tiene la propiedad de Dunford—Pettis.

b) Todo operador débilmente compacto sobre E, transforma conjuntos re-
lativamente compactos en conjuntos compactos en norma.

¢) W (E,co) €S DI(E, co).

d) Si (x,) converge débilmente a 0 en E y (x},) converge débilmente a 0
en E*, entonces nll_n; Xy (x,) = 0.

e) Toda sucesion debilmente convergente en E, converge uniformemente
sobre todo conjunto débilmente relativamente compacto de E*.

Demostracion.

La equivalencia de (a) y (b) resulta de que, como se comprueba facil-
mente, un operador es de Dunford—Pettis si y solo si transforma conjuntos
débilmente compactos en conjuntos compactos en norma.

(@)= (¢) es trivial. Para ver que (c) = (d), sean (x,) y (x},) sucesiones
débilmente nulas en £ y E*, respectivamente. La formula T(x) = (x,(x))
define un operador lineal de E en ¢y, débilmente compacto, pues

T*(B(cp)) < coe{x;, : n € N},
luego, por hipotesis,
Jim 1 Conl < lim (T Ceon)l = 0.

(d)= (e) : Sea (x,) débilmente nula y K < E* débilmente relativamente
compacto. Si (x,) no converge a 0 uniformemente sobre K, existe ¢ > 0y
una sucesion (x},) < K tales que |x},(x,)| > &, para todo n. Por la hipotesis
sobre K, podemos suponer que (x},) converge débilmente a un x* € E*. Si
ponemos y;, = X}, — x*, la sucesion (y;,) es débilmente nula, y

RG] 2 135Gl = X7 (xn)l 2 & = |X"(xn)| > &/2.

para n suficientemente grande, lo que contradice (d).
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Finalmente, probemos que (¢) = (a) : Sea T ¢ #(E, F)y (x,) débilmente
nula en E. Entonces

1T Cen)ll sup {|y*(T(xp))|: y* € B(F*)} =

sup {|z*(xn)l = z* € T*(B(F"))},

que converge a 0, pues T*(B(F*)) es débilmente compacto por el teorema
de Gantmacher ([DS], VI. 4. 8).1
I.10 Proposicion.

a) La PDP se conserva por isomorfismos topologicos, productos finitos y
paso a subespacios complementados.

b) Un espacio reflexivo con la PDP es de dimension finita.

c) Si E* tiene la PDP, entonces E también la tiene.

Demostracion.

(a) resulta de la proposicion 1.1. Si E es reflexivo, la identidad Ig €
W (E,E)y B(E) es débilmente compacto. Por tanto, si E tiene la PDP,
por 1.9(b), Ig(B(E)) = B(E) es compacto en norma, luego E es de dimen-
sion finita. (¢) resulta inmediatamente de 1.9(d).m

I.11 Observaciones y ejemplos.

.a) Todo espacio de Schur tiene la PDP.

b) De 1.10(c), resulta entonces que co tiene la PDP, pues ¢y ~ /; es un
espacio de Schur.

¢) En general, Grothendieck probo en [G] que todo espacio de tipo C(K)
0 Li(w) tiene la PDP.

d) Stegall ha construido en [S] un espacio E de Schur tal que E* no tiene
la PDP, lo que prueba que el reciproco de 1.10(c) no es cierto.

e) La PDP no se hereda, en general por cocientes: /; no tiene la PDP
por 1.10(b) y, como todo espacio de Banach separable, es isomorfo a
un cociente de /;.

Las dos siguientes propiedades fueron también introducidas por Gro-
thendieck.
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I.12 Definicién (Grothendieck [G]).

Sea E un espacio de Banach.

a) Se dice que E tiene la Propiedad reciproca de Dunford—Pettis (PRDP
para abreviar) si E € P(DP, “H).

b) Se dice que E tiene la Propiedad de Dieudonné (PD para abreviar) si
EcP(D,W).

I.13 Proposicion.

a) Tanto la PRDP como la PD son estables por isomorfismos topologicos,
productos finitos, paso a subespacios complementados y a cocientes en
general.

b) Si E no contiene copias de Iy, posee la PRDP y la PD.

c) Si E tiene la PD y F es déebilmente secuencialmente completo, todo
operador de E en F es débilmente compacto.

Demostracion.

(a) resulta de I.1, teniendo en cuenta que 7 es suprayectivo. Del teo-
rema de dicotomia de Rosenthal (véase la introduccion) resulta que si £
no contiene copias de /1, toda sucesion acotada en E posee un subsucesion
débilmente de Cauchy. Por tanto, todo operador de Dieudonné sobre E es
débilmente compacto, lo que prueba (b). Finalmente, si F es débilmente
secuencialmente compacto, es obvio que ¥ (E,F) = D(E, F), de donde
resulta (c).B

1.14 Observaciones y ejemplos.

a) De la definicion resulta claramente que la PD implica la PRDP. Sin
embargo, no se conocen ejemplos de espacios de Banach que muestren
que ambas propiedades son distintas.

b) De 1.13(c) resulta que un espacio débilmente secuencialmente com-
pleto tiene la propiedad de Dieudonné si y soélo si es reflexivo. En
particular, L;([0, 1]) no posee la PD. Es facil ver que tampoco posee
la PRDP (una proyeccion sobre un subespacio isomorfo a /; es un
operador de Dunford—Pettis, no débilmente compacto.)

¢) Grothendieck probo en [G] que todo espacio de tipo C(K) tiene la
PD. En particular, de 1.13(c) resulta entonces que todo operador T
de un C(K) en un espacio débilmente secuencialmente completo, es
débilmente compacto. Este resultado de Grothendieck, fue extendido
por Pelczynski, como veremos mas adelante.

Las dos propiedades que vamos a tratar a continuacion, creemos que
fueron introducidas por primera vez en [B1]:
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1.15 Definicion.

Sea E un espacio de Banach:

a) Se dice que E tiene la Propiedad S; (PS; para abreviar) si E €
P(D, D).

b) Se dice que E tiene la Propiedad S, (PS, para abreviar) si E €
I1(5,99).

I.16 Proposicion (Bombal [B;]).

a) Tanto la PS) como la P S, son estables por isomorfismos topologicos,
productos finitos y paso a subespacios complementados.

b) Para un espacio de Banach E son equivalentes:

(i) E es de Schur.
(ii) E verifica PS> y no contiene copias de c.
(iii) E verifica PS| y es débilmente secuencialmente completo.

Demostracion.

(a) resulta de 1.1, y (b) de que las tres afirmaciones son equivalentes a
que todo operador sobre E sea de Dunford—Pettis.i

I.17 Observaciones y ejemplos.

a) Obviamente, PS> = PS; = PDP. Ninguna de las dos implicaciones
se puede invertir. En efecto, L; ([0, 1]) es débilmente secuencialmente
completo, pero no de Schur, luego por 1.16(b) no tiene la P.Sy, aunque
si la PDP. Por otro lado, en [BD] se construye un espacio separable £
con la PDP, que no tiene copias de ¢p ni de /1, luego por 1.16(b), E no
tiene la P.S>. Como E tiene la PD y la PDP, resulta que E tiene la
PS;.

b) Los espacios de tipo C(K) tienen la P.S; y la P.S>.

¢) Ni PS) ni PS; se heredan, en general, por cocientes: /; tiene la PS>,
y por tanto la PS), pero />, que es isomorfo a un cociente de /;, no
tiene ninguna de estas propiedades, como resulta de 1.16(b).

I.18

Volviendo al esquema general desarrollado al comienzo de la seccion, re-
sulta que, con respecto al cuadro (*) de la pag. 4, nos quedan por tratar los
siguientes casos (para@ la clase de todos los espacios de Banach):
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1. ® =%y ® =% La propiedad P(J,#") fue introducida por Pel-
czynski en [P2], con el nombre de Propiedad V (PV para abreviar).
Obviamente, tiene las mismas propiedades de estabilidad que la PD, y
la implica, aunque es distinta de ella: El espacio J de James que consi-
deramos al final del corolario 1.5, tiene la PD (pues no contiene copias
de ;) y la identidad 7; es incondicionalmente convergente (corolario
1.4) y no débilmente compacto. Estudiaremos la propiedad V con mas
detalle en la proxima seccion.

2.0 =9F y ® =K. Como consecuencia de un resultado no trivial de
Odell, Rosenthal y Stegall (que probaremos en la proxima seccion), se
demuestra que E € P(DP, K) si y solo si E no contiene copias de
I;. Como K es suprdyectivo, I.1 proporciona entonces una sencilla de-
mostracion de que la propiedad de no contener copias de /; es estable
por productos finitos y cocientes.

3. @ ="y ® =K. Veremos en la proxima seccion que E € P(#;, H)
si y sOlo si E* es un espacio de Schur.

4. @ = Fy ® =9%. Aparentemente, la propiedad P(¥, 9) no ha sido
estudiada sistematicamente en la literatura aunque, por ejemplo, la
llamada propiedad (u) de Pelczynski (véase [LT], II.1.c.1) claramente
la implica. Obviamente, la conjuncion de esta propiedad con la PD es
equivalente a la PV. En particular, resulta la siguiente extension del
corolario 4 de [P1]:

Si E tiene la PD y la Propiedad (u), entonces tiene la PV.

Hasta ahora, hemos utilizado el esquema general tomando como € la cla-
se de todos los espacios de Banach. Sin embargo, hemos visto en en teorema

1.9 que
PO DD) = PCOW, DF; {co}).

A continuacion, vamos a ver otra propiedad que se puede “localizar” en una
subclase propia € :

1.19 Definicion.

Un espacio de Banach E se dice que es un espacio de Grothendieck o que
tiene la propiedad de Grothendieck (PG para abreviar) si

E e P(L,Y; {co}).

L.20 Proposicion.

a) La Propiedad de Grothendieck es estable por isomorfismos topologicos,
productos finitos, paso a complementados y a cocientes en general.

b) Para un espacio de Banach E, son equivalentes:
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i) E es un espacio de Grothendieck.

ii) En E* coinciden las sucesiones a(E*, E) convergentes con las
débilmente convergentes.

iii) Para todo espacio separable F, £ (E,F) =W (E, F).

¢) Sea E un espacio de Banach con la PV. Entonces E es de Grothen-
dieck si y solo si no contiene un subespacio complementado isomorfo
a ¢p.

Demostracion.

(a) resulta inmediatamente de I.1.

Veamos (b): ()= (ii). Sea (x},) < E* una sucesion ¢(E*, E)-nula. Como
ya hemos visto antes, la formula T(x) = (x;,(x)) define un operador de E
en ¢o que, por (i), es débilmente compacto, y por tanto también lo es T*
por el teorema de Gantmacher. En particular,

{T*(en): neN} ={x},: neN}

es débilmente relativamente compacto, y el Gnico punto débil de aglomera-
cion posible es el 0, luego (x},) converge débilmente a 0.

(il)= (iii): Sea F separable, (y},) < B(F*) y T € £(E, F). Como B(F*)
es o(E*, E)-compacto y metrizable, podemos suponer que (y;,) es o(F*, F)
convergente. Por tanto, (T*(y},)) es o(E£*, E)—convergente y, por (ii), dé-
bilmente convergente. Asi pues, T*, y en consecuencia T, es débilmente
compacto.

(ii))= (i) es obvio.

Si E es de Grothendieck y P es una proyeccion continua sobre un subes-
pacio M separable, entonces P es débilmente compacto y, por ser abierta,
M es reflexivo, y por tanto no puede ser isomorfo a ¢o. Reciprocamente,
si £ no es de Grothendieck, existe un operador T de E en ¢y que no es
débilmente compacto. Como E tiene la PV, T ¢ $(E,co), luego por 1.3,
existe un subespacio M de E, isomorfo a co, tal que la restriccion T}y, es un
isomorfismo. Pero T'(M) es entonces un subespacio isomorfo a ¢g, contenido
en el subespacio separable cy. Un teorema de Sobczyk (véase, p. €j., [D], Ch.
VII, Th. 4), muestra que existe una proyeccion continua Q : c¢o — T'(M).
Es claro entonces que

P=(Tm)'oQorT

es una proyeccion continua de £ sobre M.&

I.21 Observaciones y ejemplos.

a) La demostracion de la implicacion (ii)=> (iii) de 1.19(b), muestra real-
mente que todo operador de un espacio de Grothendieck en un espacio



96 FERNANDO BOMBAL

F tal que B(F*) sea a(F*, F) secuencialmente compacta, es débilmen-
te compacto.

b) Los espacios de Grothendieck fueron introducidos en [G]. Grothendieck
demostro que si K es un compacto extremadamente disconexo, C(K)
tiene la PG. En particular, I, = C(BN) es un espacio de Grothendieck
y, por tanto, no posee ningin subespacio complementado separable.

c) En [DSe] se prueba que si E es de Grothendieck, todo operador T no
débilmente compacto sobre E fija una copia de /;. En particular, todo
espacio de Grothendieck no reflexivo, contiene una copia de /;.

II. FEl método conjuntista

Este segundo método general consiste, como dijimos en la introduccion,
en establecer relaciones no triviales de inclusion entre subconjuntos nota-
bles de un espacio de Banach. El esquema general es el siguiente: Sean €
y 6 dos clases de subconjuntos (de modo que ' (E) y 6 (E) seran cla-
ses de subconjuntos de E). Diremos que E tiene la propiedad p(F€, €) si
J(E) c€(E). Naturalmente, la propiedad tendra algin interés cuando la
relacion de contenido sea no trivial. Como en el caso del método homologico,
habitualmente las clases consideradas tienen alguna propiedad adicional. En
particular, estaremos interesados en las clases # que verifican las siguientes
propiedades:

(Co) Para todo espacio de Banach E, #(E) # o.

(C)) Si A,B € JC(E), entonces A + B y A U B pertenecen a JC(E).
(C3) P es estable por aplicaciones lineales continuas.

(C3) J es estable por paso a subconjuntos.

De (Cy), (C3) y (C3) resulta que para todo x € E, {x} € F(E). Si
A; € FH(E;) (i = 1,2), la formula

Ay x Ay = J1(A41) +J2(A42)

(donde J; son las inyecciones canoénicas), muestra que J€ es también estable
por productos finitos.

Por comodidad, llamaremos clase de tipo (C) a una que verifique las
propiedades (Cp) a (C3) anteriores.

Diremos que una clase J es inyectiva si para toda inyeccion (esto es,
isomorfismo sobre la imagen) J : Ey — E, de J(B) € J(E) resulta que
B € ¥ (Ep). Asimismo, diremos que ¥ es suprayectiva si para toda supra-
yeccion P : E — Ey y para todo By € JC(Ep), existe B € J(FE) tal que
P(B) = By. Con estas notaciones, resulta
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II.1 Proposicion.
Sean H 'y € clases de tipo (C).

a) La propiedad p(F, €) es estable por isomorfismos topoldgicos, pro-
ductos finitos y paso a subespacios complementados.

b) Si I es una clase suprayectiva, p(¥, G) es estable por cocientes por
subespacios cerrados.

) Si € es inyectiva, p(¥,€) se hereda por el paso a subespacios cerra-
dos arbitrarios.

Demostracion.

(a) Probemos, por ejemplo, la estabilidad por productos finitos: Sean Ej,
E, verificando p(#, €). Si B € H(E; x E,), entonces

B < n1(B) x na(B) € 6(E1 x Ey).

b) Sea E con la propiedad p (J¢,€), P : E — Ej una suprayeccion y
By € H(Ep). Por la hipotesis, existe B € K (E) < €(FE) tal que

By = P(B) € Y(Ey) por (C3).
La demostracion de (c) es totalmente analoga.m

A continuacion vamos a ver algunas situaciones concretas del método
que acabamos de describir. En primer lugar, dado un espacio de Banach E,
denotaremos por K (E), W (E), W “6(E) y B(E) las clases de los sub-
conjuntos relativamente compactos, débilmente relativamente compactos,
débilmente condicionalmente compacto y acotados de E, respectivamente.
Esto es, B pertenece a cada una de estas clases si y s6lo si toda sucesion en
B posee una subsucesion ‘

— convergente en norma (caso K (E)),

— débilmente convergente (caso 7 (E)),
— débilmente de Cauchy (caso % “6(E)),
— acotada (caso B(E)).

Cada una de estas clases es claramente de tipo (C), estable por el paso
a envolturas absolutamente convexas y cerradas (para”7/, es el teorema de
Krein—Smulian, [DS] V.6.4; En I1.9 daremos una demostracion para el otro
caso no trivial 7€), y verifican las relaciones

(**) H(E) W (E) W 6(E) < B(E).
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Ademas, todas ellas son inyectivas, seglin se comprueba facilmente. % y K
son también suprayectivas. Esto resulta, por ejemplo, de quesi P : E — Ej
€s una suprayeccion, por el teorema de seleccion de Michael existe una sec-
cion ¢ : Ey — F continua y homogénea (en general, no lineal), de modo
que

Poo =1Ig y ¢(B(E)) < 2B(Ep)

(véase, p. €j., [H], §21C).

Por el contrario, 77y “# ¢ no son suprayectivas. En efecto, si P :
/1 — I, es una suprayeccion, B(/,) es débilmente compacto y no compacto,
luego no puede ser imagen por P de ningin subconjunto B € 7 6 ({;) pues,
por el lema de Schur, 7€ (l;) = X ().

Todas las demas clases que vamos a considerar en esta seccion, estan
formadas por conjuntos acotados. Notemos que un subconjunto B < E es
acotado si y solo si toda sucesion (x},) S E* convergente a 0 en norma,
converge uniformemente sobre B (a 0, naturalmente). Por tanto, si conside-
ramos una familia X(E*) de sucesiones en E* que contenga a las sucesiones
convergentes a 0 en norma, la clase #s(E) de los subconjuntos B c E tales
que para cada (x},) € Z(E*) se tenga

@ Jim sup{|x;,(x)|: x € B} =0

estara formada por conjuntos acotados. Es obvio que s (E) verifica siempre
(Co), (C1) y (C3). Si ademas X es tal que para todo T € L (E, F),

T*(Z(F*)) € Z(EY),

es claro que s verifica también (C>), y por tanto es una clase de tipo (C).
Esta es la idea general de las siguientes definiciones: Sea £ un Banach. Un
subconjunto B < E diremos que es

— Limitado (Kothe, 1938; Grothendieck, 1953), y escribiremos B €
L*(E), si verifica (#) cuando Z(E*) son las sucesiones 6(E*, E)-nulas
de E*.

— Dunford-Pettis (Andrews, 1979) y escribiremos E € DFP(E), si verifi-
ca (#) cuando Z(E™) son las sucesiones débilmente (e.d., o(E*, E**))
nulas de E*.

— (V*)(Pelczynski, 1962), y escribiremos B € 7 *(E), si veriﬁcé ®
cuando Z(E™) son las sucesiones tales que Y x;, es d.i.c. en E*.

Por lo visto anteriormente, cada una de estas clases es de tipo (C) y esta
formada por conjuntos acotados. Ademas, por la definicion, se verifican las
siguientes relaciones:

(* * %) L*E) SDI(E) =V *(E) < B(E).

En el siguiente teorema se recogen algunas utiles caracterizaciones de las
ultimas clases definidas, en términos de operadores:
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II.2 Teorema.
Sea E un espacio de Banach y B € B(E).
a) ([SL]) Son equivalentes:

i) Be<*(E).
ii) T(B) es relativamente compacto, para cada T € £ (E, c).

b) ([A]) Son equivalentes:
i) B e DI(E).

ii) Cualquiera que sea el espacio de Banach F, T (B) es relativamente
compacto para cada operador T € W (E, F).

iii) Igual que (ii), con F = cy.
¢) ([B3], [E2]) Son equivalentes:
i) BeV*(E).

ii) Toda serie d.i.c. Y, x}, en E*, converge absoluta y uniformemente
sobre B, es decir,

lim sup { > x5l x € B} =0.
m-—oo nem
iii) T(B) es relativamente compacto, para cada T € £ (E,1,).

Demostracion.

(a). Como hemos sefialado varias veces, existe una biyeccion entre las
sucesiones (x},) que son a(E* E)-nulas y los operadores T € £ (E, ¢p), da-
da por T(x) = (x},(x)) y x;, = T*(e,). La equivalencia de (i) y (ii) resulta
entonces de la siguiente caracterlzacwn (IDS], 1V. 13.9): Un subconjunto
acotado A < ¢y es relativamente compacto si y solo si

nan; sup{|xn|: x = (xn) € A} =0.

Pasemos a probar (b). ()= (ii): Supongamos T € 7 (E, F). Un impor-
tante resultado de Davis, Figiel, Johnson y Pelczynski ([DFJP)] establece
que T se factoriza a través de un espacio reflexivo, lo que permite supo-
ner (y asi lo haremos) que F es reflexivo. Desde luego, T(B) € # (F). Si
T(B) ¢ X (F), existira una sucesién (x,) € B,un dé > 0 y un y € F tales
que (T(x,)) converge débilmente a y, pero |T(x,) — y|| > é para todo n.
Elijamos para cada » un

vy, € B(F*) tal que < T(xn)—p,y; >> 0.
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Como F es reflexivo, pasando si es preciso a una subsucesion, podemos supo-
ner que (y},) converge débilmente a un cierto y* € F*. Por tanto, T*(y;,—y*)
converge débilmente a 0. Por (i), resulta entonces

0= ’1115%1o <Xp, T*(p,—y*) > = ’11132 <Txn), yp—=y">.
Pero también
Jim < T(xp)—y, y">= lim <y, y,—y* >=0,

luego
0= lim <TCn) yp=y">+ <TCn) =y, " > +

+ <y Y —yp>= lim < T(xn) =y, yp > >4,

que es una contradiccion.

(i1)= (iii) es evidente. (iii)=> (i): Sea (x},) una sucesion débilmente nula
de E*. Como vimos en el teorema 1.9, el operador T : E — ¢( asociado,
es débilmente compacto . Por la hipotesis, T(B) € H (co) lo que, segun el
criterio citado en la demostracion de (a), equivale a que

nan(l sup{|x;,(x)|: x € B} =0,

lo que prueba que B € DP(E).

Finalmente, veamos (c). (i)= (ii): Sea Y, x;, una serie d.i.c. en E*. Si no se
cumple (ii), existe ¢ > 0, una subsucesionp; < g1 < p2 < ... <pp < Gn < ...
de enteros y una sucesion (x,,) en B, tales que

'y
Y IxXx) > e
n=pj
Pero entonces existe un subconjunto a; de {p;,...,q;} tal que

Y x5 (x) > e/4.

(Véase, por ejemplo [R], lemma 6.3). Si ponemos
;=2 %
9

claramente 3 y; es d.i.c. en E*, y [y;(x;)| > &/4, para todo j € N.
La demostracion de la equivalencia entre (ii) y (iii) es totalmente analoga
a la (i)&(ii) de (a). Basta tener en cuenta la biyeccion existente entre
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$L(E, L) y las series d.i.c. de E*, que asocia a cada serie Y, x}, el opera-

dor definido por
T(x) = (xp(x) €l

(véase [D], Ch. VII), asi como el conocido criterio de compacidad en /; ([DS],
IV. 13.3): Un subconjunto acotado A < l; es relativamente compacto si y
solo si

Jim sup {2 Ixil: x =(x;) € A} =0.
i=n

Obviamente, (ii))= (i).R

I1.3 Corolario.
Sea J€ una cualquiera de las clases £*, DS oV *.

a) J(E) es estable por la operacion de tomar envolturas absolutamente
convexas cerradas.

b) Sea B c E. Si todo subconjunto numerable de B pertenece a ¥ (E),
entonces B € H(E).

c) Sea B ¢ E. Si para cada ¢ > 0 existe By € JH(E) tal que
B c B, +eB(E), entonces B € ¥ (E).

d) ¥ no es inyectiva.

Demostracion

SiT e¥(E,F)y B c E, resulta que T(coe(B)) < coe(T(B)). Por tan-
to, (a) se deduce de la caracterizacion dada en I1.2 y de la estabilidad de H
por envolturas absolutamente convexas cerradas. Analogamente, (b) resulta
de 11.2 y de la caracterizacion de X por sucesiones. (c) se deduce también
de I1.2 y de la correspondiente propiedad para X (véase lema 1.6).

(d) Es bien conocido que /, contiene una copia isométrica de cualquier
espacio de Banach separable. Sea M < [, un subespacio isométrico a /. En-
tonces B(M) € # (l» ). Como L, es un espacio de Grothendieck (I.21(b))
y tiene la PDP (1.11(c)), "

L (Lo , c0) =H (I , c0) € DP(Ls , o),
luego T(B(M)) € K (co), para todo T € ¥ (ko ,co). De I1.2 (a) resulta que
B(M) € £*(l, ). Sin embargo,
B(h) ¢ £* () =99(h)

pues, por ejemplo, la inclusion canoénica J de / en cp es débilmente com-
pacta, pero J(B(/2)) no es relativamente compacto (la sucesion de vectores
unitarios no posee subsucesiones convergentes en norma).
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Sea ahora M < I, un subespacio isométrico a /;. De nuevo por ser /.
un espacio de Grothendieck, se tiene que

Lo, 1) =W U, 11) =Kl , 1),
luego B(M) € 7 *(l, ). Sin embargo, de I1.2(c) resulta evidente que
V() =H (),
luego B(M) (~ B(l1)) no pertenece a7 *(M).a
De I1.2 resulta también inmediatamente que

H(E) € L*(E) YW G(E) <V ™*(E).

El siguiente resultado de Odell y Stegall permitira establecer la cadena com-
pleta de inclusiones entre las clases que hemos definido. La demostracion
que vamos a dar se debe a Drewnowski ([DR]), quién la us6 para probar que

D(E) < W G(E) :

II.4 Corolario.
Para todo espacio de Banach E, DF(E) € W C(E).

Demostracion

Supongamos que existe
B € DF(E)H 6(E).

Por el teorema de dicotomia de Rosenthal, existe entonces una sucesion
(u,) € B que es equivalente a la base canodnica de /1. Definamos

S1:M =[u,:ne N] — L, ([0,1]) = L

por
oo oo
S1 ( 2 tnun) = Z tntn,
n=1 n=1

siendo r,(f) = sgn(sen(2”n¢)) la n—sima funcion de Rademacher. Como
quiera que las (r,) en L, son equivalentes a la base unidad canonica de
I (véase, por €j., [D], Ch. IX, pag. 203), resulta que S; es un isomorfis-
mo topologico sobre su imagen. Pero todo operador sobre un subespacio,
con valores en L, , se puede extender al espacio total conservando su nor-
ma (veéase, p. €j., [LT], 1., pag. 111), luego S; se extiende a un operador
S : E — L, . Notemos que (r,) es un sistema ortonormal en L; y, por
tanto, débilmente convergente a 0. A fortioti, (r,) es entonces débilmente
nulaen Ly € L}, luego la formula
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R = ([rm) . fetln

n=1

define un operador débilmente compacto de L, en co (véase el argumento
de I1.2(b), (iii)=> (i)). Entonces

T=RoS:E—c

es débilmente compacto. Pero T(u;,) = e, para todo n, luego T(B) ¢ K (o),
lo que contradice I1.2(b).m
IL.5 Observacion.

Notemos que L., es isomorfo a L, ([LT] I, pag. 111) y, por tanto, tiene
la PDP. Asi pues, el operador R construido en la demostracion anterior,
es de Dunford-Pettis y hemos demostrado entonces que si E contiene una
copia de Iy, existe T € DIF(E, co)\H (E, co). Esto demuestra (d)=> (a) del
siguiente resultado, que anunciamos en la Seccion I:

I1.6 Proposicion.

Para un espacio de Banach E, son equivalentes:
a) E no contiene copias de ;.
b) E € p(R,HW 6).

¢) Para todo espacio de Banach F, DF(E,F) = H(E,F), es decir,
E € P(DF, K). .

d) DP(E, co) = H(E,co), es decir, E € P(DF, K; {co}).

Demostracion.

_ Sélo resta (a)=>(b), que resulta inmediatamente del teorema de dico-
tomia de Rosenthal.m

Como consecuencia de los resultados que hemos probado y de las rela-
ciones (**¥) y (***), obtenemos

O HOL o coamy o, W E ST E) <HE)

Las inclusiones anteriores son, en general, estrictas, como muestran los
siguientes ejemplos: '
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a) Si E es reflexivo de dimension infinita,
Ig €W (E,E) pero Ig(B(E)) ¢ X (E),
luego por I1.2(b) resulta que B(E) € # (E)\DP(E).

b) De I1.2(a) resulta que X (cp) = £L*(cp). Como ¢}y ~ /1, toda sucesion
débilmente nula en ¢ converge a 0 en norma, luego D %F(co) = R(cop).
Esto prueba que D P(co) # <L *(co).

¢) Razonando como en la demostracién de I1.3(d), resulta que
B={e,:neN} L")

(pues para todo operador T € ¥ (L., o), T(B) € K (o)), pero obvia-
mente B ¢ K (L. ).

d) Por el teorema de dicotomia de Rosenthal, B(co) € # € (co). Clara-
mente, B(co) ¢ W (E).

n
e) La sucesion x, = Z e; es débilmente de Cauchy en ¢q y, por tanto,

“
en [, . Como EB(IOOI, c0) = DYl ,co), resulta que

T({xn:n e N}) € H(co)

y, por tanto, B = {x, :n€ N} € £*(l ) (por I1.2(a)). Sin embargo,
B ¢/ (I» ), pues sino deberia converger débilmente (necesariamente
al = (1,1,..)"). Pero si LIM € (I, )* es un limite generalizado de
Banach ([DS], II. 4.22), resulta que LIM(1 — x,) = 1 para todo n.

f) En la demostracion de I1.3(d) vimos que si M < I, es isomorfo a /;,
entonces B(M) €7 *(l» ). Claramente, B(M) ¢ € (I ).
g) Finalmente, de I1.2(c) resulta que™? *(I}) = K (1) £R).

Una vez comprobado que todas las inclusiones en (1) son, en general,
estrictas, podemos aplicar el esquema desarrollado al comienzo de la
Seccion. Algunas de las propiedades que resultan, son bien conocidas:

— E € p(R,X) si y solo si E tiene dimension finita.
— Ecp(BH ) siy solo si E es reflexivo.

— Ya vimos en I1.6 que E € p(B, 7€) si y solo si E no contiene
copias de [;.

— Eecp("W 6, W )siy solo si E es débilmente secuencialmente
completo.
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II.7 Proposicion.

Para un espacio de Banach E, son equivalentes:
a) E € p(W; X).
b) E es de Schur.
c) E € p(W6,X).

Demostracion.

(@)= (b) y (c)= (a) son evidentes. Por otro lado una sucesion (x,) en
un e.l.c. (E,J) es J—Cauchy si y solo si para todo par (p;) y (¢;) de subsu-
cesiones estrictamente crecientes de enteros positivos, con p; < ¢; para todo
J, 1a sucesién y; = (x4, — x,,) es I —nula. Por tanto, (b) implica que las su-
cesiones débilmente de Cauchy son de Cauchy en norma y, en consecuencia,
convergentes.li

La siguiente proposicion caracteriza la PDP en términos conjuntistas:

I1.8 Proposicion.

Para un espacio de Banach E, son equivalentes:
a) E tiene la PDP.
b) W C(E) = DI(E), es decir, E € pCHW 6, DP).
c) W(E) € DI(E), es decir, E € p(H, DY).

Demostracion

(@)= (b): Si B €/ 6(E), como todo T €% (E, co) es de Dunford—
Pettis por la hipotesis, T(B) € H(co). I1.2(b) prueba entonces que B €
DP(E). (b)= (c) es evidente. Finalmente, supongamos (c). Sea T € % (E, co)

y (x7) una sucesion débilmente nula en E. Entonces
B = {x,:neN} € W(E) cDPE),
por hipoétesis. De I1.2(b) resulta que T(B) € K (co) y, por tanto,
Jim |7 (xn)|l = 0.
Es decir, T € DF(E, cp), lo que prueba (a).m

El resultado anterior permite dar una demostracion sencilla del analogo
al teorema de Krein—-Smulian para ™ 6, como habiamos anunciado:
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I11.9 Corolario.

Para todo espacio de Banach E, W ¢(E) es estable por envolturas ab-
solutamente convexas y cerradas.

Demostracion.

Sea 7 tal que E sea isométrico a un subespacio de /. (/) (por ejemplo,
I = B(E*); véase [H]) Como /€ es inyectiva, bastara probar el resulta-
do para E = [, (I). Pero entonces E tiene la PDP (I.11(c)), luego por IL.8
W C(E) = DP(E), que es estable por envolturas absolutamente convexas
cerradas, segiin vimos en 11.3(a).m

El siguiente resultado también se anuncio, en parte, al final de la Sec-
cion Lt

I1.10 Proposicion.
Para un espacio de Banach E, son equivalentes:

a) Para todo espacio de Banach F, W (E,F) = X (E,F) (es decir,
E € P(W, H)).

b) W (E,co) = X(E, coj (es decir, E € P(W, X; {co})).
c¢) E* es de Schur.
d) DRIE) = B(E), es decir, E € p(R, D).

e) E tiene la PDP y no contiene copias de 1.

Demostracion.

(a)=> (b) es evidente. Sea (x},) una sucesion débilmente nula en £*. Como
sabemos, el operador asociado T : E — c¢o es entonces débilmente com-
pacto. Si se supone (b), resulta que T, y por tanto T*, es compacto. Si
(en) € 11 ~ (co)* son los vectores unitarios canonicos, se tiene entonces que
{T*(en) = x},: n € N} es relativamente compacto, luego (x},) converge a 0
en norma. Asi pues E* es de Schur.

Si E* es de Schur, las sucesiones débilmente convergentes en E* son
convergentes en norma, y por tanto convergen uniformemente sobre todo
acotado de E. Esto prueba (c)=> (d). Que (d)=> (¢) es consecuencia inme-
diata de la caracterizacion I1.8(b) y el teorema de dicotomia de Rosenthal.
Finalmente, (e)=> (a) resulta de la definicion 1.8 de la PDP y de I1.6(c).m

La equivalencia (c)&(e) en I1.10 se debe a Pethe y Thakare ([PT]), aun-
que su demostracion es diferente de la que hemos dado.

Los casos que quedan, dentro del esquema general desarrollado al co-
mienzo de la seccion, cuando # = B, se tratan a continuacion:
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II.11 Proposicion.
Sea E un espacio de Banach.
a) B(E) = L*(E) (es decir, E € p(B,L*)) si y solo si E es de dimen-
sion finita.
b) ([B3]) Son equivalentes:

i) B(E) =V *(E) (es decir, E € p(B7™)).
ii) L(E. L) =W (E, L) =XH(E ).

iii) E no contiene copias complementadas de I, .

Demostracion.

Un teorema, debido independientemente a Josefson y Nissenzweig (véase
[D], Ch. XII), establece que en todo espacio de Banach de dimension infini-
ta E, existe una sucesion (x;,) € E* o(E*, E)-nula, formada por vectores
unitarios. Esto implica que B(E) no es un conjunto limitado en este caso,
lo que prueba (a).

En cuanto a (b), la equivalencia de (i) y (ii) es una reformulacion de
()& (iii) en I1.2(c). Claramente, (ii)=> (iii). Finalmente, un resultado clasico
de Bessaga y Pelczynski ([D], Th. V.10), prueba que (iii) es equivalente a
que E* no contenga copias de ¢g. Por el colorario 1.5, toda serie X x}, d.i.c.
en E*, converge en norma. En particular, lim,_.. [x},] = 0y, por tanto,

B(E) €/ *(E) 1

La siguiente propiedad tiene su origen en un error de Gelfand, quien en
1938 afirm6 que (con notacién moderna) todo conjunto limitado es relativa-
mente compacto. El nombre actual se debe probablemente a Diestel.

I1.12 Definicion.
Se dice que E tiene la propiedad de Gelfand—Phillips (PGP para abre-
viar) si y solo si E € p(££*, ).
IL.13 Proposicion.

a) La PGP es estable por isomorfismos topologicos, productos finitos y
paso a subespacios cerrados.

b) Son equivalentes:

(i) E tiene la PGP.
(ii) Toda sucesion limitada y debilmente nula, converge a 0 en norma.

(iii) Toda sucesion limitada y debilmente de Cauchy, es de Cauchy en
norma.
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Demostracion.

(a) resulta de II.1 y del hecho de que K es inyectiva. En cuanto a (b), cla-
ramente ()= (ii). El argumento de la Proposicion I1.7 prueba que (ii) = (iii).
Finalmente, supongamos (iii). Por I1.3(b) para probar (i) bastara demostrar
que toda sucesion limitada es relativamente compacta. Pero como &£ *(E) <

W G(E), si (x,) es limitada, posee una subsucesion de Cauchy que, por
(iii), converge en norma.m

I1.14 Observaciones y ejemplos.

a) I1.7(c) prueba que todo espacio de Schur tiene la PGP.

b) Si B(E*) es o(E*, E)-secuencialmente compacta, entonces E tiene la
PGP. En efecto, sea (x,) € E una sucesion limitada y débilmente
nula. Si no converge a 0 en norma, pasando a una subsucesion po-
demos suponer que existe un ¢ > 0 y para cada n un x}, € B(E™)
tal que |x},(x,)| > &. Por la hipotesis, podemos suponer que (xj,) es
o(E*, E)y—convergente a un x*. Pero entonces, por definicion,

Jim |(x5, — x")(xn)| =0,
mientras que por otro lado
|G, = X))l 2 |x7(xn)| = 17 (xn)l > /2,
para n suficientemente grande.
¢) En particular, todo espacio separabie o reflexivo tiene la PGP.

d) El argumento de (a) funciona también siempre que B(E*) contenga
un subconjunto normante S tal que toda sucesion en €l posea una sub-
sucesion o(E*, E)—convergente. En particular, si £ no contiene copias
de [}, S = B(E) ¢ B(E**) cumple esta condicion, luego E* tiene la
PGP.

e) El argumento de I1.3(d) prueba que 7 (I ) S L£*(l» ), luego ko no
tiene la PGP.

f) ([SL)), 1.3.3) Si E tiene la PGP toda (x,) c E equivalente a la base
canonica de ¢y posee una subsucesion (también equivalente a la base
canonica de ¢g) que engendra un subespacio complementado.

g) Mas informacion sobre la PGP puede verse en [DR] y en [SL].
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I1.1S Definicion.

Sea E un espacio de Banach.
a) (Pelczynski [P1]) Se dice que E tiene la propiedad (V*) si
VE) =WE),
es decir, si E € p(7*, "W).
b) (Bombal [B3]) Se dice que E tiene la propiedad (V*) debil si
V*E) =W C(E),
es decir, si E € p("V*, W 6).

De la relacion (f) resulta claramente que E tiene la propiedad (V,*)
si y solo si tiene la propiedad (V*) débil y es débilmente secuencialmente
completo.

I1.16 Teorema.

Sea E un espacio de Banach.

a) Tanto la propiedad (V*) como la (V*) debil son estables por isomor-
fismos topologicos, productos finitos y paso a subespacios cerrados.

b) Son equivalentes:

i) E tiene la propiedad (V*).

ii) Para todo espacio de Banach F, todo operador T € ¥ (F,E) tal
que T* sea incondicionalmente convergente, es débilmente com-
pacto.

c) E tiene la propiedad (V*) deébil si y solo si toda sucesion en E equi-
valente a la base canonica de l}, posee una subsucesion que engendra
un subespacio complementado.

Demostracion.

(a) resulta de I1.1 y de que tanto7" como™ 6 son inyectivas. Veamos
(b). ()=>(i): Sea T e L(F,E) tal que T* € 9J(E* F*), y pongamos
K =T(B(F)).Si X x;, esd.i.c.en E*, Y T*(x;,) converge en norma, luego

Tim TG = 0.
Por tanto,

Jim Sup{| < T(»), x;, > |: y € B(F)} =
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= lim Sup{| <y, T*(x}) > |: y € B(F)} =0,
y K €V *(E) =# (E). Asi pues, T es débilmente compacto.

(ii)= (i): Sea K €7 *(E). Por I1.3(a), podemos suponer que K es ab-
solutamente convexo y cerrado. Designemos por Ex el espacio vectorial en-
gendrado por K, dotado con la norma px = funcional de Minkowski de K.
Ek es un espacio de Banach, de bola unidad X ([Ho], 3.5.6), y la inclusion
canonica J : Ex — E es continua. Consideremos

n = J":E*— (Ek)".
Si ), x}, es d.i.c. en E*,

nhjg Iz = nlirg Sup{| < x,x},>|:xe€ K} =0,

luego n es incondicionalmente convergente. Por hipotesis, 7 = J*, y por
tanto J, es débilmente compacto, luego K = J(B(Ek)) es débilmente com-
pacto.

Pasemos a la demostracion de (c): Notemos en primer lugar que si (x,,) es
equivalente a la base canonica de /; y a la vez un conjunto V*, el subespacio
M que engendra no puede ser complementado, pues si S es el isomorfismo
entre M y /; dado por S(x,) = e,, y existiera una proyeccion continua P
de Een M, T = So P seria un operador de Een /j, y

{T(xn):neN} 2{e,:neN},

que no es relativamente compacto.

Entonces, si £ no tiene la propiedad (V *) débil, existe un conjunto
K €7V *(E)\X# “€(E). El teorema de Rosenthal, proporciona una sucesion
(x,) € K equivalente a la base canodnica de /;. Por lo que acabamos de ver,
ninguna subsucesion de (x,) puede engendrar un subespacio complementa-
do.

Reciprocamente, supongamos que E tiene la propiedad (V' *) débil, y sea
(x,) una sucesion equivalente a la base canonica de /;. Como

B = {x,:neN} ¢ W CE) =V"(E),

por I1.2(c) (iii) existe un operador T de E en /; tal que T(B) no es rela-
tivamente compacto. El teorema 1.4 de [N] asegura entonces la existencia
de una subsucesion (yx) de (x,) tal que (T(yx)) es equivalente a la base
canonica de /; y engendra un subespacio cerrado M complementado. Para
toda sucesion finita de escalares (A;) resulta entonces

m Y Al <X AT < ITH X Ayl < ITIM X 1Akl

para dos constantes positivas m y M adecuadas. Esto prueba que (yx) es
también equivalente a la base canonica de /; y que la restriccion de T a
N = [yr : k € N] es un isomorfismo. Si Q es una proyeccion continua sobre
M, entonces (T ~) 1oQoT esuna proyeccion continua de E sobre N.1
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I1.17 Observaciones y ejemplos.

a) La caracterizacion I1.15(b) aparece en [E3] con una demostracwn dis-
tinta. I1.15(c) se encuentra en [B2].

b) La simple inspeccion del cuadro (f) muestra que todo espacio reflexivo
tiene la propiedad (¥ *). Analogamente, si £ no contiene copias de /1,
tiene la propiedad (V' *) débil. Por otro lado, de I1.11(b) resulta tam-
bién que un espacio con la propiedad (V*) es reflexivo si y solo si no
contiene copias complementadas de I, ([P1]).

¢) En [B3] se prueba que rodo reticulo de Banach orden continuo tiene la
propiedad (V*) débil. En particular, los espacios L;(¢), que son tam-
bién débilmente secuencialmente completos, tienen la propiedad (V' *)
(resultado probado en [P1]). Probablemente esta es la clase mas im-
portante de espacios no reflexivos con la propiedad (V*). El dual del
algebra del disco y el espacio L;/Hj tienen también esta propiedad.

d) I1.15(c) muestra la utilidad que puede tener la propiedad (V' *) débil en
la deteccion de copias complementadas de /;, véase por ejemplo [B2] y
[B4]. También permite mejorar un resultado de Tzafriri ([T], Th. 16)
que afirma que si un reticulo orden continuo contiene una copia de
/1, contiene también una copia complementada. (A la vista de I1.15(c)
podemos asegurar ahora que esta contenida en la primera).

e) Ni la propiedad (V*) ni la (V*) débil se conservan, en general, por
cocientes: £ = C(]0, 1]) no tiene la propiedad (V *) débil. En efec-
to, todo operador de E en /; es (débilmente) compacto, por 1.14(c),
luego B(E) =7 *(E) por 11.11(b). Pero un viejo resultado de Mazur
prueba que E contiene copias de cualquier espacio separable (véase
[H], §25B), en particular de [}, luego?7 *(E) = B(E) # W €(F)
(I1.6). Sin embargo, como todo espacio de Banach separable, E es un
cociente de /1. A la vista de I1.1(b), esto prueba también que la clase
Y ™* no es suprayectiva.

JI.18

Los casos que, salvo yuxtaposicion, faltan por considerar al aplicar el
esquema general al cuadro (), son los siguientes:

1. £*(E) </ (E) : Emmanuele designa esta propiedad como (BD) en
[E3], probablemente porque Bourgain y Diestel prueban en [BDi] que
los espacios que no contienen copias de /; tienen esta propiedad. Desde
luego, esta implicada por la PGP, pero no esta apenas estudiada.

2. Las propiedades 77 (E) € L*(E), yL*(E) = DIP(E), por lo que sa-
bemos, tampoco han sido tratadas como tales en la literatura. Desde
luego, los espacios de Schur poseen ambas. Si E es de Grothendieck
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(Def. 1.18), obviamente £ *(E) = DP(E), luego los espacios de Gro-
thendieck con la PDP (como /. , por ejemplo), verifican

WE) < $*(E) = DI(E).

3. La propiedad DF(E) < “# (E) ha sido considerada en [L], con el
nombre de propiedad RDP*, por analogia con la propiedad (V' *). Los
espacios de Grothendieck con la PGP (por ejemplo, los reflexivos),
cumplen obviamente DF(E) = L*(E) = K (E) c# (E). En 11.21
trataremos mas ampliamente esta propiedad.

Para finalizar, daremos dos ejemplos de propiedades definidas a través
de subconjuntos del dual de un espacio de Banach.

I1.19 Definicion.

Sea E un espacio de Banach. Un subconjunto B < E* se llama un
conjunto (L) (resp., conjunto (V)), y escribiremos B € £ (E*) (resp., B €
Y (E*)), si para toda sucesion débilmente nula (x,) € E (resp., serie Y, x,,
d.i.c. en E) se tiene

’}Lngo sup{|x*(x»)| : x* € B} = 0.

{Es decir, con la notacion de la pagina 16, se trata de las clases s (E*) aso-
ciadas a las clases Y de las sucesiones débilmente nulas (resp., series d.i.c.)
en E ¢ E**. Los conjuntos (L) fueron introducidos por Leavelle en [L], y los
(V) en [P1], como nocion dual de la de conjunto (V*). Obviamente, tanto
7 (E*) como £ (E*) son estables por combinaciones lineales, uniones finitas
y paso a subconjuntos.

I1.20 Proposicion.
Sea E un espacio de Banach.

a) B €V (E*) siy solo si para todo T € £ (co, E), T*(B) es (débilmen-
te) relativamente compacto en (co)* ~ [j.

b) B € L(E*) si y sélo si para todo operador S : E* — co que sea
continuo para las topologias ¢(E*,E) y a(co, 1), S(B) € H (co).

Demostracion.

Es totalmente analoga a la del teorema II.2. Basta tener en cuenta
en cada caso que la correspondencia que a cada T € Y (co, E) (resp.,
S € L(E*, cp)) asocia la serie Y, T'(e,,) (resp., sucesion S*(e;,)), es una bi-
yeccion entre £ (co, E) (resp., los operadores de E* en ¢y continuos para
o(E*,E) y a(co, 1)) y las series d.i.c. en E (resp., las sucesiones débilmente
nulas en E).A
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Razonando como en II.3, resulta inmediatamente que tanto? (£*) co-
mo ¥ (E*) son estables por envolturas absolutamente convexas y (E*, E)
cerradas. También, si T € L (F, E),

T*(V(EY) SVFY) y T(L(EY) € LEFY).

Ademas, se cumplen las siguientes relaciones.
) HE)CHWE) CHWE (E) CV(E) CV(E") CR(EY)

HEDYCL (E) CDI(E*) c L(E*) CV(EY)

I1.21 Teorema.
Sea E un espacio de Banach.
a) ([Pl]) Son equivalentes:

i) E tiene la PV (Véase definicion 1.18.1)
i) V(E*) =W (E").

b) ([L]) Son equivalentes:

i) E tiene la PRDP (Vease definicion 1.12).
ii) L(E*) s W (EY).

Demostracion.

Se pueden dar demostraciones similares para (a) y (b), siguiendo el mé-
todo que empleamos en la demostracion de I1.15(b). Veamoslo, por ejemplo,
para (a). ()= (ii): Sea B €7 (E*). Por lo que hemos visto, podemos su-
poner B un disco o(E*, E) cerrado. El conjunto polar V' = B es entonces
un disco entorno de 0, cuyo funcional de Minkowski p es una seminorma en
E.SiN = {x € E: p(x) = 0}, designemos por Ey el espacio normado
cociente E/N, con la norma inducida por p (véase [Ho], pag. 208). El dual
de Ey es el espacio normado (E*)yo = (E£*)k ([Hol, pag. 277) construido a
partir de K como en II.15(b). Si n : E — Ey es la suprayeccion canoOnica
y 3. X, es una serie d.i.c. en E, resulta que

nlirg Ilz(x)| = nh_nolo Sup{| < x,,,x* >|: x* € K} =0,

luego 7 es incondicionalmente convergente. Por hipotesis, = es débilmente
compacto, luego n*, que es la inclusion canoénica J de Ex en E, es débilmente
compacto. En consecuencia, K = J(B(Ek)) € W (E*), c.q.d.

Reciprocamente, supongamos (ii) ysea T € J(E,F).Si B = T*(B(F*)),
resulta
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Sup{| < x,,,x* >|:x* € B} =

=Sup{| < T(x»),y* > |:y* € B(F*)} = |T(xn)l,
que converge a 0, luego B €7 (E*) ="/ (E*)y, por tanto, T € # (E,F).1

I1.22 Observaciones y ejemplos.

a) I1.20(a) aparece en [P1], con una demostracion diferente, en la que se
inspiran fuertemente las demostraciones de I1.20(b) de [L] y II.15(b)
de [E3].

b) La caracterizacion I1.20 proporciona, tras una simple inspeccion de
las relaciones (f) y (1), demostraciones inmediatas de las principales
caracteristicas de las propiedades (V) y RDP que aparecen en [L] y
[P1]:

— Si E (resp., E*) tiene PV, entonces E* (resp., E) tiene la propiedad
V.

— Si E (resp., E*) tiene PRDP, entonces E* (resp., E) tiene la propiedad
RDP* (definicién I1.17.3).

— El corolario 1.5 muestra que B(E*) €7 (E*) si y solo si E no contiene
copias de ¢g. Por tanto, un espacio con la PV es reflexivo si y solo si
no contiene copias de cp.

— El espacio J de James (véase el final del Corolario 1.5) y su dual tienen
la PRDP, pues no contienen copias de /; (I.13(b)), luego J tiene tam-
bién la propiedad RDP*. Sin embargo, no tiene la PV (por ejemplo,
no es reflexivo y no contiene copias de cg).
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