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Abstract

The second order vector bundle of osculators fields over a real manifold M is the second order jet
bundle from the manifold M to IR. We show that a connection on this vector bundle induces a linear
connection on M and a linear connection on the vector bundle of symmetric (2, 0)-tensor fields on M if
and only if the first connection preserves the osculation order (Pastore’s connection). Moreover, we relate
Pohl’s definition of a linear connection with the lifts respect to good squares, a concept introduced in the
thesis of the author.

1.— El fibrado de campos osculadores de orden dos sobre una variedad
M, diferenciable real, de dimension », es el fibrado vectorial de los jets de
orden dosde M en IR cuyo término (o sumidero) es 0 € IR. Denotaremos
dicho fibrado mediante

TzM (: J2 (M, ]R)o) _— M
y emplearemos la notacion reducida 7,M —— M. El rango de este fibrado
vectorial es

n): n(n—f—l)"

n+(2 5

"La siguiente sucesion de fibrados vectoriales sobre M es exacta:

0—— TM —— ToM — S3 (M) — 0 (1)

donde el ultimo término representa el fibrado vectorial de los campos tenso-
riales simétricos de tipo (2, 0) sobre M.

Estas y otras propiedades basicas de este fibrado pueden hallarse en [5],
[6], [7] especialmente para T.M, y en [2] [4], [8], [9] para T,M, con r arbi-
trario. Para todo lo referente a conexiones lineales en fibrados vectoriales,
véase [1], [3], [10].

La inclusion candnica TM < T,M permitio dar a la profesora Pastore
una definiciéon de conexion, que conserva el orden de osculacion, en TM:
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Definicion (ver [5], [6], [7]).— Una conexion de Pastore (de orden dos) en
M es una conexion lineal V en .M —— M tal que para cualesquiera X,
YeR' (M) es VyYe %" (M), donde 7' (M) es el médulo de campos
vectoriales sobre M.

Trabajando en coordenadas locales, la sucesion (1) se expresa como

0—TM —TM — S22 (M)——0
U'xR"—s U"xR"XR" — U"x R"
) — (' 5,0)
& y?) —— YD)

donde los paréntesis (ij) indican que i < j, siendo

ije{l,..,n}, y m:(;)

Una conexion lineal en 7,M —— M viene dada por los simbolos
locales

] 9
Ve ei=eTj+epy Iy

k (pq)
Ve, ey = ex Uiy + €gy T 0

donde representamos

0 0
€= =7 e(ij)~m-

Pues bien, V es una conexion de Pastore si y solo si Fffq) =0.
Ademas se tiene la siguiente

Proposicion— 1. [6]. Cada conexion de Pastore induce una conexion li-
nealen M de simbolos I} y otraen S (M)—— M de simbolos T (;’,1)

En la proposicion 2 de este trabajo probaremos que esta condicion ca-
racteriza las conexiones de Pastore.

2. En esta seccion presentamos de modo adecuado a nuestro desarrollo
posterior cuatro resultados de Pohl ([8], [9]) referentes a fibrados vectoriales y
conexiones lineales, con el fin de aplicarlos en la seccion 3 a la sucesion
exacta (1).

Sea E—— M un fibrado vectorial de rango r. En [8], [9] se define un
fibrado vectorial A, (E) —— M, llamado primer fibrado derivado del dado,
que verifica las siguientes propiedades:
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a) A, (E) es topologicamente equivalente a Ee (TM o E), con lo que
es un fibrado vectorial sobre M de rango r + nr. De hecho, A, (E) tiene
como secciones las de EF o (TM e E) moddulo las generadas por
(X(f)*Zo (X fE-fXeX), para XE.%"' (M), f€.5° (M) vy
el (A (E)— M)}.

b) La siguiente sucesion de fibrados vectoriales sobre M es exacta:

0—E LA L TMe E—0 @)
U'xRA—> U"xR"xR" — U"x R”
(xi3 aa) - (xia aa, 0)
(xi9 aa, J’ia) - (xia ym)
donde i€ {l,..,n}, ac{l,..r}.

¢) A, esun funtor covariante y exacto, de modo que si

0—E— Bt E—0

es una sucesion exacta de fibrados vectoriales sobre M, el siguiente diagra-
ma de fibrados vectoriales sobre M es conmutativo y estd formado por filas
y columnas exactas:

0 0 0
0 VE— " L A(E)— . TMe E, 0
a A (@) id® o
A R
0 E—" A (B)—2 > TMe E,— 0 (3
B A (B) id® B
I !
0 ‘Eg : ‘Al (E3) - T™ ® E3 0
!
0 0 0

d) Cada conexion lineal en E —— M viene definida por una escision
n de la sucesion (2) dada localmente por

n (X, a, y*)=(x, a"+Tyy")
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Esta ultima propiedad se basa en la definicion del fibrado derivado del dado
como cociente de Ee (TM & E). Esta probada con detalle en [9].

3. El diagrama (3) correspondiente a la sucesion (1) es:

0 0 0

“ .
h

~ “
TM ——— A, (TM) —2 TMe TM

0 , 0
0 oM ——— A, (T,M) —"— TMe .M 0

T2

B B B

~

0— 2 (M) ===== A, (53 (M)) —"— TM & S¢ (M) ———0

T3

(4)

donde denotamos A, (a;) por a,, ide® o; por os; y analogamente para los
simbolos que involucran p.

Una conexion lineal en el fibrado T.M (resp. TM, S (M)) estd dada
por la escision 7, (resp. m, 7).

Decimos que 7, (resp. m;) estd inducida por m, Si 0, ° Ty = T2 © A
(resp. si i © m, = m; © B,). En esta seccion nos preguntamos qué conexiones
en T,M —— M inducen conexiones en los otros dos fibrados mediante la
anterior construccion. La respuesta estd dada por la siguiente

Proposicion 2.— Una conexion lineal en T,M —— M, definida por n,,
induce conexiones lineales definidas por ©, y m; siy solo si la conexion
dada es una conexion de Pastore.

Demostracion— Expresemos en coordenadas locales el diagrama (4).
Empecemos por las cartas locales de las variedades involucradas:

™ . U'xR" C (L)

A (TM) . U'xR"xR” : (X,
TMe TM : U"xR” N )
T.M . U'xR"xR™ (X, ), y®)

SE (M) . U"xIR™ s (X, ™)
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donde m = ( ’21 ), y, analogamente, las variedades que faltan. Entonces las

expresiones locales de las aplicaciones son:

i (¢, ¥)=(x', 5, 0) ;P (YY) =)

B (YY) =01, 69,0,00 5 pa (4,5 99,07 Y ) = (7, ')
i (¢, yP) = (x', », 0) s s (6, y9, Y ) = (x, y' )

o (¥, ¥) = (', ¥, 0) ;B (Y YD) =, y?)

% (xi, yi, yij) — (xi, yi’ 0, yij, 0) i B (xi, yi’ y(ij), yij, yi (ik)) — (xi, y(ij), yi (ik))
o (¢, ) = (¥, 7, 0) ;B () Y ) = (o y )

Las conexiones estan dadas por las escisiones 7;, 7, y 7,:

T ('xi9yi’yij):(xia yl+rjlkylk)

2 (X, ¥, Yy, 7,y ) =

=, Y+ Ty + T YO0, YO+ Ty + Ty )
s (xi’ y(’ﬁ, yi (ik)) — (xi, y(ij) + FIScij()pq) )/c(pq))
Entonces un célculo directo muestra que
wom=moa siysdlosi Ix=0[% y TP=0
Biom=moB, siysolosi I,=T%, y T¥=0

con lo que hemos obtenido la condicion deseada.
|

4. En [1], [2], [3] se estudia la elevacion de conexiones respecto de lo que
denominamos buenos cuadrados de fibrados vectoriales. Un caso particular de
tal situacion es el dado por un diagrama de fibrados de expresion local

7

M U'x R x IR* U

|

M U'xIR" U

(xi, aa’ bl) (xi)

.

@y ———(x) - (&)
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Una conexion lineal T' en 7 define una descomposicion TE =
VE © HE, y, del mismo modo, una conexion I' en y define TE =
VEe HE. Decimos que T es elevacién de T respecto de (5) si o, (VE) =
=VE y a,(HE)= HE. Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposicion 3.—[1], [2], [3]. Si los simbolos localesde I' y T" son

T, T T}ﬂ’ T}u y 8
entonces I es elevacion de I' respecto de (5) si y solo si
T =Tj y I;,=0.

Sean © y 7 las escisiones definidas por las conexiones I' y T, y con-
sideremos el correspondiente diagrama:

0 Ee———A(E)——TMs E 0
j o ‘ A (@) l id® o
0 Ee———A,(E)—' ~TMsE 0

/4

Entonces obtenemos:

Proposicion 4.— En las condiciones anteriores, I es elevacion de T res-
pecto del buen cuadrado (5) siy s6losi a°T=mn0 A, («).

Demostracion.— Un calculo sencillo, a partir de las expresiones locales de
las aplicaciones, muestra la equivalencia entre la igualdad buscada y las con-
diciones locales de la proposicion precedente.

|

Ejemplos

a) Una conexion de Pastore es elevacion de la inducida en
S¢ (M) —— M respecto del buen cuadrado

M M
S (M) M

b) Una conexion de Pastore es elevacion de la conexion lineal inducida
en M respecto de
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.M M
™ M

si y solo si l"f-‘(,-k) =0.

Estos dos resultados se obtienen en [2] empleando para su demostracion
la proposicion 3. Apelando a las proposiciones 2 y 4 su demostracion es
ahora inmediata.

5. La definicion de Pastore de conexion de orden dos se generaliza al
fibrado vectorial T,M —— M del siguiente modo [5]:

Una conexion de Pastore de orden r en M es una conexion lineal en
T,M — M tal que para todo s& {1, ..., r} y cualesquiera X € %' (M),
el (T,M — M), setiene que VyXeIl' (T,M — M).

Cada conexion de orden r induce por restriccion una de orden s, para
cada se< {1, .., r}. Entonces, razonando como en la proposicion 2, obte-
nemos:

Proposicion 5.— Con las notaciones precedentes, al considerar el dia-
grama

TMe———A, (TM)—2 > TMe T,M

0 0
o A (@) id® o
0 TMe——o A, (T.M)—"— TM e T,M 0

A

siendo 7, la conexion dada y =, su restriccion, resulta que
ao =m0 A; ()

si y solo si los simbolos de iguales indices de ambas conexiones coinciden y
los siguientes simbolos de 7, se anulan:

Gus s Jodsx) U s dpdsat)
L =.=Lg" k) 0,
Gis oo Jsgrs wood) U s dip Jsrs oo di)
L =..=Lg" k) =0
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