Un modelo de reemplazamiento
preventivo de revision continua con
politica periodica de reemplazamiento

Por J. P. ViLarLANA Y M. T. ELGUEA
Recibido: 8 de noviembre de 1989

Presentado por el Académico Numerario D. Sixto Rios

Resumen

Se estudia un modelo de reemplazamiento preventivo de revision continua, en el cual su coste
total actualizado se establece con ayuda de dos ecuaciones funcionales. Se supone que toda parada
se produce a causa de una averia en el equipo, siendo el tiempo de parada igual al tiempo necesario
para reparar el equipo y volverlo a poner en funcionamiento. La politica periodica de reemplaza-
miento preventivo exige reemplazarle por otro equipo idéntico y nuevo cuando se alcanza la edad
de servicio X o cuando el equipo falla. Se demuestra finalmente que existe un valor unico para X,
que determina la politica 6ptima.

Let a discounted continuous review preventive-maintenance replacement model be such that
is total discounted cost is given by means of two functional equations. We assume that downtime
is caused by equipment breakdowns, and the lengthh of a given downtime is the time necessary
to repair the equipment and set it back in operation. The periodic preventive replacement policy
is to replace the equipment by a new identical equipment when service age X is reached, or when
the equipment fails. It is demonstrated that there exists only one value for X, which determines
the optimal policy.

1. INTRODUCCION

En los ultimos afios la teoria del reemplazamiento estocastico ha tenido
un gran desarrollo debido, en gran parte, a la importancia que en nues-
tra sociedad ha adquirido el empleo de complejos equipos electronicos en la
industria, comunicaciones, transporte, actividades militares.

El reemplazamiento de equipos que fallan estocasticamente incluye la
toma de decisiones bajo incertidumbre. Dos son las fuentes de esta incerti-
dumbre, por un lado la imposibilidad de predecir cuando ocurrira un fallo, y
por otro el que pueda ser imposible determinar si el equipo esta en correcto
funcionamiento a menos que se realice un inspeccion.

La primera fuente de incertidumbre ha dado origen a la teoria de la fia-
bilidad de equipos. La segunda ha producido el desarrollo de dos tipos de
modelos estocasticos, los modelos de reemplazamiento preventivo, en los que
siempre se conoce si el equipo esta en correcto funcionamiento o no, y los mo-
delos de reemplazamiento en estado de preparacion, en los que es necesario
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realizar una inspeccion del equipo para conocer si opera correctamente.

En los modelos de reemplazamiento preventivo se supone que el equipo
esta operando continuamente hasta que falla o se reemplaza, lo que asegura
en todo instante el conocimiento de su funcionamiento, correcto o no. En
estos modelos solo existe una fuente de incertidumbre, la derivada de la in-
capacidad de predecir cuando fallara el equipo. Este hecho, sin embargo, no
excluye la posibilidad de reemplazarlo en algin instante antes de que falle.
En consecuencia, la politica de reemplazamiento implica la sustitucion del
equipo por otro nuevo e idéntico en el instante del fallo o antes del fallo.

Se estudia aqui un modelo general de reemplazamiento preventivo de
revision continua para el caso en que:

la accion del reemplazamiento restaura el equipo a las mismas condi-
ciones que si fuera nuevo,

— el horizonte de tiempo de la inversion, o vida del equipo, se considere
infinito,

— se considera una tasa de actualizacion para todos los costes implicados,

— la funcion objetivo se basa en el valor total actualizado de todos los
costes en que se incurrira durante la vida del equipo,

— la politica 6ptima de reemplazamiento es periodica, estableciéndose las
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una politica
periodica 6ptima de reemplazamiento.

2. FORMULACION DEL MODELO

Sea un equipo, sometido a inspeccion continua, formado por un tnico
componente de edad x, x > 0, en el momento del estudio y que se encuentra
en correcto funcionamiento, y cuyo fallo obedece a una ley probabilistica. Se
desea obtener la politica periodica optima de reemplazamiento preventivo
para dicho equipo.

En cada instante de tiempo, si el equipo no falla, se presentan dos alter-
nativas:

i) no hacer nada, o sea, conservar el equipo

ii) realizar un reemplazamiento preventivo.

Si el equipo falla, se reemplaza inmediatamente.

En ambos casos el equipo esta parado durante el tiempo que dure la
accion del reemplazamiento, lo cual se puede interpretar como la existencia
de un coste por la pérdida de tiempo de operacion.

En el modelo se consideran las variables siguientes:
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- Co, suma de todos los costes asociados con la adquisicion, tras-
lado, instalacion y puesta a punto del nuevo equipo para su
correcto funcionamiento,

- C(xy), coste de operaqién del equipo' a la edad x;. C(x;) se supone
continua y estrictamente creciente. !

Como durante el periodo de reemplazamiento el equipo no podra produ-
cir sus servicios, se incurrira en un coste distinto del de operacion, y, por
consiguiente, se tendran:

— P(xy), el coste asociado con la pérdida de una unidad de tiempo de

operacion, siendo x; la edad del equipo en el momento de
comenzar el reemplazamiento,

- 10(2), la funcion de densidad de probabilidad del tiempo, ¢, necesa-
rio para el reemplazamiento cuando el equipo esta en correcto
funcionamiento,

- 100(?), la funcion de densidad de probabilidad del tiempo, z, necesa-
rio para el reemplazamiento cuando el equipo ha fallado,

— Ro(x)), el valor de recuperacion del equipo de edad x;, si esta en
correcto funcionamiento en el instante de realizar el reem-
plazamiento,

— Roo(xy), el valor de recuperacion del equipo de edad x;, si se reemplaza
porque ha fallado,

— i, tasa de actualizacion, expresada en tanto por uno, de todos

los costos implicados.

— A(x)A(x;), la tasa de fallo del equipo durante el intervalo (x;, x; + Ax;),
es decir, la probabilidad de que falle en dicho intervalo, dado
que ha alcanzado la edad x,.

P(x;) es no decreciente, ya que el coste de pérdida de una
unidad de tiempo de operacion no disminuye con la edad del
equipo.

Ro(xs) v Roo(x;) son funciones no crecientes, dado que el
valor de recuperacion de un equipo no aumenta con su edad.
Todas las funciones se suponen continuas, y P(x;), Ro(x;)y
Royo(x,) diferenciables.

A(x;) es funcion continua y creciente de x;.

En un modelo de reemplazamiento preventivo cada reemplazamiento sir-
ve como punto de regeneracion del proceso. En este sentido, la politica
Optima de reemplazamiento serd periodica, y por lo tanto estara caracte-
rizada por un tnico nimero, X™*, que permanece constante durante todo el
proceso. X* representa la edad optima del equipo para realizar el reempla-
zamiento. 2

'En el planteamiento, y posterior desarrollo del modelo, se supone que el proceso de
inversion tiene un horizonte de tiempo infinito, sin factores inflaccionarios, que afecten a
los costes implicados.

2La experiencia y el sentido comiin demuestran que la vida 6ptima nunca podra ser
superior a la vida Util, sin embargo, matematicamente este resultado puede obtenerse
cuando la tasa de actualizaciéon es muy grande.
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La politica 6ptima al tener que reflejar esta caracteristica de periodicidad
incluira las reglas siguientes:

— si el equipo falla, reemplazarlo inmediatamente,
— si el equipo no falla:

— si x; < X, conservarlo,
— si x; > X*, reemplazarlo.

siendo x la edad inicial, y x, la edad en cada instante de tiempo, del equipo.
De aqui, se deduce que la funcion objetivo a minimizar para obtener el
valor de X™*, debe ser el coste total actualizado del equipo durante su infinita
vida, a una tasa i. Como en un instante dado, si el equipo se encuentra en
correcto funcionamiento, se puede optar por una de las dos decisiones:

— conservar el equipo, o

— realizar un reemplazamiento por edad.

la expresion del coste total actualizado dependera de la decision que se to-
me. Por lo tanto, se tendra que estudiar cada una de estas situaciones por
separado.

i) El equipo existente se conserva.

Sea go(x) el coste total actualizado de un equipo que, en un instante
dado, tiene una edad x,x > 0, esta en correcto funcionamiento y se va a
conservar hasta que falle, en cuyo momento se reemplazara por otro equi-
po idéntico nuevo. Su valor sera igual al coste de operacion del equipo a la
edad x, mas el coste de continuar con dicho equipo si no falla en el intervalo
(x, x +Ax) o el coste de reemplazarlo y comenzar con otro idéntico nuevo, si
falla en dicho intervalo. Si se representa por fo(x) el coste total actualizado
de un equipo que falla a la edad x, la funcion go(x) vendra expresada por la
ecuacion funcional: '

go(x) = CAx +(1 —iIADAX)Axfo(x + Ax) +
+ (1 —iAD(1 - A(x)Ax)go(x + Ax) QY

La edad del equipo se considera una variable continua, luego el enveje-
cimiento que sufre se puede medir en unidades de tiempo. Como este enve-
jecimiento es independiente de la edad del equipo y del instante de tiempo
en que se comienze a medir se verificara:

At

Ax |



UN MODELO DE REEMPLAZAMIENTO PREVENTIVO 39

En consecuencia, go(x) se podra escribir:

go(x) = C@Ax +(1 - iAX)AX)Axfo(x +Ax) +
+ (1= iAx)(1 - A(x)Ax)go(x + Ax) (2

La funcidén go(x) dependera del coste de operacion, C(x), de la tasa de
fallo, A(x), y del coste total actualizado a reemplazar el equipo si falla,
fo(x + Ax). Como, por definicion, las dos primeras funciones son positivas
y continuas, el comportamiento de la funcion go(x) implica conocer el com-
portamiento de la funcion fo(x), que es analogo al de la funcion de coste de
reemplazamiento por edad del equipo, que se estudia a continuacion.

ii) El equipo existente se reemplaza por uno nuevo.

El coste total actualizado de reemplazamiento en un instante dado sera
igual a la suma del coste de adquisicion del nuevo equipo, al del tiempo de
operacion perdido en el reemplazamiento, y al de arranque con el nuevo,
menos el valor de recuperacion del equipo existente.

Si g1(x) es el coste total actualizado del equipo en este caso, su valor
vendra dado por la ecuacion funcional:

g1(x) = Co— Ro(x) + f: [ j(;vP(x)exp(—it)dt +

+ 20(0) exp(—iv)] 20(v) dv (3)

Como el valor de recuperacion del equipo, Ro(x), es una funcion no cre-
ciente de la edad, y ademas no puede superar su coste de adquisicion, se
tiene que la funcién g;(x) sera no decreciente, es decir: g1(x) > 0.

Teorema 2.1

Las funciones go(x) y g1(x), definidas Vx € R*, toman valores en R* y
son continuas en todo su campo de definicion.

Demostracion:

Como g;(x) toma sus valores en R, de la relacion existente entre esta
funcidén y fo(x), se sigue que fo(x) tomara sus valores en R*, y, por con-
siguiente, también lo hara go(x). Asi mismo, la condicion de continuidad
impuesta a todas las funciones que intervienen en el modelo, implica que
ambas funciones, go(x) y g1(x), han de ser también continuas.

c.q.dm
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Teorema 2.2

Para un equipo de edad inicial x,x > 0, que esta operando correctamente
en el momento actual, su edad optima de reemplazamiento, X*, sera la raiz
positiva mas pequefia de la ecuacion: go(x) = g1(x).

Demostracion:

Cuando el equipo existente es nuevo, es decir, su edad inicial es x = 0,
el valor de go(0) sera el coste total de empezar a funcionar en ese instante
con dicho equipo, en tanto que g;(0) incluird ademas el coste asociado con
su adquisicion e instalacion. Luego:

20(0) < £1(0) A (4

Como la politica optima de reemplazamiento del equipo dependera de los
valores que tomen estas dos funciones, go(x) y g1(x), se verificara:

— go(x) < g1(x), si se mantiene el equipo
— go(x) > g1(x), si se reemplaza el equipo.

De donde, por ser la funcion g;(x) no decreciente, la edad Optima de
reemplazamiento del equipo, X™*, sera la menor raiz positiva de la ecuacion:

go(x) = g1(x).

Teorema 2.3

Sea f(x, X*) el coste minimo total actualizado del equipo cuando se si-
gue la politica optima de reemplazamiento periodico definida por X*. Si la
edad inicial del equipo verifica 0 < x < X*, entonces f(x, X*) viene dada
por las ecuaciones funcionales:

C(X)Ax + (1 — iIAX)A(x)Axfo(x + Ax)+
+(1 = iAX)(1 = AXN)AX)f (x +Ax, X*) si 0<x< X*
(.5
A X" = 00 v
TR o mor + [T [ Poexp-iodn
+/ (0, X*)exp(—iv)] t0(v) dv si x=X*
Demostracion:

Si X* es la edad optima de reemplazamiento periodico preventivo, que
determina la politica 6ptima, el coste minimo total actualizado sera:

f(x, X*) = min{go(x), g1(x)} (-6)
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Teniendo en cuenta la condicién impuesta a la edad inicial del equipo,’
0 < x < X*, y de la relacion entre go(x) y g1(x), se tiene:

) 8(x) si 0<x<X*
A _{g?<x> Xi x=X' D

Por consiguiente, para un equipo de edad inicial x,0 < x < X*, que esté
en correcto funcionamiento, f (x, X*) se podra expresar por medio de las
ecuaciones funcionales (2.5). c.q.dm

LA FUNCION DEL COSTO TOTAL

Sea ¢1(x) = f(x, X) el costo total actualizado de un equipo para la edad
optima de reemplazamiento X = X™.

Teorema 3.1

La funcion ¢(x), definida Vx € [0, X], por las ecuaciones:

C(x)Ax + (1 — iIAX)A(x)Axfo(x + Ax)+

+(1 — iAX)(1 = A(X)AX)p1(x + Ax) si 0<x<X*
D
o1(x X =4 Co— R + [ [ [ Peyexp(-inyde+
0 0
+<p1(0)exp(—iv)] o) dv § x=X*
(2

es continua en todo su campo de definicion.

Demostracion:

Por el Teorema 2.1 las funciones go(x) y gi1(x) son continuas, Vx > 0,
en particular en cada uno de los puntos de interseccion de ambas funcio-
nes; y, por lo tanto, también en x = X™. Luego, por su construccion, como
minimo de dos funciones continuas, f (x, X*) = ¢1(x) sera continua en todo
su intervalo de definicion.

c.q.dm

3La hipotesis subyacente en este teorema de que la edad optima de reemplazamiento
debe ser una cota superior de la edad inicial se demostrara que es valida mas adelante,
dada la necesidad de la demostracion previa de otros teoremas.
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Teorema 3.2

La edad optima de reemplazamiento de un equipo es independiente de su
edad.

Demostracion:

Si la edad inicial del equipo es 0 < x.< X™ el costo total actualizado del
equipo viene dado por la expresion (3.1):

p1(x) = C)Ax +(1 - iAx)AX)Axfolx + Ax) +
+ (1= iAx)(1 - A(0)Ax)@1(x + Ax)

De donde operando, agrupando términos, dividiendo por Ax y haciendo
Ax — 0 resulta:

0 = €0 + A0 1o + 22 _ (i 4 460
De aqui
LD _ 90109 - 1CC) + AGY o) 3

con j(x) = i + A(x). Si el equipo falla en el intervalo (x,x + Ax) el costo
total actualizado a partir de ese instante viene expresado, de forma analoga
a la expresion (2.3) de g1(x), por la ecuacion funcional:

hm::%—&MHLWLmemmMH
+ <p1<0)exp<-iv)] Zo0(v) dv

Integrando en ¢, operando y teniendo en cuenta que 7go(v) es una fun-
cion de densidad y Too(?) la transformada de Laplace de too(v), la expresion
anterior se escribira:

So(x) = Co— Roo(x) + + <P1(0) Too(?) =

= Koo(x) + ¢1(0) Too(2)

H@+[P@

con

(X)

Koo(x) = Co — Roo(x) + ——[1 — Too(d] 4

de donde, (3.3) se escribira:

do1(x)
dx

= J()p1(x) — {C(x) + AX)[Koo(x) + @1(0)Too(D)]}
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Ecuacion diferencial lineal, cuya solucion es:

o1 = 1(0)explJ(x)] — explI(X)] fo " E(s) d(— exp[-J ()] —
— expl/()]01(0)Too(d) fo " 2s) d(= expl-T (5)]) (5

siendo:

C(s) + A(s)koo(s) o A(s)
- AQS) = —=
6] =5
De aqui, se deduce que, cualquiera que sea la edad inicial del equipo, su costo

total actualizado depende de la edad de reemplazamiento fijada Gnicamente
a traves del costo total de un bien nuevo. c.q.dm

J(x) = fo " i ds; C(s) = (6)

Corolario 3.1
Si X = X* es el minimo de la funcion f(x, X) se verifica
minf (x, X) = minf (0, X).

Su demostracion es inmediata a partir del Teorema 3.2.

Teorema 3.3

La funcion del coste total actualizado de un equipo, cuya edad optima de
reemplazmiento es X*, dada por las ecuaciones funcionales (3.1) y (3.2), se
puede expresar de forma equivalente como:

X
Ko(X*)expl—J (X)) + [ C(s)d(— expl-T(s))
¢1(0) = 0

X
I — To(d) expl—J(X*)] - Too(i) fo A(s) d(— expl=J (s)])

Demostracion:

Desarrollando de forma independiente cada una de las ecuaciones fun-
cionales (3.1) y (3.2), dadas en funcion de la relacion existente entre x y X™*,
se tiene:

i) Si0 < x < X™, el costo total actualizado viene expresado por la ecua-
cion funcional (3.5).

ii) Si x = X™ se realiza el reemplazamiento preventivo y la expresion de
¢1(X™) viene dada por (3.2).
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De (3.2), integrando en y, operando y teniendo en cuenta que 7o(v) es
una funcion de densidad, y que Ty (7) es la transformada de Laplace de 79(v),
la expresion (3.2), para x = X™*, se escribira:

p(x) = Co- Rox?) + I L[ FED 4o )] o) =
_ Ko(X*) 1 01(0) o) 7

P(X*)

siendo

Ko(X™) = Co — Ro(X™) + (1 - To(d] (8)

De la continuidad de la funcion ¢;(x) en [O X™], se tiene que en x = X™*
ambas expresiones, (3.5) y (3.7), coinciden, es decir:

Ko(X™) +91(0)To(d = ¢1(0)exp[J(X™)] -
X
— exp[lJ(XM)] A C(s)d(—exp[-J()]) —
X
— exp[J(X)]p1(0)Too(?) A A(s)d(— exp[-J(s)])

Agrupando términos y despejando ¢;(0), resulta:

X
Ko(X")expl-J (X)) + [ C()d(=expl-T()])
01(0) = L 9
1= To®exp[—J(X )] = Too(d [ A~ expl-I(5))
c.q.dm=

Sea @2(x) = f(x0,X) el costo total actualizado de un equipo para la
edad inicial x = xy.

Teorema 3.4

El costo total actualizado de un equipo de edad inicial dada y edad de
reemplazamiento X viene dado por la expresion:

X
Ko(X)expl-J(X)] + [ C()d(=expl-T(s)])
02(X) = 0 (10)
L= To(®) expl-J (X)) — Too(0) [~ A)d(— expl-J )

Demostracion:

La finalidad del estudio de la funcion ¢2(X) es demostrar la existencia
de un valor de X' que hace minima la funciéon f(x, X). Por el Corolario
3.1 es suficiente estudiar la funcion ¢2(X) = f(0, X). Por el Teorema 3.3,
S0, X*) = ¢1(0) esta dado por la expresion (3.9), luego ¢»(X) vendra ex-
presada por la ecuacion funcional (3.10).

c.q.dm
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Teorema 3.5

+La funcion ¢y(X) esta definida paraVX € Rt — {0}, y toma valores en
R* — {0}.

Demostracion:
Como X representa la edad de reemplazamiento del equipo y carece

de sentido el reemplazar un equipo nuevo, se tiene X > 0. Se definen las
funciones:

X o~
u(X) = ko(X) exp[—J(X)] + fo E@d(—expl-J©]) (1)

y
X_
V() = To() expl—I (0] + Too(® | H(-expl=I @D (12)
De donde, la funcion ¢2(X) se expresara como:
__ux)
‘Pz(X) - 1 _ V(X)

Las funciones que intervienen en v(X) son siempre positivas, luego:
v(X) > 0. Como To(i) v Too(?) representan la transformada de Laplace
de sendas funciones de densidad, se tiene:

0<To(d) <1l y 0<Te(k) <1

Aplicando estas acotaciones sobre v(X),
X
v(X) < expl—J (O] + [ As)d(— expl—I(5)D
Por definicion de A(X) se verifica: A(X) < 1. De donde:

X
Y(X) < exp[~J(X)] + fo d(— exp[—J(s)])

Integrando, resulta: v(X) < 1. Por lo tanto, la funcion ¢2(X) esta definida
para VX € Rt — {0}.

Como las funciones que intervienen en u(X’) representan costes, ésta sera
siempre positiva, es decir: #(X) > 0. Como, por definicion, Ko(X) > 0, se
verifica: #(X) > 0. En consecuencia, la funcion ¢2(X) toma sus valores en
R+ —{0}. c.q.das
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Teorema 3.6

La funcion _
P2(X):RT - {0} — R* - {0}

es continua y diferenciable en todo su campo de definicion.
Demostracion:

De las condiciorAles impuestas a las funciones Roo(x), P(x) y A(x), se
deduce que Ko(x), C(x) y A(x) son continuas y diferenciables en R — {0}.
c.q.d.=

4. EDAD OPTIMA DE REEMPLAZAMIENTO

El Teorema 3.4 ha permitido establecer que el problema se reduce a
estudiar la existencia de minimo para la funcion ¢,(X), costo total actuali-
zado de un equipo de edad inicial nula. Aqui, se demuestra que, bajo ciertas
condiciones, existe un valor Gnico X = X™ que hace minimo el valor de

S0, X) = p2(X).
Lema 4.1.

Las funciones Ko(X) y Koo(X) definidas por las expresiones (3.8) y
(3.4), respectivamente, son no decrecientes.

Lemma 4.2.

La funcion C(X), definida por (3.63), es estrictamente creciente.

Lemma 4.3.

La funcion A(X), definida por (3.6b), es creciente.

La demostracion de estos Lemas es evidente a partir de las definicio-
nes de las funciones originales que intervienen en cada una de estas nuevas
funciones.

Teorema 4.1

Si existen dos valores X1 y X» tales que se verifica:

) €N < K0 - KXy 1) < To(d

ii) Ko(X2) < C(X2)[1 — To(d)]
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la funcion (X)) alcanza un extremo en el intervalo (X1, X).

Demostracion:

Diferenciando ¢,(X), dada por (3.10) con respecto a X, igualando el
resultado a 0, sacando factor comun exp[—J(X)] y simplificando, se tiene:

{Ko(X) +[C(X) - Ko(X)]J'(X)} {1 — To(®) exp[—J (X)]—-

X_
~Too(i) fo As)d(— exp[—J(s)])}-—
—j(X)[ To(i) — Too(i)i(X)] {KO(X) exp[—J (X)]+

+ [ e exp[—J(s)])} ~0
Por la hipotesis i) del Teorema, en X = X se satisface la condicion:
| K00 + ey | 1= To expl-scx)] -
~ KoCayen)| 1= Ta@00) expl-s(x]| <0
Sumando y restando

Ko(X1)j(X1) To(?) exp[—J (X1)],

y agrupando términos, queda:

{K'O(Xl) +[ E(X1) - Ko(Xi )]j(Xl)}[ I — To(i) exp[—J (X )]] -

— Ko(X1)j(X1) expl—J (X )][ To(i) — Too(DAUX1)

<0 (D

Como, por definicion, las funciones C(X) y A(X) son positivas, se tiene:

X _
0< fo A(s)d(— exp[~J (5)])

“La interpretacion de las hipotesis del teorema, a partir de las funciones definidas para
el modelo, proporciona un significado econémico para el intervalo de existencia de solucién
acorde con el problema en estudio.
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XA
0 < fo E(s)d(— expl=JI (5)])

Sustituyendo estas acotaciones en (4.1), resulta:
{K'O(Xl) +[ C(Xy) - KO(XI)]j(Xl)}‘
. Y
. {1 — To(?) exp[—J(X1)] — Too(d) j(; A(s)d(—exp[-J(s)]) }—
/00| To(d) - Too(DACX)] {Ko(xl)exp[—f(xl)n

X1
+[ e exp[—J(S)])} <0
Luego, en X = X se verificara:

do2(X1)

X < 0 2)
Analogamente, a partir de la hipotesis ii) del Teorema, en X = X3 se
obtendra: doa(Xn)
P2(A2
3
x>0 (3)

Considerando las propiedades de las funciones C(X), Ko(X) y j(X), so-
bre las hipotesis del Teorema, se deduce:

K'o(X1)
J(X1)

Por lo tanto, se tiene X; < X>,. Luego, de (4.2) y (4.3) por el Teorema
de Bolzano, resulta:

C(X1) < Ko(X1) — < Ko(X3) < C(X2)[1 — To(d)]

doa(X™)

ax =0

AX™ € (X1, X0)|
c.q.dm=

Teorema 4.2

La funcion w(X), definida en (3.11), es estrictamente pseudoconvexa en
R* — {0}
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Teorema 4.3

La funcion v(X), definida en (3.12), es estrictamente pseudoconvexa en
R* - {0}.

Sus demostraciones son inmediatas aplicando las condiciones de pseudo-
convexidad estricta.

Teorema 4.4

Sea A un conjunto convexo no vacio en R, y sean g y h dos funciones
reales definidas sobre A. Si g y h son estrictamente pseudoconvexas en A y
se verifica:

gx) =20 ¥VxeR y A(x)<1 VxeR,

la funcion:

(6]
o) =177 76)

es estrictamente pseudoconvexa en A.
Demostracion:
Para que f(x) sea estrictamente pseudoconvexa se debe verificar:
Vx,y €Alx <>y, f/()(—x)2 0= f() > f(x)
es decir:

Vay € Ax <> y, £O= fgxi)(g EOH) (5o

g(y) S g(x)
1-h() =~ 1= h®x)

=

Por hipotesis
h(x) <1, VxeA,

~ luego sera suficiente demostrar:
Vx,y € Alx <>y, {g((X)[1l — A(x)] + g (X))} (y—x) 2 0

g(y) S g(x)
1-h(y) ~ 1-h(x)

De las hipotesis sobre los valores que toman g y 4 y de las de pseudo-
convexidad de ambas, se tiene:

s

VxeA,g(x)20 A Vx,yeAlx<>y Fx)y—-x)20

= Vx,yeAlx<>y, g (xX)(y—-—x)20 (4
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Vxe A h(x) <1 A Vx,yeAlx<>y, gx)@y—-x)=20
= Vx,y€Alx <>y, gl -hX))@-x)20 (.5
De (4.4) y (4.5) se deduce la hipotesis para la estricta pseudoconvexidad de
f, es decir:
S X)@—-x)20
Por ser g(x) y h(x) estrictamente pseudoconvexas, se verifica:
X,y €Alx <>y, g0 -x) > 0= g0) > g(x)

Vx,yeAlx <>y, "(x)(y —x) 20 = h() > h(x)

lo que implica: | |

1—h0) ~ 1=k

De ambas desigualdades, se tiene finalmente:

g(») S g(x)
1—h(y) ~ 1-hx)

c.q.dm=
Lema 4.5.

Sea A un conjunto convexo abierto no vacio de R y seaf : A — R
una funcion estrictamente pseudoconvexa diferenciable. Entonces f es fuer-
temente quasiconvexa.

Lema 4.6.

Sea A un conjunto convexo no vacio de R y sea f : A — R una funcion
fuertemente quasiconvexa diferenciable. Si X es un optimo local, entonces x
es el unico optimo global.

La demostracion de estos lemas se puede ver en [1].

Teorema 4.4

Si la funcion ¢(X) posee un minimo en R — {0}, éste es el unico
minimo global.

Demostracion:

Por el Teorema 4.1 se ha probado que, bajo ciertas condiciones, la funcion
¢2(X) alcanza un extremo.

Por el Lema 4.4 se tiene que ¢>(X) es pseudoconvexa.

De aqu1 y por los Lemas anteriores se deduce que este minimo es el
unico minimo global de ¢@2(X).
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5. FINAL

Nuestro agradecimiento a D. Sixto Rios asi como a un referee anonimo
por sus sugerencias, que han permitido mejorar la exposicion del presente
trabajo.
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