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Abstract

In this paper the existence of bases of Markushevich and projective resolutions of the identity opera-
tor on certain Banach spaces in shown.

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estdn definidos sobre el
cuerpo IR de los niimeros reales. Denotamos por Q el cuerpo de los nume-
ros racionales. ¥, es el primer nimero cardinal infinito. ¥, es el primer
numero cardinal mayor que N,.

Si A es un conjunto, |A| es su numero cardinal. Representamos por
|| el nimero cardinal de un nimero ordinal «. @ es el primer ordinal infi-
nito. w; es el primer ordinal infinito no numerable.

Si X es un espacio de Banach, X* es un conjugado. Si Y es un sub-
espacio vectorial de X' *, ponemos ¢ (X, Y) para la topologia sobre X de
la convergencia sobre cada subconjunto finito de Y. Si A es un subconjun-
tode X* A, ytambién (A4),, es dicho subconjunto dotado de la topolo-
gia inducida por la débil-estrella de X' *; 4, es el subespacio de X orthogo-
nala A; lin A esla envoltura lineal de 4. Si x esuneclementode X y u
pertenece a X *, {(x, u)y significa el valor que toma u enelpunto x. Si T
es un operador lineal y continuo en X, T* es un conjugadoy ker T es el

‘nucleo de T. By esla bola unidad cerrada de X. Identificamos X, como es
habitual, con un subespacio de su segundo conjungado X ** mediante la
inyeccion conica. Si M es un subconjunto de X, M™ es el subespacio de
X* orthogonala M y [M] es la envoltura lineal cerrada de M; lin M es
la envoltura lineal de M; S (M) es el conjunto formado por todos los ele-
mentos u de X* tales que

{xe M: {x, u)#0}

es numerable.

Representamos por ||.|| la norma de cualquier espacio de Banach X.
Se dice que X es un espacio de Asplund si cada subespacio separable de X
tiene un espacio conjugado separable.
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El caracter de densidad de un espacio topologico E es el primer niime-
ro cardinal A tal que existe un subconjunto denso A de E de manera que
| A| = A. Escribimos entonces A =dens E.

Una base de Markushevich en un espacio de Banach X es un sistema
biortogonal '

(xi> i)ie 1, x € X, uEX*, i€l
de manera que

X=[{x: icel}]

y la envoltura lineal de {u;: i€ I} esdensaen Xj*. Diremos con Plicko, [3],
que (x;, u;);e; s numerablemente 1-normante si el conjunto de los elementos
u de Bys tales que

{iel {x,u)y#0}

es numerable es débil-estrella denso en By-.
Una resolucion proyectiva del operador identidad en un espacio de
Banach X, o bien una resolucion de la identidad en X, es una familia

{Pp o <a<pf (D

de proyecciones continuas en X, siendo u el primer nimero ordinal de
den X, de manera que P, es el operador identidad en X,

1Pl =1, dens P, (X) < |af,
PaOPﬁ:PIg:PﬁOPa, wéﬁéaéu,
y si o es un numero ordinal limite, la clausura de

U{Ps(X): o < B <a}

en X coincide con P, (X). Una base de Markushevich (x;, #;);c; diremos
que estd asociada a la resolucion de la identidad (1) si existe una particion
de I, .

I, L, o< a<p,
de manera que
(xis i | Py (X))ie I,
es una base de Markushevichen P, (X) y

i w4 | (Pyyr— Py) (X))ielm,rl

es una base de Markushevichen (P, —P,) (X), o < a < p.
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Si K es un espacio topolégico compacto, C (K) es el espacio de Ba-
nach de las funciones reales y continuas f, definidas en K, con la norma:

I/l =sup {|f(¥)|: x€K}

Dado un conjunto I', representamos por X (I') el subespacio topolo-
gicode R" formado por todos aquellos puntos (x,; yE€T) tales que

{rer: x,#0}
es numerable. Si K es un compacto de IR", ponemos

AK):=KnZ(@)

Lema 1.— Sea M un subconjunto de un espacio de Banach X tal que
[M]1=X y S(M) n By sea débil-estrella densoen By. Sean A4, y B, dos
subconjuntos infinitos de X y S (M), respectivamente. Si A es un numero
cardinal tal que |A4o|] < A y |Bo| < 4, existen una proyeccion continua 7T
en X yun subconjunto M, de M que cumplen las siguientes condiciones:

a) |IT]=1, TX)DA, densT(X) <A

b) T*(X*) DB,

¢ M,CT(X) y M\M,CkerT.

Demostracion— Para cada x de X, elegimos un elemento u (x) en
S (M) tal que

lu )] =1, <x, u(x))=x]|.

Procedemos por recurrencia y suponemos que, para un entero no ne-
gativo n, hemos determinado 4, CX y B,CS(M), con |4, < 1y
|B,| < A. Sean C, y D, lasenvolturas lineales sobre Q de A4, y B,, res-
pectivamente. Escribimos

A :=C, | {xeM: (x,uy#0, ucD,}
B,yi:=D, ) {u(x): xeC,}.

Ponemos E y F para las clausuras de
U 4. y U B.
n=0 n=0

en X y XJ}* respectivamente. Puesto que 4,,,2>C, y B,, D D,, resulta
que E y F son espacios vectoriales.
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Dados x en E, z en F|, y ¢ > 0, hallamos un entero positivo n y
un vector ¢ en A4, de manera que ||x—?|| < & Entonces

x|l < llx—tll+ 12l <e+<t u@r=e+<t+z, u(®)) <
et |=x, u@)| + |[<x+z, u(®))| <
e+ |[t=x||+|x+x|| <2+ ||x+2z|
y, por tanto,
x|l < [lx+z]],

de donde se deduce que E n F| ={0} y que la proyeccionen E+ F, sobre
E, alolargode F|, tiene norma igual a uno.

Tomemos ahora un elemento w en E* n F. Supongamos que w #0.
Hallamos un x en M tal que <{x, w) #0. Entonces existen un entero posi-
tivo n y un vector v en B, de manera que <{x, v) #0. Consecuentemente,
x pertenecea A,,; yasi {x,w)#0, locual es una contradiccion. Luego
E*+ n F={0} y, por tanto, E+ F, = X.

Es inmediato que 7' cumple las condiciones a) y b).

Sea M, el subconjunto de M cuyos elementos estanen 7 (X). Si x
pertenece a M \ M,, se deduce de la construccion que hemos hecho antes
que x pertenece a ker T y, en consecuencia, se cumple la condicion c).

g.e.d.

Teorema 1.— Sea M un subconjunto de un espacio de Banach X tal
que [M]=X y S (M) n By« sea débil-estrella denso en Bys. Si u es el pri-
mer numero ordinal de dens X, existen una resolucion de la identidad

(Pio < o<
en X y una particion de M,
M,, M, o<a<p,
de manera que

MwCPw(X)a Ma+1C(Pa+l_Pa)(X)a o< o< U

Demostracion— Si dens X =¥, ponemos P, para el operador identi-
dad en X, y la conclusion es obvia. Supongamos ahora que den X > N,.
Podemos escribir M en la forma {x,; v < u}. Determinamos una proyec-
cion T en X que cumpla las condiciones a), b) y ¢) del lema anterior con

Ao={x,; v < 0}

y B, un subconjunto infinito numerable que tomamos en S (M). Denota-
mos por P, el operador T y por R, el subconjunto de M formado por
todos aquellos elementos contenidos en P, (X). Procedemos por induccion
transfinita. Tomamos w < o < pu y suponemos que las proyecciones
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{Pprow < p<a}
han sido definidas en X de manera que
1Pl =1,  densPy(X) < |Bl,  {x: v <BICPX),
P,oP=P,=PoP, o<n<{<a,

y si Ry es el subconjunto de todos los elementos de M que pertenecen a
Pg (X), entonces

M \ R.B C ker P B
Si o no es un numero ordinal limite, ponemos y:=a —1. Si u esun
vector cualquiera de S (M) N By», esinmediato que P,*(u) pertenece a este
ultimo conjunto y, por tanto,
PXX*)nS(M) N By
es débil-estrella denso en P*(X *) N By.. Tomamos dos subconjuntos densos
A,y B,en P,(X) y (§SWM)n P¥(X*)), respectivamente, con |A4,| <
< |yl y |B,] < |y|. Tomamos un subconjunto C, en X que contiene a
A, 0 {x;: v <a,
no estd contenidoen P,(X) y [C,| < |y|. Aplicamos el lema anterior para
AOZC):, [l[zldl, BO:B)»
y obtenemos una proyeccion 7 en X que verifica a), b) y ¢). Denotamos
dicho operador T por P, y ponemos R, para el subconjunto formado por
todos los elementos de M que pertenecen a P, (X'). Entonces
IPJl=1,  densP,(X) < lal,  f{x;v<a}CP,(X),
P,oP;=P,=P;0P, o<n<{<a, M\ R,Cker P,.
Si a esun nimero ordinal limite, ponemos
E={P(X): o < B <o}

F=N\{Pi"(0): o < < a}
Si u estaen Bys, lared
{PFu): o < f < a}

esta en FX N By« y tiene un punto v dévil-estrella adherente en F- N By
Puesto que
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u—Pﬂ*(u)EPﬂ(X)J', o< pf<a,
resulta que

u—ven{Ps(X): o < B <a}=E*,

de aqui que E* + F1=X* y, por tanto,si E esla clausura de E en X,
E ~ F={0}. Supongamos ahora que existe un elemento w en F L~ Et
dlstmto de cero. Hallamos un vector z en M tal que <z, w) #0. Puesto
que F* coincide con la clausura débil-estrella de

U{PF(X*): o < B <a}

existe un ordinal B, w < B, < «, yunelemento x; en Pg (X*) de mane-
ra que <{z, w;y #0. Entonces z pertenece a Py EX ) y, por tanto, {z, w>—
=0, lo cual es una contradicciéon. Luego E* n F-={0} y, en consecuencia,
E+ R=X. Ponemos P, para la proyeccion de X sobre E alo largo de F
y R, para el conjunto de todos los elementos de M que pertenecen a
P, (X). Entonces

1Pl =1,  demsP,(X)<lal,  {x:v<a}CP(X)
PgoP,=P,=P:°P, o<n<{<a
M\ R,Cker P,.

Es inmediato ahora que
{Pi o <a<
Es una resolucion de la identidad en X de manera que

R,CP,(X), M\ R,Cker P,.
Si ponemos
Rw:Mwa Ra+1\Ra:Ma+la CO<OC<M,

la conclusion se sigue.
c.q.d.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de un teorema de
Zizler, [4.Th.1]:

a) Sea .%# una clase de espacios de Banach que cumplen las siguientes
condiciones: 1) Cada espa01o de Banach separable pertenece a .%. 2) Si X
pertenece a .4 y u es el primer nimero ordinal de dens X, X adrmte una
resolucion de la identidad

{Pp 0 <a<
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de manera que P, (X) pertenece a . %, w < o < p. Entonces cada espacio
de Banach perteneciente a.% admite una norma equivalente local, uniforme-
mente rotunda.

Corolario 1.1.— Sea Y un espacio de Banach que tiene un subconjunto
P talque [P]=Y y S (P) n By« sea débil-estrella denso en By«. Entonces
Y admite una norma equivalente local, uniformemente rotunda.

Demostracion.— Sea % clase de todos los espacios de Banach Z con un
subconjunto D talque [D]=Z y S (D) n Bz sea débil-estrella denso en
B,.. Obviamente, todos los espacios de Banach separables pertenecen a .% .
Por otra parte, si X esta en .4 y M es un subconjunto de X tal que
[M1=Xy S(M) n By es débil-estrella denso en By« aplicamos el Teore-
ma 1 y obtenemos una resolucion de la identidad en X con las caracteristicas
enunciadas en dicho teorema. Entonces es inmediato que

P, (X)eZ, o< o<,

y, por tanto, .% cumple las condiciones que se requieren para aplicar el re-

sultado a) y alcanzar la conclusion.
c.q.d.

Nota: Como consecuencia del Teorema 1, se obtiene un resultado de
Plicko, [3], que afirma que si X es un espacio de Banach que tiene una base
de Markushevich (x;, u;);c; numerablemente 1-normante, y u es el primer
numero ordinal de dens X, entonces existe una resolucion de la identidad

{Ps o <a<p

en X de manera que, para cada numero ordinal o con w < o < u, se
puede obtener un subconjunto 7, de I tal que

{x: iel}CP,(X), {xz iCI\ L} Cker P,

. Teorema 2.— Sea X un espacio de Banach que tiene un subconjunto M
talque [M]=X y S (M) n By sea débil-estrella denso en Bys. Si u esel
primer nimero ordinal de dens X, existen una resolucion de la identidad

{Py o < a < p}
en X y una base de Markushevich (x;, u;);c; asociada a ella de manera que
lin{x;: iel}=lin M y S{x: iel})=SM).
Demostracion.— Razonamos sobre el caracter de densidad de X. Si X

es separable la prueba del teorema no ofrece dificultad (véase [2, p. 16 y
pp. 43-44]). Tomemos ahora un numero cardinal « > N, y supongamos que
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siempre que dens X < o el teorema es cierto. Elegimos ahora un espacio de
Banach X tal que a=dens X y que cumple las condiciones impuestas en el
teorema. Sea

{Pro<i<uy
una resolucion de la identidad en X y sea
M., My, o< A<y,
una particion de M de manera que
M,CP,(X), M, C(Prp1— P) (X), o< A<p.
Construimos un sistema biortogonal (x;, u);c;, de tal forma que
in {x;: i€ ,)=1lin M,=lin (M N P, (X)),

y lin {u; i€ I,} sea un subespacio débil-estrella denso de Pj} (X *). En-
tonces

{fuc P} (X*):{icl, <{x;,u)+#0}esnumerable} =
=S (M) () P¥(X*)=P}(X*).

Procedemos por induccién transfinita. Sea 4 un numero ordinal con
® < A < u. Supongamos que hemos construido en X los sistemas biortogo-
nales

(xi, w)ier, o< p<Ai,
de manera que
lin {x;: i€ Iy} =lin (M n Py (X)),

lin {u;: i€ I} sea un espacio débil-estrella denso de Pjf(X*) y
{ue P§F(X*): {i€ Iy {x;, uy #0} es numerable} = S (M) N Pg(X*).

Ademas, si
os<n<é<i

(xi, uies, €s una extension de (x;, u;)ie I
Si 1 no es un ordinal limite, ponemos y: =A— 1. Se tiene que

U:S(M) (‘\PA*(X*) (\BX*
es débil-estrella denso en

V.= Pl*(X*) N By«
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Si T es la proyeccion en P (X*) sobre (P*— P,*) (X*) alo largo de
P¥(X*), ponemos

W.=1T (V).
El espacio de Banach

E:=(P,~P)(X)

tiene como conjugado un espacio de Banach F, que podemos identificar con
(P*—- PY¥) (X*) siendo W la bola unidad cerrada. Es inmediato que
S (M) n F coincide con

{ucF: {xe M, {x, u)#0} es numerable}.

Por otra parte, T (U) pertenece a S (M) y es débil-estrella denso en W.
Teniendo en cuenta que

dens E < |u|,

podemos hallar un sistema biortogonal (x;, #;));e;, en X ‘de manera que
lin {x; i€J;}=lin M, ,,
lin {u;: i€ J;} un subespacio débil-estrella denso de F y
{ue F: {ie J;: {x;, u) #0} es numerable} =S (M) N F.

Si ponemos I; =1, U J,, setiene que (x;, u;)ie;, €sun sistema biortogonal en
X tal que

lin {x; i€} =lin (M n P; (X)),
lin {u; i€ I} esun subespacio débil-estrella denso de P*(X*) y
{ue P¥(X*):{icl;: {x;u)+#0}esnumerable} =S (M) N PF*(X*).

Ademas, si
o<n<E<),

(xi, 4;)ie s, s una extension de (x;, u;)ie I
Si A es un nimero ordinal limite, ponemos

L= {Ip o < B <}
Entonces
lin {x; i€ ;} =lin (M n P, (X)),

lin {u;: i€} esdébil-estrella denso en P*(X*) y
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{ue P¥(X*): {icl;: {x;,u)y#0}esnumerable} =S (M) n P*(X*).

Ademas, si

o<n<{<4

(xi, U)ie I, €suna extension de (x;, u;);e I
Finalmente, si escribimos

I={{; o <1<y},

(xi, u)ier es una base de Markushevich en X que responde al enunciado del
teorema.
c.q.d.

Corolario 1.2.— Sea K un subconjunto compacto de IR" de manera
que A4 (K) esdensoen K. Si u esel primer ordinal de dens C (K), existe
una resolucion de la identidad

{Py o < A<y}

en C (K) y una base de Markushevich (f;, u;);c; asociada a ella de mane-
ra que

AK)={xeK: {icl f;(x)#0} es numerable}.

Demostracion— Sea {e,: y €T’} el conjunto de las funciones coordena-
dasde IR". Paracada y de T, sea d, larestriccion de e, a K. Sea

{gi i€l} @

el conjunto formado por la funcion que toma el valor uno en cada punto de
K y las funciones que se representan como un producto finito de elementos
de la forma d,. La envoltura lineal de (2) es un dlgebra que separa los puntos
de K y contiene a las constantes. Por tanto,

{g: i€I}]=C(K).

Identificamos, en la forma usual, K con un subconjunto de C (K)*. Es in-
mediato que el conjunto A4 (K) coincide con el subconjunto de K formado
por aquellos elementos x tales que

{lE I <gi’ x> ¢0}

es numerable. Por otra parte, la bola unidad cerrada B de C (K)* coincide
con la envoltura absolutamente conexa y débil-estrella cerrada de K. Por
tanto,

S{g: i€l})nB
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es débil-estrella denso en B. Se aplica el Teorema 2 y se obtiene una resolu-
cion de la identidad

{Py o <A<y

en C (K) y una base de Markushevich (f;, u));<; asociada a ella de mane-
ra que

S{fr icl}=S{g: iel}).
Entonces
AK)={xeK: {icI f;(x)#0} es numerable}.
c.q.d.
Lema 2.— Si X es un espacio de Asplund tal que dens X < ¥,, existe

una base de Markushevich (v;, w);e; en X* de manera que, para cada
x de X,

i€ L (vyxy %0} < No.

Demostracion.— Por un resultado de Fabian y Godefroy, [1] existe una
resolucion de la identidad

{0 0 <a< o

en X* de manera que ker Q, es débil-estrella cerrado.
Puesto que Q, (X*) es separable, podemos hallar un sistema biortogo-
nal (v, w);c;, en X* de manera que

[{vi i€ L}]=0, (X™)

y lin {w: i€ I,} sea un subconjunto débil-estrella denso de Q3 (X **).
Dado un ordinal cualquiera o, ® < a < w,, setiene que (Q, 41— Q,) (X*)
es separable y, por tanto, podemos hallar un sistema biortogonal (v;, wiiey,,,
en X* tal que

[{Vi: ie Ia}] = (sz+1 - Qa) (X *)
y lin {w: i€ I, ,} sea un subconjunto débil-estrella denso de (Q, , —
—Q.) (X¥). Si
L=1,{ {L+i o < o< o
se tiene que (v, w;);ec; es una base de Markushevich en X.
Tomamos un punto cualquiera x de X. Puesto que
{0}=n{ker 0, o <o < w}
se tiene que
UXn 05 (X**): o < a < ) ?3)
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es denso en X 'y, por tanto, existe una sucesion en (3) que converge a Xx.
Consecuentemente, existe un ordinal f, w < o < ff < w, tal que x perte-
nece a X N Qg (X **). Por tanto,

<x9 ui>:09 iEI}’+1, ﬁ < '}) < s,
de aqui que

i€l (v, x>#0}| < No.
c.q.d.

Teorema 3.— Sea X un espacio de Asplund tal que dens X < N,. Sea
B la bola unidad cerrada de X **. Entonces existe en C (B,) una resolucion
de la identidad y una base de Markushevich (f;, u;);c; asociado a ella de ma-
nera que, paracada x de Bn X,

Demostracion.— Aplicamos el lema anterior y obtenemos una base de
Markushevich <v;, w);c; en X* de manera que, para cada x de X,

[{iel (v, x>#0}| < N,.

Identificamos ahora B, con un subespacio compacto de IR’ mediante la
aplicacion ¢ tal que

¢ (2)=(v, 2): i€]).

Basta aplicar ahora el Corolario 1.2 para alcanzar la conclusion.
c.q.d.
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