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Abstract 

In this paper the existence of bases of Markushevich and projective resolutions of the identity opera
tor on certain Banach spaces in shown. 

Los espacios vectoriales que utilizamos aquí están definidos sobre el 
cuerpo IR de los números reales. Denotamos por Q el cuerpo de los núme
ros racionales. Ko es el primer número cardinal infinito. Ki es el primer 
número cardinal mayor que Ko. 

Si A es un conjunto, | ̂ 41 es su número cardinal. Representamos por 
I a I el número cardinal de un número ordinal a. co es el primer ordinal infi
nito, coi es el primer ordinal infinito no numerable. 

Si X es un espacio de Banach, Z* es un conjugado. Si Y es un sub-
espacio vectorial de Z*, ponemos o {X, Y) para la topología sobre X de 
la convergencia sobre cada subconjunto finito de Y. Si A es un subconjun-
to de Z*, A^, y también {A)^, es dicho subconjunto dotado de la topolo
gía inducida por la débil-estrella de Z*; Ax_ es el subespacio de X orthogo
nal a ^; lin yí es la envoltura lineal de A. Si x es un elemento át X y u 
pertenece a Z*, <x, w> significa el valor que toma u en el punto x. Si T 
es un operador lineal y continuo en Z, T* es un conjugado y ker T es el 
núcleo de T. Bx es la bola unidad cerrada de Z. Identificamos Z, como es 
habitual, con un subespacio de su segundo conjungado Z** mediante la 
inyección cónica. Si M es un subconjunto de Z, M^ es el subespacio de 
Z* orthogonal a M y [M] es la envoltura lineal cerrada de M; lin M es 
la envoltura lineal de M; S (M) es el conjunto formado por todos los ele
mentos w de Z* tales que 

{ X E M : <X, W>7^0} 

es numerable. 
Representamos por ||. || la norma de cualquier espacio de Banach Z. 

Se dice que Z es un espacio de Asplund si cada subespacio separable de Z 
tiene un espacio conjugado separable. 
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El carácter de densidad de un espacio topológico E es el primer núme
ro cardinal X tal que existe un subconjunto denso ^ de E de manera que 
\A\ =: A. Escribimos entonces X — dens E. 

Una base de Markushevich en un espacio de Banach X es un sistema 
biortogonal 

de manera que 

Z=[{x- /G/}] 

y la envoltura lineal de {w/i / G / } es densa en X^. Diremos con Plicko, [3], 
que (x/, W/)/e/ Gs numerablemente 1-normante si el conjunto de los elementos 
u de Bx* tales que 

es numerable es débil-estrella denso en Bx*. 
Una resolución proyectiva del operador identidad en un espacio de 

Banach Z, o bien una resolución de la identidad en X, es una familia 

{P,: (D^a^ii) (1) 

de proyecciones continuas en X, siendo /i el primer número ordinal de 
den X, de manera que P^ es el operador identidad en X, 

| | P J | = 1 , densP, (Z) ^ | a | , 

P,op^ = Pp = P^op^^ CO ^ jS ^ a ^ /I, 

y si a es un número ordinal límite, la clausura de 

[j{Pp(X): co^P<a} 

en X coincide con Pa{X). Una base de Markushevich {XÍ,U¡)Í^J diremos 
que está asociada a la resolución de la identidad (1) si existe una partición 
de /, 

4 , 4+b CO ^ a < ju, 

de manera que 

(x,-, Ui I P^(X))iei^ 

es una base de Markushevich en P^j (X) y 

es una base de Markushevich en (Pa+\~ Pa) i^)^ co ^ a < /i. 
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Si K es un espacio topológico compacto, C {K) es el espacio de Ba-
nach de las funciones reales y continuas / , definidas en K, con la norma: 

11/11 =zsup{|/(x)|: x^K] 

Dado un conjunto F, representamos por E (r) el subespacio topoló
gico de IR^ formado por todos aquellos puntos {Xy. y E F) tales que 

{yEF: x,^0} 

es numerable. Si K es un compacto de IR ,̂ ponemos 

A{K):^Kni:{T) 

Lema 1- Sea M un subconjunto de un espacio de Banach X tal que 
[M] — X y S{M)nBx* sea débil-estrella denso en Bx, Sean Ao y Bo dos 
subconjuntos infinitos át X y S (M), respectivamente. Si À es un número 
cardinal tal que | ̂ o | ^ /i y | ^o | < A, existen una proyección continua T 
en Z y un subconjunto Mi de M que cumplen las siguientes condiciones: 

a) II r 11=1, T{X)DAo, dQnsT(X)^L 

b) r*(z*)D5o. 
c) MiCTiX) y M \ M i C k e r r . 

Demostración- Para cada x de X, elegimos un elemento u (x) en 
5(M) talque 

||î/(x)|| = 1, <(x, w(x)>= ||x||. 

Procedemos por recurrencia y suponemos que, para un entero no ne
gativo n, hemos determinado A^cX y B^C S (M), con |^„| ^ A y 
\Bn\ ^ A. Sean C„ y /)„ las envolturas lineales sobre Q de A^ y B„, res
pectivamente. Escribimos 

Ponemos E y F para las clausuras de 

U ^« y U «̂ 

en Z y Z/, respectivametite. Puesto que A^+iDC^ y J5„+i Di)„, resulta 
que E y F son espacios vectoriales. 
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Dados X QTí E, z en Fj^ y 8 > O, hallamos un entero positivo n y 
un vector / en An de manera que | | x - / | | < s. Entonces 

11-̂11 ^ ll-^-^ll + lUII < £+<^. w(0> = £+<^4-z, w(0> ^ 

^ g + | < / - x , w(0>| + |<x + z, u(t)y\ ^ 

< 8+ iU-^il + ll-̂  + -̂ ii < 2e+ ||x + z|i 

y, por tanto, 

| |x|| ^ ||x + z| | , 

de donde se deduce que E r\ Fj_ = {0} y que la proyección en E+ F± sobre 
E, a lo largo de F^, tiene norma igual a uno. 

Tomemos ahora un elemento w QU E^ n F. Supongamos que w^O. 
Hallamos un x en M tal que <x, w) 7̂  0. Entonces existen un entero posi
tivo n y un vector v en 5„ de manera que <x, v> ̂  0. Consecuentemente, 
X pertenece a ^„ +1 y así <x, w} ^ O, lo cual es una contradicción. Luego 
E^ n F={0} y, por tanto, E+Fj_ = X. 

Es inmediato que T cumple las condiciones a) y b). 
Sea Mi el subconjunto de M cuyos elementos están en T (X). Si x 

pertenece a M \ Mi, se deduce de la construcción que hemos hecho antes 
que X pertenece a ker T y, en consecuencia, se cumple la condición c). 

q.e.d. 

Teorema L- Sea M un subconjunto de un espacio de Banach X tal 
que [M] = X y S (M) n Bx* sea débil-estrella denso en Bx*- Si fi es el pri
mer número ordinal de dens X, existen una resolución de la identidad 

en Z y una partición de M, 

M^, Moe+i, CO ^ a < ju, 

de manera que 

M^CP^iX), M,+ iC(P,+ i - A ) ( X ) , CD^a< fi. 

Demostración- Si dens Z = Ko, ponemos P^ para el operador identi
dad en X, y la conclusión es obvia. Supongamos ahora que den X > Ko. 
Podemos escribir M en la forma {x^: v < fi}. Determinamos una proyec
ción T QXi X que cumpla las condiciones a), b) y c) del lema anterior con 

Ao = {x^: \) < CD} 

y Bo un subconjunto infinito numerable que tomamos en S (M). Denota
mos por P^j el operador T y por R^j el subconjunto de M formado por 
todos aquellos elementos contenidos en P^^ (X). Procedemos por inducción 
transfmita. Tomamos co < a ^ ju y suponemos que las proyecciones 
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{P^: CO ^ P <a} 

han sido definidas en X de manera que 

| | P ^ | | = 1 , d e n s P ^ ( X ) ^ \P\, K : Ü < Í S } C P ^ ( Z ) , 

P^op^^P^^p^op^^ CO ^ /j ^ C < a, 

y si Rp es el subconjunto de todos los elementos de M que pertenecen a 
Pp(X), entonces 

M\R^CkQvPp. 

Si Oí no es un número ordinal límite, ponemos y: = a - 1. Si u es un 
vector cualquiera de S (M) n Bx*, es inmediato que Py^(u) pertenece a este 
último conjunto y, por tanto, 

P,* (Z* )n5(M)n5j^* 

es débil-estrella denso en Py*(J(*) n Bx*. Tomamos dos subconjuntos densos 
Ay y By en Py{X) y (S (M) n P^*(Z*))^, respectivamente, con \Ay\ ^ 
^ lyl y \By\ ^ iy|. Tomamos un subconjunto Cy en X que contiene a 

Ay u {x^: ü < a}, 

no está contenido en Py(X) y \Cy\ ^ | y |. Aplicamos el lema anterior para 

AQ = Cy, I A I = I OC I , ^ 0 = ^ • y , 

y obtenemos una proyección T QÏÏ X que verifica a), b) y c). Denotamos 
dicho operador T por P^ y ponemos JR^ para el subconjunto formado por 
todos los elementos de M que pertenecen a P^ (-^)- Entonces 

| | P , | | = 1 , d e n s P , ( X ) ^ | a | , {x,: u < a } c P , ( J r ) , 

P,op^ = P^ = P^op^, c o ^ ^ ^ C ^ a , M \ i í , C k e r P , . 

Si a es un número ordinal límite, ponemos 

F: = n { V ( 0 ) : (o^li<oi} 
Si u está en 5 -̂», la red 

{ P / ( M ) : (Ü ^ i8 < a} 

está en p-^ n 5;̂ -* y tiene un punto v dévil-estreila adhérente en F-^ n Bx*. 
Puesto que 
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u-P^{ü)^Pp{Xf, œ^ P <a, 

resulta que 

u-v^n{Pp{X)-^: (ú ̂  P < a} = £^, 

de aquí que E-^ + p-^ =^ X* y, por tanto, si E es la clausura de E en X, 
E n F= {0}. Supongamos ahora que existe un elemento w en F"̂  n E-^ 
distinto de cero. Hallamos un vector z en M tal que <z, w} ̂  0. Puesto 
que F^ coincide con la clausura débil-estrella de 

existe un ordinal j8i, co ̂  jffi < a, y un elemento Xi en P̂ * (Z*) de mane
ra que {z,Wi}:^0. Entonces z pertenece a P^AX) y, por tanto, <z, w> = 
:^0, lo cual es una contradicción. Luego E-^ n F = {0} y^en consecuencia, 
E+R = X. Ponemos P^ para la proyección de X sobre E a lo largo de F 
y i?a para el conjunto de todos los elementos de M que pertenecen a 
Pa{X). Entonces 

| | P J | = 1 , densP,( j r )^ |a|, {x,: v<a}cPA^l 

Ppop^ = P^ = P^op^^ CO ̂  ^ ^ C < a , 

M\R^CkQTP^. 

Es inmediato ahora que 

{P^: CO ^ a ^ /i} 

Es una resolución de la identidad en X de manera que 

R,CP,(Xl M\ Packer P^. 

Si ponemos 

Ra, = M^, i?a+l\i?a = Ma+i, CO < a < /i, 

la conclusión se sigue. 
c.q.d. 

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de un teorema de 
Zizler,[4.Th.l]: 

a) Sea ̂  una clase de espacios de Banach que cumplen las siguientes 
condiciones: 1) Cada espacio de Banach separable pertenece a ^ . 2) Si X 
pertenece a ̂  y // es el primer número ordinal de dens Z, X admite una 
resolución de la identidad 

{P^: cú ^ a ̂  ¡j] 
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de manera que P^ {X) pertenece a ^ , co ^ on < ¡x. Entonces cada espacio 
de Banach perteneciente a .^ admite una norma equivalente local, uniforme
mente rotunda. 

Corolario 1.1 - Sea Y un espacio de Banach que tiene un subconjunto 
P talque [ P ] = F y S (P) n By* sea débil-estrella denso en Bx*. Entonces 
Y admite una norma equivalente local, uniformemente rotunda. 

Demostración- S e a ^ clase de todos los espacios de Banach Z con un 
subconjunto D tal que [D] — Z y S (D) n Bz* sea débil-estrella denso en 
Bz*. Obviamente, todos los espacios de Banach separables pertenecen a ^ . 
Por otra parte, si X está en ^ y M es un subconjunto de X tal que 
[M] = X y S (M) n Bx* es débil-estrella denso en Bx*, aplicamos el Teore
ma 1 y obtenemos una resolución de la identidad en X con las características 
enunciadas en dicho teorema. Entonces es inmediato que 

P^(X)^,^, CO ^ a < //, 

y, por tanto, ^ cumple las condiciones que se requieren para aplicar el re
sultado a) y alcanzar la conclusión. . 

^ ^ c.q.d. 

Nota: Como consecuencia del Teorema 1, se obtiene un resultado de 
Plicko, [3], que afirma que si X es un espacio de Banach que tiene una base 
de Markushevich (XÍ,U¡)Í^J numerablemente 1-normante, y /i es el primer 
número ordinal de dens X, entonces existe una resolución de la identidad 

{P^: (JO ^ Oí ^ fi} 

en X de manera que, para cada número ordinal a con co < a ^ /i, se 
puede obtener un subconjunto /« de / tal que 

{x,: ÍGQGP.ÍXI {xii / C / \ / J c k e r P , . 

Teorema 2.- Sea X un espacio de Banach que tiene un subconjunto M 
tal que [M] = X y S (M) n Bx* sea débil-estrella denso en Bx*. Si fx es el 
primer número ordinal de dens X, existen una resolución de la identidad 

{Po,: œ ^ a ^ n} 

en Z y una base de Markushevich (x/, W/)/̂ / asociada a ella de manera que 

lin{x,: /E/} = linM y S ({x^: iGl}) = SiM). 

Demostración- Razonamos sobre el carácter de densidad de X. Si X 
es separable la prueba del teorema no ofrece dificultad (véase [2, p. 16 y 
pp. 43-44]). Tomemos ahora un número cardinal a > Ko y supongamos que 



30 M. VALDIVIA 

siempre que dens X < a oí teorema es cierto. Elegimos ahora un espacio de 
Banach X tal que a = dens X y que cumple las condiciones impuestas en el 
teorema. Sea 

una resolución de la identidad en X y sea 

Ma,, Mx+u Cú ^ À < fi, 

una partición de M de manera que 

Construimos un sistema biortogonal (x/, Ui)i^¡^ de tal forma que 

lin {xf. i E 4) = lin M^ = lin (M n P^ (Z)), 

y lin {uf. i E 4} sea un subespacio débil-estrella denso de P^ (^*)- En
tonces 

{u E P* (Z*): {/ E 4 : <x„ t/> ?í: 0} es numerable} = 
= S(M)f]P^iX^) = P^(X^). 

Procedemos por inducción transfínita. Sea A un número ordinal con 
CO < À ^ ¡LL. Supongamos que hemos construido en X los sistemas biortogo-
nales 

(x/, W/)/GV cú ^ p < X, 

de manera que 
lin {xf. i E Ip} = lin (M n P^ (JT)), 

lin {w/i / E /̂ } sea un espacio débil-estrella denso de P/(Z*) y 

{w E P / (Z *): {/ E /̂ : <x,, w> 7̂  0} es numerable} = S{M)n P^ {X *). 

Además, si 

œ ^r¡ ^ ^ < X 

{Xi, u¡)i^i^ es una extensión de (x/, u¡)i^¡^. 

Si A no es un ordinal límite, ponemos y: — X-\. Se tiene que 

U: = S{NÍ)n PfiX"") n Bx* 

es débil-estrella denso en 
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Si T es la proyección en Pt{X^) sobre (/*/- P/) {X^) a lo largo de 
P/(J!f*), ponemos 

W\ = T{V). 

El espacio de Banach 

E-{P,-P,){X) 

tiene como conjugado un espacio de Banach F, que podemos identificar con 
(P / - Py*) (Z*) siendo W la bola unidad cerrada. Es inmediato que 
S (M) n F coincide con 

[u^F: [x^My^x. <x, w> :?̂ 0} es numerable}. 

Por otra parte, T {U) pertenece a S (M) y es débil-estrella denso en W. 
Teniendo en cuenta que 

dens E < | //1, 

podemos hallar un sistema biortogonal (x/, u¡)ic,i^ en Z de manera que 

lin {xi. i E /A} = lin My +1, 

lin [ui. i E /A} un subespacio débil-estrella denso de F y 

[u E F: {/ G /i: <X/, w> :?¿ 0} es numerable} = S (M) n F. 

Si ponemos Ix = Iy\J Jx, se tiene que (x/, W/)ÍG/̂  es un sistema biortogonal en 
X tal que 

lin{x,: /E/,} = l in(MnF,(Z)) , 

lin [uf. i^h} es un subespacio débil-estrella denso de Pf{X*) y 

{WEFA*(^*): {i^h: <X/, u}^0} es numerable} = 5 (M) n FA*(^*). 

Además, si 

(D ^ri ^^ ^ À , 

(x/, W/)/G/̂  es una extensión de (x/, u¡)i^¡. 
Si A es un número ordinal limite, ponemos 

Entonces 

lin {Xii i E h} = lin (M n F^ (1^)), 

lin {w/i / E / ^ es débil-estrella denso en F/(J!f*) y 
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{uGPfiX*): {/E/A: <X,, W> T^O} es numerable} = S(M)n PfiX""). 

Además, si 

CD ^ri ^ ^ ^ À , 

(x/, W/)íG/̂  es una extensión de (x/, u¡)i^i. 
Finalmente, si escribimos 

/: = lj{/a: œ ^ X < ix], 

(x/, W/)/G/ es una base de Markushevich en X que responde al enunciado del 
teorema. 

c.q.d. 

Corolario 1.2- Sea K un subconjunto compacto de R^ de manera 
que A (K) es denso en K. Si ¡a es el primer ordinal de dens C (K), existe 
una resolución de la identidad 

{P^: CO ^ À < fi} 

en C (K) y una base de Markushevich (/, w/)/^/ asociada a ella de mane
ra que 

A (K) = {XGK: {iE /: / (x) ̂ 0} es numerable}. 

Demostración- Sea {ê : y E F} el conjunto de las funciones coordena
das de IR .̂ Para cada y de F, sea dy la restricción de ey a K. Sea 

fe: i^I} (2) 

el conjunto formado por la función que toma el valor uno en cada punto de 
K y las funciones que se representan como un producto finito de elementos 
de la forma dy. ludí envoltura lineal de (2) es un álgebra que separa los puntos 
de ^ y contiene a las constantes. Por tanto, 

[fe: i&I}] = C{K). 

Identificamos, en la forma usual, K con un subconjunto de C {KY. Es in
mediato que el conjunto A {K) coincide con el subconjunto de K formado 
por aquellos elementos x tales que 

{ /E/: <^,,x>^0} 

es numerable. Por otra parte, la bola unidad cerrada B át C {KY coincide 
con la envoltura absolutamente conexa y débil-estrella cerrada de K. Por 
tanto, 

S{{gf, iGl})nB 
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es débil-estrella denso en B. Se aplica el Teorema 2 y se obtiene una resolu
ción de la identidad 

{P^: (D ^ X ^ ¡i] 

en C (K) y una base de Markushevich (/, W/)/G/ asociada a ella de mane
ra que 

S({f¡: /G/} = 5({g,- /E/}). 

Entonces 

A (K) = {XGK: {i G I: fi (x) ̂  0} es numerable}. 
c.q.d. 

Lema 2.- Si X es un espacio de Asplund tal que dens Z :̂  Ki, existe 
una base de Markushevich (v,, w¡)i^j en Z* de manera que, para cada 
X de X, 

|{/E/: <v,,x>^0}| <Ko. 

Demostración- Por un resultado de Fabian y Godefroy, [1] existe una 
resolución de la identidad 

{fía: (Ú ^ OL ^ (Di) 

en Z* de manera que ker g^ es débil-estrella cerrado. 
Puesto que Q̂Ü (-^*) es separable, podemos hallar un sistema biortogo-

nal (Vi,w¡)i^¡^ en X* de manera que 

[{v.: /€4}] = Ô^(X*) 

y lin [wf. i G 4,} sea un subconjunto débil-estrella denso de Qt (A^**). 
Dado un ordinal cualquiera a, co ^ a < coi, se tiene que (ôa+i - ôa) (^*) 
es separable y, por tanto, podemos hallar un sistema biortogonal (v/, W/)/̂ ^ ,̂ 
en X* talque 

[{v,: /G4}] = (Ô,+ , - e , ) (X*) 

y lin {wf. / E /a + i} sea un subconjunto débil-estrella denso de {Q^ + i -
-Q.){x% Si 

se tiene que (v/, w¡)i^¡ es una base de Markushevich en X. 
Tomamos un punto cualquiera x de X. Puesto que 

{0} = n {ker Q^: œ ^ a < coi} 

se tiene que 

U{l^ne*(X**) : co^a<(D^} (3) 
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es denso en X y, por tanto, existe una sucesión en (3) que converge a x. 
Consecuentemente, existe un ordinal j9, co < a < jS < coi tal que x perte
nece di X n Q^iX"^"^). Por tanto, 

<x,W/> = 0, /e/y+h p^y<cúu 
de aquí que 

|{/E/: <v,-,x>^0}| ^ Ko. 
c.q.d. 

Teorema 5.- Sea X un espacio de Asplund tal que dens X ^ Ki. Sea 
B la bola unidad cerrada de Z**. Entonces existe en C (B^) una resolución 
de la identidad y una base de Markushevich (/, W/)/G/ asociado a ella de ma
nera que, para cada x dQ B n X, 

\{iGl:fiix)^0}\ <Ko. 

Demostración- Aplicamos el lema anterior y obtenemos una base de 
Markushevich <V/, W/)/^/ en Z* de manera que, para cada x de X, 

|{/G/: <v,-,x>^0}| ^ í<o. 

Identificamos ahora B^, con un subespacio compacto de IR̂  mediante la 
aplicación ç tal que 

(p(z) = «v,,z>: i^I), 

Basta aplicar ahora el Corolario 1.2 para alcanzar la conclusión. 
c.q.d. 
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