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Abstract 

In the space C {X) of real or complex continuous functions defined in a completely regular topolo
gical space X we considérer a natural linear topology in the Lefschez sense, which enables us to give some 
characterizations of the ^ and real-compact spaces. 

Resumen 

En el espacio C {X) de las funciones continuas definidas en un espacio completamente regular X 
y con valores reales o complejos se considera una topología lineal, en el sentido de Lefschez, que permite 
caracterizar cuando X QS n ó v espacio. 

Qasificadón A.M.S. (1980): 46A15, 54D60. 

1. INTRODUCCIÓN 

Se representará por Z a un espacio T2 completamente regular, por 
PX a su compactación de Stone-Cech, por \)X la realcompactacion de X 
y por C {X) al espacio vectorial de las funciones continuas definidas en X 
con valores reales o complejos. Si / G C {X) representaremos por /^ a la 
extensión continua de / a fiX con valores en la compactación de Alexan-
droff del espacio topológico real o complejo. 

Un subconjunto 4̂ de Jf se dice que es topológicamente acotado si 
f{Á) es acotado para cada / € C {X), Cuando los subconjuntos topológi
camente acotados de X son relativamente compactos en X se dice que X 
es un //-espacio. Si uX= Z se dice que X es realcompacto. Un espacio real-
compacto es /i-espacio, ya que los subconjuntos topológicamente acotados 
son relativamente compactos en x)X. 

Son clásicos los resultados de Nachbin y Shirota [5] y [7]: Q {X) es 
tonelado si, y sólo si, X es /i-espacio, y Ce {X) es bomológico si, y sólo si, 
X es ü-espacio, lo que equivalía a que Q {X) fuese ultrabomológico, pro
bado posteriormente en (1). 
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El soporte de una función / G C {X) es la clausura en X de {x E X: 
f{x):^0]. Para cada subconjunto compacto K at X escribiremos LK — 
— [f^ C {X): K n s o p / = 0}. Los subespacios vectoriales LK dotan a 
C (X) de estructura de espacio linealmente topologizado, considerando en el 
cuerpo la topología discreta, según [3] §10, que representaremos por Q (X). 
El soporte de un subconjunto absolutamente convexo L de C (X) se repre
sentará por sop L y es el mínimo compacto de PX tal que si / E C (X) y 
sop /^ n sopL = 0 entonces / E L (6-II.1.3). 

Vamos a caracterizar cuando X es /¿-espacio o real compacto por pro
piedades de Cx (X), recordando los teoremas de Nachbin y Shirota. 

2. LEMAS Y CARACTERIZACIONES 

Lema L Un subespacio vectorial L de Q (X) es abierto si, y sólo si, 
sop LcX, En particular dado ^ C Z se tiene que L = {/E C (X): f(A) = 

= {0}} es abierto si, y sólo si, A^^C X. 

Demostración, 

M={fGC (Z): sop L n s o p / = 0} C L, 

por la definición de soporte. Si sop LcX, entonces L contiene el abierto 
M= {/E C (X): sop L n sop/= 0}. Recíprocamente, si L es abierto existe 
un compacto K en X tal que 

{/E C (X): K n sop/= 0} = {/E C (X): K n s o p / = 0} C L, 

luego sop L e K 
Es bien conocido que si ^ C px y L es el subespacio vectorial de las 

funciones de C (X) que son nulas en A entonces el soporte de L es A^^, 
pues dado un subconjunto K compacto y propio de A^^ podemos construir 
una función nula en K que vale 1 en algún punto de A. Por lo probado 
anteriormente L es abierto si, y sólo si, A^^C X. 

Lema 2. Sea L un subconjunto absolutamente convexo de C {X) que 
contiene eventualmente a cada sucesión {fn'.nGN} tal que la familia de los 
soportes de las funciones /„ sea localmente finita. Entonces sop L C vX. 

Si, además L es un subespacio vectorial cerrado y Z es un ju-espacio, 
entonces sopLcZ. 

Demostración, Si hubiese un punto p E sop L-vX existiria una función 
gGC (X) tal que g^ (p) = oo. Por definición de soporte para cada compacto 
G„ = {xG pX: \g (x)\ ^ n} existe una función gnGC (X) - L cuya exten
sión gf es nula en G„. Esto es contradictorio, pues la familia de sop g„, 
«=1,2,. . . , es localmente finita por ser gf nula en G„. 
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Por el lema 1, B—KJ {sop (L + Lf^: Kcompacto <ZX] está contenido 
en sop L n X, por lo que B es topológicamente acotado, ya que es un sub-
conjunto de sop L que es compacto en vX, y al ser X /x-espacio se tiene 
que B^ es un subconjunto compacto de sop L. Si / E C (X) y 
B^niSopf=0, cntonœs f G L +LK, l u e g o / E L , yaque L es cerrado. 
Luego s o p L c ^ , llegando a que sopJL = ^ . 

En un espacio linealmente topologizado E un subespacio vectorial ce
rrado L es abierto en la topología lineal fuerte si cada subespacio vectorial 
linealmente compacto M es acotado respecto a L, para lo que por [3] §10.9 
(1), 10.9 (2) y (3) y 12.1 (5) es suficiente que cada sucesión nula completa 
{x„}J== 1 esté eventualmente en L. 

Lema 3. Un subconjunto ^ de X es topológicamente acotado si, y 
sólo si, L = {/E C (X): f(A) = {0}} es abierto en la topología lineal fuerte 
de C,(X), 

Demostración, Si L no contiene eventualmente a la sucesión nula com
pleta {/„: n^N} podriamos encontrar ai G A y rii tales que/„, («i) ̂ ^ O, 
y determinados ai, a2, ... y â  en v4 y los subíndices «i, «2, ... y «̂  tales 
que 

/n,(^/)^0 y /„.(a,) = 0 si i<j, con 1 < i, j < p, 

podemos determinar un np^i y un a^+i tales que 

fn^^,iad = 0 para i<p+l 
y 

pues {ai, a2,..., â } es compacto, la sucesión {fn}l^=. 1 converge a O y no está 
eventualmente en L, 

Por tanto, por inducción podemos determinar una sucesión {a/}f= 1 de 
puntos de ^ y una sucesión {/„}?= 1 de funciones tales que 

fn, («/)^0 y /,.(a,) = 0 si i<j. 

Entonces la función 

g = Í0Cpfr,^^C(Xl 
1 

cualesquiera que sean los valores de las â , ya que {/, }̂ = 1 es nula comple
ta. Se pueden elegir los valores â  de forma que g (ap) ^ p, contradiciendo 
que A sea topológicamente acotado. 

Si A no es topológicamente acotado existirá gGC (X) no acotado en 
A, pudiendo elegir una sucesión {a„}̂ = 1 de puntos de A tales que 

g M > gian~ù + 1 . 
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Entonces una sucesión de funciones {/i}^= i tal que fn (a„) = 1, de manera 
que el soporte de /„ esté contenido en (x E Z: \g (a„) - g (x) | < 0,5}, está 
en C (X) - L, por lo que L no es abierto en la topología fuerte de Cx (X), 
ya que la familia {sop /^}^ = i es localmente finita, y por lo tanto nula 
completa. 

De estos lemas se deduce inmediatamente el teorema de Nachbin-
Shirota para espacios linealmente topologizados, pues: 

Teorema L X es ju-espacio si, y sólo si, Q (X) tiene la topología lineal 
fuerte. 

Demostración. Si X es //-espacio entonces por los lemas 2 y 1 cada 
subespacio cerrado L de C (X) que contenga eventualmente a las sucesio
nes nulas completas es A-abierto. 

Si X no es //-espacio existe un subconjunto A át X topológicamente 
acotado cuya clausura en j8Z no está en X. Por el lema 3, JL = {/E C {X)\ 
f {A) = {0}} es abierto en la topología lineal fuerte, y por el lema 1 no es 
A-abierto. 

En la prueba del lema 3 se ha establecido que un subconjunto A át X 
es topológicamente acotado si, y sólo si, L {fG C (X): f (A) = {0}} con
tiene eventualmente a cada sucesión {/i}^= i de C (X) tal que {sop fn}^^ i 
sea localmente finita. 

Llamando a a la evaluación en un punto a de Z se puede expresar el 
resultado anterior en la forma: 

Lema 4. Un subconjunto 4̂ de Z es topológicamente acotado si, y 
sólo si, para cada sucesión {/„}J= i de C (X) tal que la familia {sop/„}^= i 
sea localmente finita se tiene que existe un «o tal que â (fn) = O para cada 
ÜGA y n > rio. 

Este enunciado del lema 3 nos permite demostrar cómodamente la pro
posición siguiente: 

Proposición L Son equivalentes las siguientes proposiciones: 

a) X es//-espacio. 
b) Dado un espacio linealmente topologizado F cualquier familia de 

aplicaciones lineales continuas Tf. C (X) -* F, / E /, que para cada 
sucesión {f^G C (1 )̂}?= i tal que {sop/,}^= i sea una familia lo
calmente finita verifique que 

lím7;.(/«) = 0 

uniformemente en / E /, es uniformemente continua, 
c) ídem a) y b) sustituyendo aplicaciones lineales por formas lineales. 
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Demostración, Si se verifica la condición a) y í/ es un subespacio vec
torial de F entorno de O es inmediato comprobar, utilizando las condicio
nes dadas en b), que 

L=^Ç\Tr{U) 
i 

verifica el lema 2, y del lema 1 se deduce que L es abierto, por lo que las 
aplicaciones Ti son uniformemente continuas. 

Si no se verifica la condición a) existirá un subconjunto A tn X que 
será topológicamente acotado y cuya clausura en j5Z no está contenida en 
X. Por el lema 4 las evaluaciones á, con a G ^, verifican las hipótesis de la 
condición c), y dicha familia de evaluaciones no es uniformemente equiconti-
nua, pues 

nr^(O) = {/EC(Z):/(^) = 0} 

no es abierto ya que su suporte, A^^ no está contenido en X (ver lema 1). 

Ahora vamos a caracterizar cuando X es realcompacto por propieda
des de Cx{X) 

Proposición 2. Son equivalentes las siguientes propiedades: 

a) X^vX. 
b) Una aplicación T definida en Q {X) y con valores en un espacio 

linealmente topologizado F es continua si 

iímrc/;)-o 
n-*Qo 

para cada sucesión {/,}^= i tal que la familia de sus soportes sea 
localmente finita. 

c) ídem a) y b) sustituyendo aplicación lineal por forma lineal. 

Demostración. De la condición a) se deduce la condición b), pues si U 
es un subespacio vectorial entorno de O en F, entonces L=T~^(U) veri
fica el lema 2, y de sop L C vX = X se deduce por el lema 1 que L es 
abierto. 

Se completa la prueba observando que si X^^vX y aEivX- X enton
ces por el lema 1 la evaluación â no es continua, ya que sop â = {a} no está 
contenido en X, en tanto que directamente, o aplicando el lema 4, se deduce 
que â verifica las hipótesis de la condición c). 

Es obvio que en b) (c) se pueden utilizar familias Ti de aplicaciones 
(formas) lineales con la condición de que 

lím7;(/„) = 0 
n-*oo 

uniformemente en / E /, obteniéndose entonces que las aplicaciones lineales 
Ti sean uniformemente continuas. La prueba es la misma. 
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En [2] 8.7 (III) se prueba que si b' ^vX y H es un subespacio vectorial 
de C {X) de dimension numerable existe un punto b tn X tal que f{b') = 
—f{b) para cada f de H por lo que la forma lineal a utilizada en la pro
posición anterior es sucesionalmente continua lo que permite sustituir en b) y 
c) la sucesión {/„} tal que la familia de los soportes de las funciones /„ sea 
localmente finita por una sucesión {/„} tenga por límite 0. Por lo que X = 
— vX si, y sólo si, las formas lineales definidas en Q {X) sucesionalmente 
continuas son continuas, resultado obtenido en 4 con la topología compacta 
abierta. También se pueden utilizar en b) (c) familias J), / E /, de aplicacio
nes (formas) lineales que para cada sucesión nula {/i}^= i verifiquen que 

HmT;(/,)-:0, 

uniformemente en /, exigiendo que entonces las aplicaciones Ti sean unifor
memente continuas. 

La descripción precedente caracteriza cuando X—vX por propiedades 
de aplicaciones lineales definidas en Q (Z). Ahora las reescribiremos utili
zando subespacios vectoriales de Q (Z). 

Proposición 3. Son equivalentes: 

a) X=vX. 
b) Un subespacio vectorial de C (X), que contenga eventualmente a 

las sucesiones {fn}l^= i tales que {sopy^}J= i sea una familia local-
mente finita, es abierto. 

c) Son abiertos los subespacios vectoriales de Q (X) que contengan 
eventualmente a las sucesiones nulas. 

Demostración, Por los lemas 2 y 1 de a) se deduce b). Por [2] 8.7 (III) se 
deduce que si a^vX- X, entonces la evaluación â es sucesionalmente con
tinua, por lo que â~^ (0) contiene eventualmente a las sucesiones nulas de 
Cx (X), ya que {0} es abierto en el cuerpo topológico discreto K, y al no ser 
continua la evaluación â se tiene que â"^ (0) no es abierto. Por lo tanto 
de c) se deduce a). 

Por lo tanto X=vX si, y sólo si, Q (X) es el límite inductivo de sus 
subespacios que sean envolturas lineales de sucesiones {fn}'^=: i tales que la 
familia {sop/j}^= i sea localmente finita. También es el límite inductivo de 
las clausuras de estos subespacios, que o son finito dimensionales o son iso-
morfos a co, que es el producto de una familia numerable de copias del espa
cio discreto K, Por lo tanto X=vX si, y sólo si, CxiX) es el límite inducti
vo de sus subespacios isomorfos a co. 

Utilizando la condición c) de la proposición 3 se obtiene que X=vX 
si, y sólo si, Cx (X) es el límite inductivo de las envolturas lineales generadas 
por sus sucesiones nulas, por lo que X=vX si, y sólo si, Q (X) es el límite 
inductivo de sus subespacios de dimensión numerable. 
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