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RESUMEN 

El presente artículo trata de ilustrar el cómo propiedades sencillas de los vectores normales, que 
tienen inmediata aplicación a problemas estadísticos referentes a datos normales, pueden ser generali
zados a modelos más complejos cuando éstos vienen descritos por mixturas de distribuciones normales. 
En particular veremos cómo el fñtro de Kalman, que desde nuestro enfoque no es sino una simple 
consecuencia de una propiedad elemental de la distribución normal multivariante, se extiende a 
situaciones o problemas complejos regulados por modelos probabüísticos representados por mixturas 
de distribuciones normales. 

ABSTRACT 

The present paper illustrates how simple properties of the normal random vectors, which have 
immediate applications to statistical problems involving normal data, can be generalized to more 
complex models when these are described by means of normal mixture models. In particular, we shall 
see how the Kalman filter, which is but a simple consequence of an elementary property of the 
multivariate normal distribution, is generalized to more complex situations or problems which may be 
described by models based on mixtures of normal distributions. 

1. INTRODUCCIÓN 

En esta sección vamos a considerar una propiedad de la distribución 
normal multivariante que tiene aplicación inmediata a problemas de regre
sión con errores normales y permite deducir de una manera sencilla el llama
do filtro de Plackett-Kalman, del que analizaremos con cierto detalle su 
relación con el enfoque bayesiano clásico y con otros conceptos básicos de 
la inferencia. Como el desarrollo del trabajo es mayormente ilustrativo de 
la potencialidad de los resultados de las proposiciones 1 y 2, a lo largo del 
mismo supondremos que la varianza a^, que aparece en los modelos con
siderados, es conocida. Esto no supone, en principio, una merma en la apli-
cabilidad de los resultados obtenidos, toda vez que las proposiciones 1 y 2 
pueden generalizarse a distribuciones normales-gamma o normales-gamma 
invertidas, como se puede ver, p.e., en Girón et al. (1989) y en trabajos pos
teriores. 
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El resultado siguiente, cuya demostración es trivial, relaciona las distri
buciones condicionadas de dos subvectores de una distribución normal mul-
tivariante. Obsérvese la (posible) dependencia lineal respecto de la variable 
condicionante de la media de las distribuciones condicionadas, así. como la 
independencia de las matrices de covarianza. Sin estas restricciones la dis
tribución conjunta no sería, obviamente, normal. 

Proposición L— Si Xi IJÍ2 = X2 '^ N {xi \Ax2 + b;S) y X2 ^ N ÍX2\ 
m; V), entonces la distribución de X2lXi=Xi viene dada por 

NiX2\m+ VA'(S-\-AVA')-^ (x^ - Am-^ b); V- VA'(S + AVA')-'^ AV). 

1.1. El modelo de regresión con errores normales 

El resultado anterior está pensado para que se pueda aplicar de forma 
inmediata a problemas de inferencia bayesiana en poblaciones normales 
cuando la información a priori viene representada por una distribución 
normal. 

En efecto, consideremos el modelo de regresión con errores normales, 
independientes e idénticamente distribuidos, dado por 

y^ =JC;Ô + Ui donde u^lo^ - A^(w,.|0, a^); / = 1,..., n. (1.1) 

Supongamos que la distribución a priori de 6 es una normal Â  (6 ÍZ/ÍQ ; 
O^CQ ). Entonces si consideramos las dos distribuciones 

yi\6-N(yx\x'id;G^) y 6 - N(d\mo; o^Co), 

estamos en las condiciones de la proposición 1, de modo que la distribución 
de Ô condicionada por >̂ i es una N {dlmii o'^Ci), donde 

1 "T Xi L^QXI 

Ci —CQ — , CQXIXICO-
1 I Xi Co-^i 

De aquí podríamos conjeturar que la distribución a posteriori de 6 con
dicionada por y^, ..., y^ es también una normal. En efecto, procediendo 
por inducción sobre n, si suponemos que la distribución a posteriori de 6 
condicionada por >'i, ...,>^„_i esuna A^(ôlm„_i; a^C^.i) , entoncescomo 
la distribución de y^ \d,yi, '•',yn-i = Vn '^' P^^ ^̂  hipótesis de independen
cia condicional, resulta que aplicando de nuevo la proposición 1, la distribu
ción a posteriori de Oly^, ..., j^„_i, y^ es una normal N (dlm„; o^Cn), 
donde los parámetros m„ y C„ vienen dados por las ecuaciones 



MIXTURAS DE DISTRIBUCIONES NORMALES 61 

(1.2) 

1 + «^«^«-i-^/í 

A las ecuaciones anteriores se las conoce con el nombre de filtro de 
Plackett-Kalman y proporcionan un método computacionalmente eficiente 
de cálculo del vector de medias y de la matriz de covarianzas de los coeficien
tes de regresión, que no dependen del valor de a^, y que presenta además, 
dado su carácter secuencial, la ventaja de incorporar nueva información 
muestral sin necesidad de rehacer todos los cálculos. 

Si, con las mismas hipótesis sobre el modelo de regresión y sobre la 
distribución a priori de 6 dado a^, la varianza fuese desconocida y su distri
bución a priori fuese una gamma-invertida, o^ ^ Gal(aQ,Po), entonces el 
filtro anterior se puede ampliar con las ecuaciones siguientes 

+ 1 (7n -x'^m^_^f 
2 1 + A : „ C „ _ I ^ „ 

Pn =Pn~i + 2 ' 

(1.3) 

de modo que la distribución a posteriori de a^ ly^, ..., y^ '^ Gal (cLn^ Pn)-
Otra alternativa al proceso anterior, que de nuevo resultaría de una sim

ple aplicación de la proposición 1, es la de expresar el modelo (1.1) en la for
ma matricial usual, siendo y = (y^, ...^ynï y X la matriz de diseño formada 
por los vectores fila x¡, 

Entonces, si la distribución a priori de O es una normal Â  {6 I/WQ ; o^ CQ ), 
por la proposición 1 se tiene que la distribución a posteriori de d\y es una 
normal 

A ( Ô K + C o Z ' ( / + ZCoX')-^ 0~X/Wo); 

G^ (Co -c^rii^xc^ry' XQ). 

Por el teorema de Bayes sabemos que esta distribución a posteriori coin
cide con la dada por las ecuaciones (1.2). Sin embargo, desde un punto de 
vista práctico, conviene señalar la diferencia entre ambas. En el caso de em
plear la proposición 1 con toda la información muestral hay que invertir una 
matriz de dimensión n 'Xn, mientras que si se utiliza el filtro no es necesaria 
dicha inversión matricial. Además, de nuevo el carácter secuencial del filtro 
al estar basado de forma implícita en el teorema de Bayes, le hace indepen
diente del orden en que aparecen los elementos de la muestra. 
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Otra posibilidad de analizar el modelo, que sería intermedia entre la de 
utilizar la muestra de una vez y de elemento en elemento (el filtro de Kal
man), dentro de la estricta utilización de la proposición 1, es la de considerar 
la idea de suficiencia. En efecto, es bien conocido que la distribución a pos
teriori de 6 condicionada por toda la muestra coincide con la distribución 
condicionada por el estadístico suficiente. 

El^estadístico minimal suficiente es el estimador de máxima verosimi
litud 6 = (X'X)~^ X'y. Además su distribución dado Q es una normal 
N {'^\d; o^ {X'X)-^), de modo que si a priori 0 -^ N idlmol O^CQ), por 
la proposición 1 se tiene que 

d\d-^Nimo +Co iiX'Xr' +Co)-' ( ^ -mo) ; 

o^ (Co - C o (iX'X)-' +Co)- i Co)). 

Obsérvese cómo la utilización del estadístico suficiente ha reducido el 
cálculo de una inversa de orden n x n a. una de dimensión fija (independien
te del tamaño muestral) kxk, siendo/:1a dimensión del vector Ô. 

Así pues conviene destacar los puntos de interés del desarrollo anterior, 
en particular lo que se refiere al filtro de Kalman y relacionarlo con otros 
conceptos de importancia en inferencia: 

i) No se ha utilizado, de forma explícita, el teorema de Bayes para el 
cálculo de las distribuciones a posteriori. Solamente la proposi
ción 1. 

ii) No ha sido necesario de forma explícita mencionar, ni calcular ni 
reducir por suficiencia, la función de verosimilitud. 

iii) La idea de familia conjugada, aunque está implícita en las propieda
des de la normal multivariante, no se ha empleado en el desarrollo. 

iv) La existencia de un estadístico suficiente para este modelo no se 
utiliza en la demostración del filtro (el procedimiento es secuencial 
y se utiliza un elemento de la muestra en cada etapa; no se reduce la 
información muestral por suficiencia). 

v) El carácter secuencial del teorema de Bayes garantiza que el resulta
do final del filtro es independiente del orden de los elementos de la 
muestra y que coincide con los otros dos procedimientos basados en 
toda la muestra y en el estadístico suficiente. 

vi) La deducción del filtro depende exclusivamente de la propiedad 
elemental 1, y de la hipóstesis de independencia condicional de los 
{Ui} o los {yi} dado d, 

vii) Como valor añadido del filtro, comparado con los otros procedi
mientos, se tiene el que no es necesaria inversión matricial alguna y 
que la incorporación de nueva información muestral no requiere 
rehacer de nuevo los cálculos; basta aplicar de nuevo las ecuaciones 
del filtro. 
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1.2. El modelo de regresión con errores no normales 

Consideremos ahora en el modelo de regresión (1.1) una estructura más 
compleja en la especificación de los errores. En particular consideremos los 
cuatro casos siguientes, recordando que la varianza es conocida y por lo 
tanto todas las distribuciones que consideramos se suponen condiciona
das a d^ . 

a) {Ui) son i.i.d. y siguen una distribución de Laplace o exponencial 
doble Ui "^ La {Uf lO, â  ); es decir, la densidad común de los errores 
viene dada por 

ÍL (W/la2) = —T^exp [ - ^ I j . 

b) {Ui) son i.i.d. y siguen una distribución t de Student con v grados 
de libertad Ui "^ St iUi 10, G^ ; v)\ es decir, la densidad común de los 
errores viene dada por 

( • ^ ) 

v+ 1 
2 ^ ( 1 1 -((y+i)/2) 

G^litT (p/2) y vo^ ) 

c) (Modelo conjunto de Box, Tiao y Abraham). {Uf} son i.i.d. y siguen 
una distribución dada por la mixtura de normales siguiente 

Ui ^ (1 - Xo)n (UflO, o^) + Xon (w/IS, k^a^), 

d) {Uf} son intercambiables y, condicionalmente en X con (X > 0), se 
distribuyen i.i.d. como N(UflO^Xo'^), donde X'^F(X) y F() es 
una función de distribución arbitraria sobre (O, ^o). 

Los cuatro ejemplos anteriores tienen en común el que las distribucio
nes de los errores son mixturas de distribuciones normales. En los casos a), 
b) y d) la mixtura es respecto del parámetro de escala, mientras que en el 
caso c) tenemos una mixtura respecto de los parámetros de localizacion y 
escala. 

El caso d) tiene un particular interés puesto que aunque los errores pre
sentan simetría esférica no son independientes, salvo que F (-) sea degene
rada; además en el caso de que existan los momentos de orden 2, los errores 
son incorrelados como es fácil comprobar. 

El modelo de regresión con estructura de errores dada por a), b) y d) se 
puede escribir en forma de mixtura del modo siguiente: 

a) yi \e - JN (yi \x¡ei Xo^ ) dGa (X; 1,1); 
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b) y i \e -^ JN iy, \x¡d; Xa^ ) dGal (X; j , j ) 

d) y \e ^jN (y 1X5; Xo^I) dF{\). 

2. GENERALIZACIÓN DE LA PROPOSICIÓN 1 AL CASO 
DE MIXTURAS DE DISTRIBUCIONES NORMALES 

En este apartado analizamos con cierto detalle la extensión de la propo
sición 1 a mixturas arbitrarias de distribuciones normales, que permitirá ana
lizar modelos de regresión de los considerados al final de la sección anterior 
y otros más generales que se tratarán en la sección siguiente. Debido a la ge
neralidad del resultado, el análisis exacto del filtro es complicado, depen
diendo de la estructura del problema específico al que se aplique, de modo 
que proponemos en cada etapa del mismo una simplificación que conserva su 
estructura básica y lo hace particularmente atractivo desde el punto de vista 
computacional. En particular, uno de los modelos considerados en la sección 
anterior permite generalizar el teorema de Gauss-Markov a situaciones donde 
el criterio de los mínimos cuadrados no es, en principio directamente aplica
ble, obteniéndose además la distribución a posteriori exacta de los coeficien
tes de regresión. 

El teorema siguiente es una generalización de la proposición 1. 

Proposición 2.- Sea A un boreliano de IR^, sean A (A), S (X), b (X) 
matrices medibles de dimensiones k x k, k y^ k y / : x l , respectivamen
te y sea F (X) una función de distribución sobre A. Si X^ ÍX2 = ^2 '^ 
- ¡ N{xi\A (X) x^ +b (X); S (X)] dF{\) y X^ -^N{x^ \m; V), entonces 
la distribución de X2 IX^ =Xi viene dada por 

/ ' ^ N[X2\m(x,,\);V(X)]dF(\\x,y, 

donde 

m (;ci, X) =m 4- VA'(X) (S(X) +A (X) VA'(\))-' (x^ -A{\)m-b (X)) 

V{\) = V- VA'a) (S(X) + ^ (X) VA'{\)r^ A (X) V) 

dF a\Xi) o:n[x,\A(X)m+b (X);S (X) +A (X) VA' (X)] rfF(X); 

y n [xi\", '] representa la función de densidad de una normal multivariante. 

Demostración.— En primer lugar demostraremos que la distribución 
conjunta del vector X = (X^, ^2 ) es también una mixtura de distribuciones 
normales con la misma distribución de mezcla F{\). 



MIXTURAS DE DISTRIBUCIONES NORMALES 65 

La función característica, ^ (t), del vector X se puede expresar como: 

(p(r) = V ? ( r i , Í 2 ) = y exp {Ít2X2}ipiti \X2)dF{X2), 

donde ^p{ti ba) es la función característica del vector Xi \X2 =^2? esdecir 

^ (h\x2)=foxp {iUa)x2 +b'(X)h)~- ^ t[S(\)ti}dFi\). 

Sustituyendo en la expresión anterior, haciendo operaciones en el inte
grando y aplicando el teorema de Fubini, se tiene que 

^(t)=j[jQxp {i[t2 -^ t'iA (X)X2]} dFÍX2)]QXP {ib'{\)ti -

- \úS{\)tr}dF{\). 

Ahora bien, el término entre corchetes es la función característica del 
vector X2 evaluada en t2 '^ t[A (X). Sustituyendo y haciendo operaciones, 
finalmente se obtiene que la función característica (̂  {t) es igual a 

/ • 
f y íA{\)m+b{\)\ 
L ^ m ' 

De aquí se deduce, por la unicidad de la función característica, que la 
distribución conjunta de (Z i ,Z2 ) es la siguiente mixtura 

fN[x\{ A{\)m^b{\)\ íS{\)+A{\) VA\\) AÇK) F 
m >'' ^ V'A{\) V 

y de aquí, por las propiedades de las distribuciones condicionadas y de la 
distribución normal multivariante, se sigue el teorema. 

Como una primera aplicación de este resultado consideremos el caso d) 
de la sección anterior. La aplicación directa del teorema anterior, suponiendo 
que la distribución a priori de d es una normal N {0\mQ\ a ^ Q ) , nos dice 
que la distribución de d \y es la mixtura 

JN{e\mo ^CoX'CKI-^XCoXY' (y - Xnio); 

o^ (Co - Q r (XJ + ZCoX')-^ XCç,)dF{\\y)\ 
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donde 

dFiX\y)o:n[y IXnto ; o^ (XI + XCQX')] dF (X); 

que presenta la desventaja de tener que invertir, condicionalmente en X, una 
matriz de dimensión nx n. 

Otra alternativa sería reducir el problema mediante la utilización del 
estadístico suficiente d, toda vez que su distribución condicionada a 0 es 
también una mixtura de normales. En efecto, se puede demostrar (véase el 
lema 3.1 de Girón et al. (1989)), que 

ë\d -^jN{0\e; Xo^ (X'X)-'^) dF(Xy, 

y por la proposición 2, la distribución de 010 es la mixtura 

Ninto +Co(XirX)~' +Co)-He-mo); 

Co -Co (XiX'X)-' +Co) - i Co)dF(X\ëy, (2.1) 

/ ' 

donde 

dF(X\0) a n (0\0; a^ (XiX'X)-'^ + Co) dFiX). 

O bien, por último, se podría trabajar condicionalmente en X, aplicar el 
filtro de la sección anterior, calculando simbólicamente w„ (X) y Cn (X) 
mediante las ecuaciones 

ntn (X) = mn-t ( ^ ) + r^-; TT; — Cn-i (X)Xn {yn -Xnltln-i (X)) 
X-^XnCn-i (X)Xn 

Cn (X) = c „ . , (X)- ——Tz—TT:— Cn.^ (X)^«4c„ . , (X); 
X + XnCn-í (X)Xn 

con las condiciones iniciales nio (X) = nto Y Co (X) = Co , de manera que 

0\y-^ JN [0 \mn (X); o^ Cn (X)] dF (X ly). 

Como en la sección 1, los tres procedimientos conducen a la misma dis
tribución a posteriori. 

Un caso particularmente interesante de lo anterior se presenta cuando 
no se tiene información a priori sobre 0. Entonces si tomamos como distri
bución a priori la no informativa, es decir, hacemos tender Co"̂  "^ O, es fácil 
comprobar utilizando la ecuación (2.1) que la distribución a posteriori de 
referencia, condicionada a a^, es 

0\y-jN[0\iX'X)-' X'y;Xa^ iX'X)-') dF(X), 

toda vez que dF (X\y) ex dF (X), como es fácil comprobar. 
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Este resultado es interesante, puesto que la distribución a posteriori re
sultante es una distribución elipsoidal (véase, p.e., Dickey and Chen (1985)), 
cuya moda es precisamente S, es decir, el estimador usual de mínimos cua
drados, que no depende de F (X), y que coincide con el vector de medias, 
caso de que éste exista, con lo cual se tiene una generalización del estimador 
de mínimos cuadrados, que es además robusto respecto de la forma de los 
errores W/, siempre que éstos sean intercambiables y generados por una mix
tura arbitraria F (X) respecto del parámetro de escala. Se tiene también que 
las M.D J . de contenido probabilístico 1 — a son elipsoides de la forma 
{6 \{e ~ ëy (o^ (X'Xr^ )(e -$)< r j , donde Koc se calcula a partir de la 
distribución F (k). Así, p.e., si F (K) fuese una Gal (k,P/2,T^/2), es decir, 
los errores {t/J siguieran una t de Student multivariante (que serían in-
correlados si v > 2) se tendría que la distribución a posteriori de 0\y sería 
una t de Student A:-variante 

St(d\ë,a^ (X'Xr^;p) 

y Ka se calcularía a partir de la F (k, v) de Snedecor. 
El caso c) se tratará en la sección 3; mientras, el análisis de los casos a) 

y b) es más complicado, ya que la forma exacta del filtro es generalmente 
intratable, debido entre otras causas a la no existencia de estadísticos sufi
cientes. Lo que proponemos es una aproximación del filtro que sea computa
do nalmente sencilla y, a la vez, conserve aquellas propiedades que lo hacen 
tan atractivo, basado todo ello en la proposición 2. 

2,1. El filtro continuo de Kalman 

Los casos a) y b) se pueden considerar como casos particulares del mo
delo siguiente 

/ ' 
y i \e-jN (y i \x¡e ; W ) dF (X). 

Si, a priori 0 se distribuye según una normal Â  (^ \nto; O^CQ), entonces, 
por la proposición 2, se tiene que 

e\yi -JNielmt (X);a'Ci (K)]dF (k\yt); (2.2) 

donde si 

ei =yi ~x[mo 

Vi (X) = X -hx[CoXi 

ai (X) - —-
Vi (X) 

entonces 

file:///e-jN
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^ 1 (X)=/Wo + a i (X)^i 

Cl (X) = Co -Covi (X)ai (X)a; (X) 

rfF(xij;i)- vi (X)-̂ /̂  exp [-r-r^]rfFM-
L 2 a Vi (X)J 

Como ya hemos comentado, el cálculo de la distribución exacta de 
^ I j i ? Ĵ 2 y subsiguientes distribuciones a posteriori, requeriría una generali
zación de la proposición 2, demasiado complicada para ser de utilización 
práctica. La idea que proponemos es aproximar la distribución exacta de 
d \yi por una distribución normal con los mismos parámetros y proceder 
secuencialmente por aplicación repetida de la proposición 2, seguida de la 
aproximación correspondiente. Esta idea, aplicada dentro de un contexto 
similar al nuestro, puede encontrarse también en los trabajos de Girón et al. 
(1989) y Guttman y Peña (1985). 

La aproximación normal, Â  (ôl/Wi ; a^Ci ), a (2.2) viene dada por las 
ecuaciones 

mi =Jmi (K)dF(K\yi) 

Ci=fci (K)dF(K\yi) + -^f{mi (X)-mi)(mi (k)-mi)'dF (k\yi). 

Si procedemos por inducción como en la sección 1, mediante la aplica
ción de la proposición 1, junto con la hipótesis de independencia condicio
nada y la aproximación de la mixtura resultante, se tiene el siguiente filtro 
aproximado: 

Si 

en=yn -X'nmn-i 

Vn (X) = X + X;JC„-IA:„ (2.3a) 

^ (X)- — -

rrin (X) = w„- i 4-a„ (X)e„ 

Cn (k) = Cn-x -Cn-iVn (X)a„ (X)a^ (X), 
(2.3b) 

rfF(Xlj;i,...,7jcxv^(X)-V2exp[- / ^ r^A^FQ.), (2.3c) 
^ 2a^v„(X)J 

entonces 
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6\yi,.--.yn^ JN{B\m^ (Ky.G^Cn {\)]dF(k\y^,.,.,yn) 

^Nidlmnlo^Cn); 

donde m„ y C„ vienen dados por las fórmulas 

mn=Jm„ (k)dF(\\yt,...,yn) 

Cn=fcn (K)dF(K\y^,.,.,yn)'^ (2.3d) 

+ —Jifnn {\)-mn){mn (k)-mny dF(K\y^,.,.,yn)l 

y P (A¡71, ..., yn) representa la distribución a posteriori aproximada de X 
dada la información muestral j ; . 

Obsérvese que la aplicación del filtro requiere en cada etapa el cálculo 
numérico de varias integrales: una para determinar la constante de proporcio
nalidad de la ecuación (2.3c) y varias para calcular la aproximación dada 
por (2.3d) que de hecho, como se puede demostrar con facilidad, se reducen 
al cálculo de dos tipos de integrales distintas. Caso de que la distribución 
F (X) tuviese un número finito de saltos, las integraciones anteriores se redu
cirían a simples sumas. 

3. OTRAS APLICACIONES 

En esta sección consideramos un caso particularmente importante de la 
proposición 2 que tiene aplicaciones a problemas estadísticos que ocurren 
con frecuencia en situaciones tan aparentemente dispersas como métodos 
robustos de inferencia, aprendizaje secuencial, clasificación de observacio
nes, diagnóstico automático, análisis de conglomerados y a problemas que 
hemos denominado de regresión-cluster. Debido también al carácter ilustrati
vo de este apartado, solamente consideraremos el caso de observaciones uni
dimensionales. 

Consideremos la siguiente especialización de la proposición 2 al caso de 
observaciones yi, .„,yn ü .d . generadas por el modelo 

k 

yi-^ E XfN(yM(j)d',kfa^) (3.1) 

en el cual se suponen conocidos los parámetros X/, los vectores de diseño 
x'i (/) y los factores de heterocedasticidad kf. 

El modelo anterior se puede considerar como una generalización del 
modelo de regresión clásico en el sentido de que hay k posibles modelos de 
regresión heterocedásticos, con matrices de diseño distintas y cada uno de 
ellos tiene una probabilidad X/de generar los datos7/. 
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Si la distribución a priori de d es una normal Â  (dlrriQ; O^CQ) y en 
cada etapa del filtro se aproxima la mixtura resultante por una distribución 
normal tal como se hizo en la sección anterior, de la proposición 2 se tiene 
que si definimos re cursivamente 

en (j)=yn ~^ii])^n-l 

Vn (/) = ^/ + ^/ (/•) Cn -1 ̂ i (/•) (3.2a) 

^n (j)= 7T— 
Vn (/) 

y 

mn(j)=mn-i +0'n(j)en(J) 

Cn (j)=Cn-i - Cn-1 Vn (/) dn (/) < (/) (3 .2b) 

X . ( / • ) < x V . ( / • ) - ^ / ^ e x p [ - / r V ^ ] 
»• 2(7 v„ ( / ) J 

entonces la distribución a posteriori aproximada de d es 

k 
. 2 , • b i , . . . , ; ; „ « S X„(/')7V(/ii,,(/);a^C„ (/•)). 

Esta distribución a posteriori puede ser de nuevo aproximada por una 
Â  (rrin ; o^ 
siguientes 
N (ntn; o^Cn), donde los nuevos parámetros se obtienen de las ecuaciones 

k 

nin= ^ K ij)mn (/) 

(3.2c) 
k 1 ^ 

Cn= 2 X„(/)C„(/) + — 2 K(J)(mn(J)-mn)imn(Í)-mny. 
7 = 1 a ^ / = i 

El conjunto de las ecuaciones (3.2), (3.2a), (3.2b) y (3.2c) constituye la 
base del filtro aproximado para el modelo (3.1), del que vamos a considerar 
brevemente algunos casos particulares. 

1. El modelo de regresión lineal homocedástico, considerado en la in
troducción, se obtiene como caso particular tomando k = I y en este caso 
el filtro es exacto ya que F (X) es degenerada y no hay necesidad de aproxi
maciones. 

2. El modelo de regresión contaminado con posibilidad de desplaza
mientos (parámetro 5) y/o heterocedasticidad (parámetro o?^), caso c) de la 
sección 1, que es una generalización de los modelos propuestos por Box and 
Tiao (1968) y Abraham and Box (1978). 
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Condicionado a jS, ô y a^, las observaciones {yi) son i.i.d. y se distri
buyen según 

Basta tomar k = 2, 6 =(i3, 6); kj = 1, ki=œ^ y 

^i-(l) = (-̂ /, 0) jc;(2) = (;c;, 1) para todo / = ! , . . . , n. 

3. El análisis de conglomerados o "clusters" unidimensionales basado 
en mixturas de distribuciones normales (Fig. 1) es un modelo probabilístico 
para la descripción de datos que presentan una estructura de subgrupos más 
o menos dispersos (véase, p.e., el reciente libro de McLachan and Basford 
(1988)). Lo podemos considerar un caso particular del modelo (3.1), simple
mente tomando x¡ (/) = ej, para todo / = 1,..., n, / = 1,..., k, donde e^ es 
el vector unitario con la/-ésima coordenada igual a 1. 

- 1 0 . - 7 . 5 - 5 . - 2 . 5 2 . 5 5 . 
Fig. 1. Una mixtura de tres distribuciones normales. 

Este modelo no es del todo general puesto que las probabilidades de 
pertenencia a cada conglomerado Xy y los factores de heterocedasticidad 
kf se suponen conocidos. Para un desarrollo más general de este problema, 
que tiene en cuenta el desconocimiento de estos parámetros, dentro de un 
contexto distinto aunque similar al presente, véase Bernardo y Girón (1989). 
Un problema importante en la especificación de este modelo es el de la dis
tribución a priori sobre los parámetros d que parece natural considerar in
tercambiables, con lo que introduciríamos un submodelo jerárquico en los 
parámetros del modelo que se trataría de manera similar a la del filtro con
siderado. 

4. Detección y clasificación de señales (problemas de aprendizaje se-
cuencial). Estos problemas se pueden modelar dentro del contexto de mixtu
ras de distribuciones normales que estamos considerando (véase, p.e., Makov 
(1980)) y se centran, básicamente, en los problemas de clasificación proba-
bilística de las señales y en los de aprendizaje sobre el o los parámetros del 
modelo. A modo de ilustración vamos a considerar dos casos particulares: 
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4.1. Modelo de señal-ruido: las observaciones {yf} son i.i.d. y se dis
tribuyen según 

yi - H - h>)N(yt\e; a^) + XoiV(j,.lO; a^). 

Basta tomar k = 2, X/(1) = 1, ^f (2) = 0, para todo / = 1 , . . . , «, 
y kj=kl = l. 

4.2. Modelo bipolar: las observaciones {yi} son i.i.d. y se distribuyen 
según 

yi-d - \)Niyt\d', G^) + \oN(yi\-e; a^). 

Basta tomar k = 2, x , -( l )= 1, jc,'(2) = - l , para todo / = 1,..., n, 
y kl=kl = l, 

5. El modelo de regresión-cluster es básicamente el modelo general 
(3.1) sin suponer restricciones en las matrices de diseño Jf̂ . Un ejemplo ilus
trativo de este modelo es la situación descrita por los datos de la figura 2. 

Fig. 2. Datos generados por un modelo de "regresión-cluster". 

Un análisis de regresión estándar de estos datos conduciría a la recta de regre
sión /? y a una sobreestimación de la varianza del modelo, con la consecuen
te falta de capacidad estimativa y predictiva del mismo. Está claro, de la 
estructura de los datos, que hay dos regresiones subyacentes distintas Rx y 
i?2? y que un modelo como el (3.1) proporcionaría una mejor descripción de 
los datos que, a su vez, tendría un mayor poder predictivo que el modelo de 
regresión simple. 

Así pues, el modelo sería el siguiente: 

yi-{\ ~\o)N{yM ^hXi\o^)-\\oN{yi\oL2 + P2XÍ; co^'o^) 
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para lo cual basta tomar /: = 2; k\ = \, k\ = co^, d' = {0Li,^i,a2,^2) y 

;c;(l) = ( l ,x„0 ,0) 

x;(2) = (0,0, l,x,). 

4. COMENTARIOS 

En las secciones anteriores hemos considerado, desde un punto de vista 
estadístico, el filtro de Kalman y sus generalizaciones todo dentro del con
texto de los modelos estáticos a los que es directamente aplicable la propo
sición 2 y que generalizan los modelos clásicos de regresión en varias direc
ciones. Este enfoque pone de manifiesto la simplicidad y elasticidad de las 
herramientas utilizadas en la metodología bayesiana y su capacidad de abor
dar, aunque a veces sea utilizando métodos aproximados, problemas de infe
rencia complejos mediante la generalización de ciertas propiedades de la 
distribución normal a familias generadas a partir de ella por el procedimiento 
de mixturas. 

Hay sin embargo situaciones donde los parámetros del modelo evolucio
nan a lo largo del tiempo, como son en particular los denominados moá^/os 
lineales dinámicos, para cuyo análisis se necesitan otras propiedades de la 
normal multivariante, que sean a su vez susceptibles de ser generalizadas a 
mixturas de distribuciones normales. 

En particular, la deducción del filtro de Kalman en los modelos de Ha
rrison and Stevens (1976) y de Snyder (1985) se basa también en una senci
lla propiedad de los vectores normales, como es la de que transformaciones 
lineales de vectores normales independientes son también normales. Este 
resultado puede extenderse al caso de mixturas de vectores normales, como 
puede verse en el lema 3.1 de Girón et al. (1989), para un caso particular, y 
en Rojano (1989) para mixturas arbitrarias. El estudio de estos problemas 
y otros relacionados con la estimación de los parámetros de estos modelos 
(que incluyan, p.e., la varianza y el vector de efectos fijos), serán objeto de 
posteriores estudios. 
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