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Résumé 

On donne une forme générale de certains résultats sur le théorème du graphe fermé. 

Summary 

We give general form of certain results on the closed graph theorem. 
Les espaces vectoriels considérés ici ont pour corps en base K égal à IR pu C. 

I. CARACTERISATICN DE LA FERMETUR D'UN GRAPHE 

Soient E{S) et F{T) deux e.l.c. séparés et u une application linéaire de E 
dans F. Désignons par ¿''(resp. T') un système fondamental de voisinages de 
l'origine dans E{S) (resp. F{T)) et par Tu la topologie localement convexe 
pour laquelle les ensembles de la forme u{W) + V,WE:S*Qt F G T\ for
ment un système fondamental de voisinages de l'origine dans F. Cette topo
logie n'est pas, en général, séparée; toutefois, on a le résultat suivant qui 
aractérise la fermeture du graphe de u à partir de la séparation de Tu. 

\)Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

a— L'application u : E{S) -^ F(T) est fermée 

b— La topologie Tu est séparée 

c— L'espace dual FiTu)' est faiblement dense dans F ' . 

De même on caractérise la continuité faible de u dans le résultat suivant: 

2) Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

a— L'application u : E{S) -^ FiT) est faiblement continue. 

b- On a oiF, F ' ) C Tu C T. 

c~ L'espace FiTu^ est faiblement dense dans F\ 

ces deux propositions sont démontrées dans [1 ]. 
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II. RESULTATS SUR LE THEOREME 
DU GRAPHE FERME 

Dans ce qui suit quand on parle d'une propriété topologique {P) il s'agit 
d'une conjonction d'un nombre fini de propriétés topologiques parmi les
quelles figurent éventuellement des propriétés algébriques. Si (P) désigne une 
seule propriété, dans ce cas il s'agit d'une propriété topologique. 

\) Définition: Soit {F) une propriété topologique; (P) est dite (c)-stable 
si pour tous e.l.c. séparés E{S), F{T) et toute application linéaire continue u 
de E{S) dans F{T), l'image de toute partie de E{S), vérifiant la propriété (P), 
vérifie elle aussi cette propriété. 

2) Définition: Soit (P) une propriété topologique; (P est dite (5)-stable 
(resp.(/:)-stable) si toute partie (resp. pratie séquentiellment fermée) d'un es
pace topologique, vérifiant la propriété (P), vérifie elle aussi cette propriété. 

3)Definition: Soient E{S) un e.l.c. séparé et (P) une propriété topolo
gique (c)-stable: E{S) est dit (P)-espace si toute partie de E\a(E\ E)) qui 
vérifie la propriété (P), est équicontinue. 

4) Exemples: Considérons les propriétés suivantes: 

(Pj ) = être faiblement borné 

(P2) = être une partie absolument convexe, faiblement métrisable 
et compacte. 

(P3) = être faiblement borné et essentiellement separable. 

(P4) = être une partie d'une partie absolument convexe, faible
ment compace et métrisable et de dimension inférieure ou 
égale à d (où d est un nombre cardinal infini). 

Toutes ces propriétés sont (c)-stables. 

5)Proposition: Considérons une propriété topologique (P) (c)-stable. 
Et, soient EiS) et F(T) deux e.l.c. séparés et u une application linéaire 
fermée de EiS) dans FiT); si EiS) et FiT) sont des (P)-espaces, il en est de 
mêmedeF(Pw). 

Démonstration: Soient X une partie de FiTuY muni de la topologie fai
ble, qui satisfait à la propriété (P): l'application u : EiS) -^ FiTu) est con
tinue; et, donc, l'application transposée u': FiTu)' ^ E' est faiblement 
continue. Puisque (P) est (c)-stable, u\X) vérifie la propriété (P) dans 
E'ioiE', E)). Et comme EiS) est un (P)-espace, u'iX) = {vou; v € Z } est 
iS-équicontinue. De même, puisque l'identité idp : FiT) -^ FiTu) est continue. 
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il résulte que X est une partie de F\G{F\ F), qui vérifie la propriété (P). Et 
par conséquent X est T-équicontinue. Donc, il existe un voisinage, W , de 
Forigene pour S et un voisinage, F, de l'origine pour T tel que vou 
(W) C 1/2 b Qt v(V) C 1/2 b (où b est la boulé Unité de J^ quelque soit v 
appartenant à X. On en déduit, viuiW) + V C b, v E X. Par suite, X est 
rt/-équicontinue. 

6)Définition: Soient (P) une propriété topologique (c)-stable et 
F(T) un e.l.c. séparé; FiT) est dit (F^ P)-espace si pour tout espace H fai
blement dense dans F\ on a la propriété sui-vante: 

On a l'égalité H = F' si l'intersection H O X est faiblement fermée pour 
toute partie X faiblement fermée vérifiant la propriété (P). 

7) Théorème: Considérons une propriété tonologique (c)-stable et (s)-
stable. Et, soient E(S) un (P) espace, F ( r ) un {Ta P)-espace et u une appli
cation linéaire de E dans F; on a les propriétés suivantes: 

a— Si w: EiS) -» FiT) est fermée, u est faiblement continue. 

b— Si u: E(S) -^ F(T est fermée et si 5 = riE, E'), u est continue. 

c— Siu: E(S) -> F(T) est fermée et si FiT) est un (P)-espace qui admet 
un système fondamental de voisinages de l'origine formé d'ensembles abso
lument convexes et fermés, T\ tel que le polaire F° (pris dans F^) de cha
que V E T\ muni de la topologie induite par a(F', F), vérifie la propriété 
(P); alors u est continue. 

Demonstration : 

a— Si u:EiS) -> FiT) est fermée, FiTuY est faiblement dense dans F ' . 
Soient X une partie fermée de F'iaiF', F)) qui satisfait à la propriété (F) et 
{V/, / E 1} une suite généralisée de X H FiTu)' qui converge faiblement vers 
V dans F ' . Comme (F) est (5)-stable, {v^, iEl) } vérifie la propieté (F) dans 
FiTuY iaiFiTu)\ F ')) . Et puisque l'appUcation linéaire u: EiS)-^FiTu) est 
continue, alors son application transposée t/': FiTu)' -> F ' est faiblement 
continue; comme (F) est (c)-stable, la suite généralisée {W'(F,) /G 1} = {v¿ ou, 
i E 1} vérifie la propriété (F) dans E\GÍE\ E)). Par suite, elle (5')-équicon-
tinue. Donc, il existe un voisinage, IV, de l'origine pour S tel que vpu 
iW) C 1/2 6(ow è est la boule unité fermée de K), En passant à la limite 
sans cette inclusion, obtient v ou iW) C 1/2 ô. Or, il existe un voisinage F, 
de l'origine pour F, tel que viV) C 1/2. 6 On a donc viuiW) + F ) C ô. 
D'où l'égalité FiTu)' = F ' . Et de ceci, on déduit que w est faiblement 
continue. 

b- On a démontré en a— que u est faiblement continue, et puisque S 
est la topologie de Mackey, alors u est continue. 
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C— Puisque E{S) et F{T) sont des (P)-espaces et que u est fermée, il ré
sulte de la proposition 5) que F{Tu) est un (P)-espace. Soient X une partie 
fermée de F\a(F\ F)) qui vérifie la propriété (P) et {.v̂ -, i E / } une suite 
généralisée de Z Pi FiTuY qui converge faiblement vers v dans F ' , {v,-, / G / } 
vérifie la propriété (P) á^nis FiTu)' (aiFiTu)', F)); donc; elle est Tw-équicon-
tinue. Il existe donc un voisonage de l'origine VQ tel que VIÍVQ) C b. d'où 
VÍVQ) C b. Et, donc, on a v GFiFw)'; ceci montre l'égalité FCFw/= F ' . On 
en déduit o{F, F ' ) C Tu C T. 

Soit VET'; par hypothèse F°, muni de la topologie induite par 
a(F\ F) = G{F {TU)\ F), vérifie la propriété (P). Par suite, F° est Fw-équi-
continu. Et, donc, V = F^°est un voisinage de l'origine pour Tu, On en dé
duit l'égalité T = Tu, c'est-à-dire que u est continue. 

S)Remarque: L'hypothèse faite sur le (P)-espace F(F) permet de se 
passer de la topologie de Mackey (sur E) pour montrer la continuité de 
l'application u. 

9) Définition: Soient (P) une topo logique (c)-stable et (/:)-stable et 
F(F) est dit (r^ sP)-espace si pour sous espace H faiblement dense et séquen
tiellement fermé dans F ' on a la propriété suivante: 

On a l'égalité H = F' si pour toute partie X faiblement fermé de F ' vé
rifiant la propriété (P) l'intersection ^ n Z est faiblement fermée. 

10) Lemme: Soit E(S) un espace localement convexe séparé tel que 
toute suite de Cauchy dans E\G{E'y E)) soit équicontinue; si u une applica
tion linéaire fermée de E{S) dans un espace localement convexe séparé 
F(F). L'espace dual FiTu)' est faiblement séquentiellement fermé et dense 
dans F'(a(F' , F)). 

Démonstration: On sait déjà que FiTu)' est faiblement dense dans F ' . 
Considérons une suite {v„, n G N } de FiTu)' qui converge faiblement 
vers V dans F ' . 

Comme u': F (Tu)' -^E' est faiblement continue 

{u'(Vn),n GlN) = {Vn ou,n GN} 

converge vers vou. Donc il existe un voisinage de l'origine W pour S tel que 
vou (W) C 1/2 b (où b est la boule unité fermée de K). D'autre part, il 
existe un voisinage de l'origine V pour T tel que viV) C 1/2 -è; d'où 
viuiW) +V)Cb, c'est-à-dire que v EFiTu)'. 

De ceci on déduit: 

11) Théorème: Considérons une propriété (c)-stable et (A:)-stable. Et 
soit E{S) un (P)-espace tel que toute suite de Cauchy dans E'(a(F', E)) soit 
équicontinue, F{T) un (r/^)-space et u une application linéaire de E dans F 
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On a les propriétés suivantes: 

a) Si u'.EiS) -> F(T) est fermée, u est faiblement continue. 

b) Si U'.EiS)-^FiT) est fermée et si 5 = T(E, F), u est continue. 

c) Si U'.EiS) -> FiT) est fermée et si F(J) est un (P)-espace qui admet 
un système fondamental de voisinages de l'origine, T, formé d'en
sembles absolument convexes et fermés tel que pour tout F G T' le 
polaire V^ de V (pris dans F') , muni de la topologie induite par 
oiF, F O , vérifie la propriété (P), alors u est continue. 

14) Exemples: a) Pour la propriété (P^ ) voir exemple 4), la classe des 
(Fj )—espace coïncide avec celle des espaces tonnelés séparés et la classe de 
(ra^ M-espaces contient celle des espaces infra-Ptàk (ou(5r)-complets. Donc, 
grâce au théorème 7), on retrouve les résultats trouvés par Ptàk [10], Ro
bertson [11] Persson [9] et Macintosh [7]. 

b) Considérons, maintenant, la propriété (P2)j 1̂  classe des iroP2 )-espa-
ces contient celle des espaces infra-Ptàk separables. Et comme résultat que 
l'on peut déduire du théorème 7), on peut citer par exemple: 

"Toute applications linéaire fermée d'un (M>espace EiS) (c'est-à-dire 
toute partie absolument convexe faiblement compacte et métrisable de E^ 
équicontinue) dans un space de Fréchet separable est continue." 

c) On remarque que la classe des espaces de Banach de dimension infé-
reure ou égale à 2^^ est contenue dans celle des iVaPs )-espaces et que la 
classe des (Pg^espaces coïncide avec celle des espaces (S)-tonnelés. Par con
séquent si dans le théorème 7), on remplace (P) par (P3), on retrouve un 
résultat démontré par Tweddle [12]. 

d) Si d = 2^ où j3 est un nombre cardinal infini, il résulte du théorème 
7) que toute application linéaire fermée d'un (P4)-espace dans un espace de 
Banach, de dimension inférieure ou égale à ¡î, est continue. En particulier 
si i3 = 2^^^ , on déduit que toute application linéaire fermée d'un (P4)-espa-
ce dans un espace de Banach separable est continue. 

Ill DOMAINE DU THEOREME DU GRAPHE 
FERME DANS UN CAS GENERAL 

Soient EiS) un e.l.c. séparé et X tonneau de EiS) considérons l'ensem

ble NiX) = n X X NiX) est un sous-espace fermé de EiS). La suite 

U/n X, n E¥i} définit un s.f.v. de l'origine pour une topologie localement 
convexe sur E que l'on note Zx- Cette topologie est séparée si et seulement 
si NiX) = 0. Comme NiX) est fermée l'espace quotient E/NiX) (Z-j^)estun 
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espace normé. Et par suite le complété ExiSx) = Ejjq^x) (Zx) estunespace 
de Banach. 

On désigne par / l'application canonique de E(S) dans ES) dans 
Ex(Sx)' Et on démontre que / est fermée. On peut trouver différentes dé
monstrations de ce résultat (voir par exemple Mahowald [8] ou Kôthe [6] 
qui a été d'une grande importance pour la démonstration du théorème de 
Mahowald (Mahowald [8 ]) qui caractérisé le domaine du théorème du graphe 
fermé pour la classe des espaces de Banach. Et tous les résultats connus 
jusqu'ici sur de telles caractérisations se basent sur cette proposition. Ainsi, 
en s'inspirant de la méthode de Mahowald, on donnera une caractérisation 
générale du domaine du théorème du graphe fermé. 

Soit (P) una propriété topologique (c)-stable et (^^stable. 

1) Définition: Soit E(S) un espace de Banach; EiS) est dit (P)-Banach 
si le polaire 5° de la boule unité B de EiS), pris dans E\ vérifie la propriété 
(P) dans E' io{E\ E)). 

2) Définition: Soient E{S) un e.l.c. séparé et X un tonneau de E; X est 
dit (P)-tonneau si re.l.c. ExiSx) est un (P>Banach et si le polaire X^, deX, 
pris dans E\ vérifie la propriété (P) dans Ef(aiE\ E)). 

3) Définition: Soit EiS) un e.l.c. séparé;¿"(S) est dit (P)-tonnelé si tout 
(P)-tonneau est un voisinage de l'origine. 

4) Proposition: Soit EiS) un e.l.c. séparé; si pour tout (i^)-Banach F( r ) 
toute application linéaire fermée de EiS) dans FiT) alors EiS) est (P)-
tonnelé. 

Démonstration: Soit X un (P>tonneau de EiS), ExiSx) est un (P)-Ba-
nach. Comme l'appHcation / : EiS) -> EyiSy) est fermée, elle est, par hypo
thèse, continue. Or on a X = /"^ ifiX)), oùfiX) est l'adhérence de/(X) dans 
ExiSx)^ fiX) est un tonneau de ExiSx)', donc, c'est un voisinage de l'origi
ne pour Sx, car ExiSx) est tonnelé. On en déduit que X est un voisinage 
de l'origine. Ceci montre que EiS) est (P)-tonnelé. 

5) Corollaire: Soit EiS) un e.l.c. séparé; si pour tout (P)-espace de Ba
nach FiT), toute application linéaire fermée de EiS) dans FIT) est continue, 
alors EiS) est (P)-tonnelé. 

Ce corolaire provient du fait qu'un (P)-Banach est un (P)-espace de 
Banach. 

6) Proposition: Toute application linéaire fermée d'un (P)-espace EiS) 
dans un (P)-Banach de FiT) est continue. 

Démonstration: On démontre l'égalité FiTuY = F ' . De ceci on déduit 
cKF, F ' ) C Tu C T. Soit B la boule unité fermé de FiT); le polaire P° de B, 
pris dans F\ vérifie la propriété (P) dans FiTu)' ÍGÍFÍTUY, F)). Et. puisque 
(P) est (c)-stable, alors FiTu) est un (P)-espace. Par suite B est un voisonage 
de l'origine pour Tu. Donc, u est continue. 



LES ESPACES (P)-TONNELES ET LE THEOREME DU GRAPHE FERME 55 

Il est évident qu'un (F>espace est (P)-tonnelé et que tout espace tonne-
lé est un (P)-espace; et, donc, tout espace tonnelé est (jP)-tonnelé. 

7) Définition: La propriété (P) est dite (<i)-stable si tout espace (P)-ton-
nelé es un (P)-espace. 

8) Théorème: Supposons la propriété {P) ((i)-stable; et, soit E{S) un 
e.l.c. séparé; les propriétés suivantes sont équivalents. 

a) E{S) est un espace (P)-tonnelé 

b) Pour tout (jP>Banach F{T), toute application linéaire fermée de 
E{S) dans F{T) est continue. 

Demonstration: La démonstration de ce résultat se déduit aussitôt des 
Propositions 4) et 6). 

9—Corollaire: Supposons la propriété (P) (6?)-stable, le produit d'une fa
mille quelconque d'espaces (P)-tonnelés est (P)-tonnelé. 

Ce corollaire résulte du théorème 8) et d'un résultat, concernant la ca-
ractérisation d'une application linéaire d'un produit quelconque d'e.l.c. sé
parés dans un ^-XP-espace, démontré par lyahen [4]. 

10) Corollaire: Supposons la propriété (P) (<i)-stable, tout sous-espace 
de codimension finie d'un espace (P)-tonnelé est (P)-tonnelé. 

Ceci résulte du théorème 8) et d'une application linéaire fermée pour 
les sous-espaces de codimension finie, démontré par Dewüde [3]. 

1 \) Exemples: 

a) Comme un e.l.c. séparé est tonnelé et si et seulement si c'est un (P^ )-
espace, la propriété (P^ ) est(c/)-stable. Donc, du théorème 8), on déduit le 
résultat suivant : 

"Soit E{S) un e.l.c. séparé; les propriétés suivantes sont équivalentes: 

1 ) E{S) est tonnelé 

2) Pour tout espace de Banach F(T), toute application linéaire fermée 
de E{S) dans F{T) est continue". 

On retrouve ainsi le théorème de Mahowald. 

b) Tout espace de Banach separable /^(J) est un (P2)-espace. Et, réci
proquement, tout (P2)-Banach est separable (voir Kôthe [6]). Par suite, on 
a le résultat suivant: 

"Soit E{S) un e.l.c. séparé; si pour tout espace de Banach separable 
F{T), toute application Hnéaire fermée de E{S) dans F{T) est continue, alors 
E{S) Qst iP^ytonnQW\ 
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Montrons maintenant que tout espace {P^ )-tonnelé est un (M)-espace. 
Soient E{S) un espace (F^H^nnelé et Y une partie absolument convexe de 
£"' qui, munie de la topologie faible, vérifie la propriété {P^) et qui soit 
fermée. Le polaire X = F° de Y, pris dans F, est un tonneau pour*?. L'espa
ce Ei]sf(x)iZx) est separable (voir Kalton [5]) ou Kôthe [6]); par suite le 
polaire de/ (X) , pris dans {E¡j^^x}^^x)y^ ^st faiblement compact ExiSxY = 
iE/jsíiX(Zx))', est contenu dans celui de /(X), il vérifie donc la propriété 
(P2 )' Il en résulte que X est un (P^ Honneau pour S. Par hypothèse, X est un 
voisinage de l'origine; donc, Y est équicontinue. 

On sait déjà que toute application linéaire fermée d'un (/kf)-espace dans 
un espace de Banach separable est continue. 

De ceci, on déduit alors le résultat suivant: 

"SoitEiS) un e.Lc. séparé; les propriétés suivantes son équivalentes: 

a)E(S) est un (M>espace. 

b) Pour tout espace de Banach separable FiT), toute application li
néaire fermée de £'(5') dansF(r) est continue. 

c) Pour la propriété (P3), tout espace de Banach FiT) de dimension 
inférieure ou égale à 2^° , est un (P^)-Banach; en effet, si B est la boule 
unité de FiT), le polaire B"^, de B, pris dans F'm est borné es essentiellement 
separable (voir Tweddle [12]). 

D'après le théorème 8) on a le résultat suivant: 

"Soit E{S) un e.l.c. séparé; si pour tout (P3)-Banach toute application 
linéaire fermée de E(S) dansF(T) est continue, alorsE{S) est un espace (P^)-
tonnelé". 

On a déjà démontré que toute application linéaire fermée d'un espace 
(5)-tonnelé dans un espace (P3>Banach est continue. Donc, tout espace 
(6)-tonnelé est (^3)-tonnelé. Réciproquement, on démontre que toute par
tie faiblement bornée et essentiellement separable, du dual d'un espace (P^)-
tonnelé est équicontinue (voir Tweddle [12]). Par suite un espace (P^y 
tonnelé est (5)-tonnelé. 

Tout ceci se résume dans le résultat suivant: 

Soit EiS) un e.l.c. séparé; les propriétés suivantes sont équivalentes: 

1) EiS) est un espace (5)-tonnelé. 

2) Pour tout (P3)-Banach, tout application linéaire fermée de E(S) dans 
F(T) est continue. 

3) Pour tout espace de Banach FiT) de dimension inférieure ou égale 
à 2^^, toute application linéaire fermé de EiS) dans FiT) est continue. 

d) Montrons que la propriété (P^) est (ii)-stable. Soient ¿"(i*) un espace 
iP^)-tonne\é et Y une partie absolument convexe de E\GÍE\ E)), qui est 
faiblement compacte, métrisable et de cardinal inférieur ou égale à d, le 
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polaire Y° = X ÔQ Y, pris dans E, est un tonneau pour S. Considérons l'appli
cation canonique: 

f:E(S) ^ El^^^^iZ^) 

on a {f{X)f = ( / r i ( ^ ° ) ; et donc /'(/(X)°) C X ^ où f est la transposée de 
/ et le polaire /(X)° de /(X) de f(X) est pris dans (jg^^^y, (Zy) / . Comme 
f est injective, /(X)° est de cardinal inférieur ou égal à d. TDonc, (/(X))° est 
de cardinal inférieur ou égal à d ((f(X))° est le polaire, pris dans 
^x^^x)' = (^/iv^x/^x))''^ de l'adhérence de /(X) dans E^iS^)), On en dé
duit que X est un (P)-tonneau. Donc, par hypothèse X est un voisinage de 
l'origine pour S, Et, par conséquent Y est équicontinue; ce qui montre le 
résultat. 

Par suite le théorème 8) s'applique à la propriété (P4), d'où le résultat 
qui va suivre: 

"Soit E{S) un e.l.c. séparé; les propriétés suivantes sont équivalentes: 

1 ) £"(5^ est un espace (P4 )-tonnelé. 

2) Pour tout (P4)-Banach, toute application linéaire fermée de E(S) 
dans F(T) est continue". 

On peut citer d'autres exemples que l'on traite de la même manière. 
Et pour la simplification de l'étude et la recherche de tels exemples, on 
donne la remarque suivante: 

Soient EiS) un e.l.c. séparé et X un tonneau de EiS); considérons 
l'application f:E{S) > E/js}(x)iZx)^ son application transposée 
/ ' : {ElN(x)i^xyf ^ E^ est injective et faiblement continue. Et puisque 
l'on a {f{X)f = {fy^ {X^), alors, si (P) est une propriété conservée par (/')"^ 
et si elle est de plus (5)-stable, (/<(X))° vérifie cette propriété si X^ la vérifie. 
Comme on a fifiX"^) C x°, on peut identifier (algébriquemente)/(X)'^ à une 
partie de X^. Donc si (P) est une propriété algébrique (5—stable et siX^ vé
rifie la propriété (P), il en est de même de (/(X))°. 

Je tiens ici à remercier Monsieur le Professeur Valdivia de ses remar
ques et suggestions à propos de mon travail sur le théorème du graphe fermé. 
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