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Abstract

An integration theory is developed for functions valued in convex bornological spaces with
respect to bornological vector measures, proving Radon-Nikodym’s type theorems and obtaining as
applications some theorems about the representation of bounded linear operators and the existence
of the tensor product of bornological measures.

Dentro del proceso de extension de la teoria de integracion de funcio-
nes vectoriales con respecto a medidas (vectoriales) valoradas en espacios de
operadores, iniciado a partir de la aparicion del conocido trabajo de R. G.
Bartle [8] (1956), R. Rao-Chibukula y S. A. Sastry introducen en su trabajo
[23] de 1983 una teoria de integracion tipo Bartle en la que todos los espa-
cios que aparecen son ya localmente convexos (una integracion totalmente
andloga se encuentra también en [26]), apareciendo posteriormente otros
trabajos (ver [1], [2], [3], [12], [15], [16], [17], [21] entre otros) en los que
se hace un desarrollo de esta teoria estudidndose problemas de derivacion
(de Radon-Nikodym), representacion de operadores, existencia del producto
tensorial de medidas y teoremas de Fubini, espacios L? y otros.

Hay que resaltar el hecho de que esta teoria de integracién tiene un
marcado cardcter bornoldgico, lo que junto a los resultados obtenidos al es-
tudiar la dualidad de los espacios L?P (para integrales como la desarrollada en
[24], ver [5] v [7]), ha ido haciendo cada vez mds patente la necesidad y
utilidad de hacer un desarrollo de la misma dentro del marco de los espacios
bornoldgicos. Por otra parte, en [10] se desarrolla una teoria de la medida e
integracién bornolégica (respecto a medidas escalares), para la que en [11]
se da un teorema de Radon-Nikodym y en [5] y [6] se estudian los corres-
pondientes espacios L?.

En la primera parte de este trabajo, se desarrolla una teoria de integra-
cion de funciones vectoriales respecto a medidas, también vectoriales, en el
contexto de los espacios bornologicos convexos. Esta integral engloba (pre-
sentando diversas ventajas) a la desarrollada en [23], que se obtiene a partir
de ésta, utilizando las correspondientes bornologias de von Newmann. En el
caso particular de que la medida respecto a la que se integra sea una medida
positiva, las funciones integrables que aqui aparecen, coinciden con las fun-
ciones bornologicas Bochner-integrables definidas en [10]. Por otra parte, la
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nocién de controlacién de medidas utilizada aqui (y que extiende a la dada
en [25]) ha permitido caracterizar (como es habitual en espacios topologi-
cos) mediante convergencia de martingalas, los espacios bornolégicos con-
vexos que tienen la propiedad de Radon-Nikodym y dar un teorema de
Radon-Nikodym sin utilizar la ‘“‘controlacién de medidas” (técnica empleada
en [22], [1], [2] v 121]), mediante una técnica basada en el “‘conjunto de
promedios’ de una medida, que recuerda a las técnicas (de Rieffel) cldsicas
para espacios de Banach (y la integral de Bochner).

Como aplicaciones, se obtienen un teorema de representacion de ciertos
operadores lineales acotados y un teorema sobre la existencia del producto
tensorial de medidas bornolégicas (que como sabemos, no existe en general,
ver por ejemplo [9], [14] y [16]).

Sean (X, B,), (Y, B,) y (Z, B3) tres espacios bornologicos con-
vexos separados (en lo referente a los espacios bornolégicos y sus propie-
dades nos remitimos a [18] y [19]) de los que Z se supondrd ademds com-
pleto y consideremos una aplicacién bilineal y acotada b de X x Y en Z
(en adelante denotaremos por xy a la imagen por esta aplicaciéon del par
(x,y) € X x Y). Denotaremos por £ una g-dlgebra de partes de un conjunto
Q ypor B: Z > Y unamedida bornologica. Siguiendo la notacion usual de
Grothendieck, para cada conjunto B € B; denotaremos por Xz (y andlo-
gamente en los restantes espacios) el subespacio de X generado por B con la
topologia definida por el funcional de Minkowski gg de B en Xp.

Diremos que f es una medida de semivariacién acotada si

I(SBI)={/$;SdB¢SESBI}€ Bs

para todo disco acotado B, € B,, siendo Sp, la familia de las funciones
simples B, -valoradas definidas en £ (las funciones simples y su integral se
definen de manera habitual, ver por ejemplo [23]). En adelante supondremos
que la medida 8 es de semivariacién acotada.

Para cada par de discos acotados B, € B; y B; € B3 con I(SBI)_C_
C B,, se define

IBlls, B, (4)=sup {gp, (-/s; sdp):s€Sp ,5 " Xa-4 =0}

paracada 4 €X.

Diremos que un conjunto 4 € T es f-nulo si ||fllp,p, (4) =0 para
cualesquiera que sean los discos acotados B; € B, y B; € B; talesque
I(Sg,) CBs.

Si para cada par de discos acotados B; € B, y B3 € B3 con B,
completante e I (Sp ) C B, existe una medida vg p. @ T ~> R, tal que
1BllpBs < VB, diremos que la medida g verifica la *-condicién. De manera

usual (ver [8]) se dice que la medida § verifica la **-condicion si se puede
encontrar una medida no negativa y finita definida en X tal que ||Blip,5, < ¥
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para cualesquiera que sean los discos acotados B; € B; y B3 € Bz tales
que I (Sg,) CB;.

Definiciéon 1.— Diremos que una funcion f. & = X es medible si existe
una sucesion (f,,) de funciones simples (X-valoradas) que converge en c.t.p.
en sentido de Mackey a la funcion f (e.d. existen un conjunto -nulo 4 €2
y un disco acotado B; € B; tales que (f, (¢)) convergea f(¢) en Xp,
paratodo t€Q — A).

De las propiedades usuales para funciones valoradas en espacios de Ba-
nach y medidas escalares, se deduce facilmente que si la medida 8 tiene la
**_propiedad, entonces si una funcién f es limite (en sentido de Mackey) de
una sucesion de funciones medibles, entonces f es medible.

Una funcion f: - X medible, se dice que es integrable si existen una
sucesion (f,,) de funciones simples X-valoradas, un conjunto -nulo NEZ y
un disco acotado B; € B; tales que la sucesidon (f, (¢)) converge a f(¢)
en Xp, paratodo t€Q — N y se verifica que

lim qB(/Af,, dg)=0 (1.1)

”3”3133 4)+0

uniformemente en n € IN, para todo disco acotado y completamente
B3 € B3 tal que I (Ss,) C B;. Una tal sucesion (f,,) se denominara suce-
sién aproximadora de f.

Evidentemente, si 8 tiene la *-condicién, entonces para cada funcion
integrable f'y cada conjunto A €% existe un vector

A

Jraez

que denominaremos integral de f en A respecto de 8, tal que es limite (en
sentido de Mackey) de la sucesion

'(_/j;fndﬁ)

cualesquiera que sea la sucesion aproximadora (f;,) de la funcidn f, ya que si
(f») es una sucesion aproximadora de la funcién f tal que existen un conjun-
to Bnulo NE€ X yundisco B; € B, talesque (f, (¢)) convergea f(¢)
en Xp, , para todo ¢ € Q — N, entonces para todo disco acotado y comple-
tante B3 € B3 que contienea [ (Sp,) se tiene que

C [ 5 a9
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es una sucesion de Cauchy enZp,,ya que para cada €> 0, del teorema de
Egorov se deduce la existencia de un conjunto CE€ X tal que

qB3 ( '/C:fn dﬁ)< €/3

para todo n €N y (f,) converge a f uniformemente sobre & — C en Xp,
y, por consiguiente, existe no € N talque (£/3) (, —fm ) Xa-c €85, V,
por tanto,

ass U G~ fw)dB1<<[3.

De la completitud del espacio Zp, , resulta la existencia de

lim‘/&;fnd{3=.[1fdﬁ.

(Para probar la existencia de

/de con AEZ
/A

basta aplicar como es sabido, el razonamiento anterior a la funcioén fX 4 .)

La independencia de la integral respecto a la sucesion aproximadora elegida,

resulta inmediatamente de las propiedades de la semivariacion de la medida.
En adelante supondremos que la medida 8 tiene la *-propiedad.

Proposiciéon 2.— Toda funcion medible f: Q > X talque f(R2) € By,
es integrable.

Demostracién.— Evidentemente, se pueden encontrar una sucesion de
funciones simples (f,,) y un disco acotado B; € B; tales que (f,,) converge

enctp.afenXg y

Uf, () Uf(Q)EB,,

de donde se sigue trivialmente el resultado, ya que si B3 € B3 esun disco
acotado y completante que contiene a (Sg, ), entonces

qB; ( /;fn dﬁ) < ”ﬁ”B1B3 (A)

paratodo 4 €X.
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Teorema 3.— (De la convergencia acotada.) Si la medida § tiene la
**.propiedad y (f,,) es una sucesiéon de funciones integrables que converge
en c.t.p. en sentido de Mackey, a una funcién f'y )

;an (Q)E B]a

entonces la funcién f es integrable y

h’nm [;fn dﬁ=lfdﬁ 3.1

para todo conjunto 4 € .

Demostracién.— Evidentemente, la funcion f es medibley f(Q2) € B,,
por consiguiente, de la proposicién 2 resulta que f es integrable. Ademads,
existen sendos discos acotados b, € B; y B; € B; talesque

Uf QQUF(Q)EBy, 1(Sg.p)EB;s

n
y B, es completante. Dado € > 0, existeun § > 0 talque ||{3||B1 +83 (O <
< ¢ paratodo CEY con v (C)< 8§, yexiste A €T talque v (Q —4)< 8
y la sucesion (f,,) converge a f en Xp uniformemente sobre 4 y, por tanto,

existe ny, € IN talque gp [f, (t) —f(1)] < € paratodo t €4 ytodo
n=ng y,portanto, se tiene que

ass U o -Dd01<as [ G-+ a5 [ [ G -Daf)<

<11l 45,55 (@ — A) + € [Bllg, 5,5, (A) <2

para todo n > n,. De donde resulta trivialmente (3.1).

DERIVACION DE MEDIDAS
Definicion 4.— Diremos que una medida bornologica a: ¥ - Z estd

B-controlada si existen una subdlgebra ¥’ € ¥ y unafamilia (f, ),y de
funciones g-integrables tales que se verifican:

41. o(=ZH=%.

1 Tanto en la proposicién 2 como en el teorema 3, basta obviamente con suponer que
fQ@-mMe Bl yUf@@-Me Bl, para algun conjunto g-nulo N €Z.
n
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42, fal2—A=0y a(A)=AfA dp paratodo 4 €2
43. U fa () € B;.
Aex

Si ademas la medida § tiene la **-condicion y se verifica la condicién
4.4 posterior, se dice que la medida p-controlada q, tiene un conjunto de pro-
medios localmente pequefio.

4.4. Existe un disco acotado B; € B, tal que para cada € >0 y
AEZ con v(4)>0, existe A'EZ" con 4'CA4 y v(4')>0 talque
(far—fc) () E eB; paratodo CEZ' con CEA'y v(C)>0.

Evidentemente, si a es una medida g-controlada, entonces

Iim [ (4)]=0
lllg, 5, ()0 123 )
A EZ

para cualesquiera que sean los discos acotados B, € B; y B3 € B, tales
que I(Sp,) S B3 (e.d.lamedida o es f-continua).

Teorema 5.— Supongamos que el espacio bornolégico X es completo y
que la medida B verifica la **-condicién. Si a: £ - Z es una medida borno-
logica, entonces son equivalentes:

5.1. Existe una derivada de Radon-Nikodym f: - X de ¢ con res-
pecto a B tal que f(§2 — N) € B, para algiin conjunto g-nulo N € X.

5.2. La medida a estd B-controlada y tiene un conjunto de promedios
localmente pequefio.

Demostracion.— Basta con probar que 5.2 implica 5.1, ya que la impli-
cacién en sentido contrario se verifica trivialmente. Supongamos por tanto
que a: £ > Z esuna medida bornologicaf-controlada y con un conjunto de
promedios localmente pequefio y, con las notaciones de la definiciéon 4, con-
sideremos X' €% vy (f4)4 e 5 tales que verifican 4.1, 4.2 y 4.3. Entonces,
existen sendos discos acotados B; € B, y B; € B; talesque

U c CB
U S @CBi, 1(55)CBs

y se verifica 4.4 para B;. Podemos contruir por induccién una sucesioén de
familias contables disjuntas A, = {A% },,epn & Z', tales que:

i) - U A" esun conjuntof-nulo, para todo n€ NN,
mEN .
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ii) para cualesquiera que sean m, n € IN existe p € IN tal que
Antl C gn
m o =Apy

i) (fyn, —fo) (&)< (1/n) B; para cualesquiera que sean m,n € N y
CEZ" con CC 4y, .

Evidentemente,

Q=0- U U 4,

nelN melN
es un conjunto f-nulo y

f@= h;lmfn ®)
existe para todo t €Q — £y, siendo
H= 2 t).
Jn (@) memfA;',, ()

Del teorema 3 resulta que la funcién f (tomaremos f | Qo = 0) asi definida
es B-integrable, veamos que es una derivada de Radon-Nikodym de « con res-
pecto a . En efecto,si A €X' entonces

4o U 8- a1 <as, [ G~ fyao1+

+ g3, [/A (fn—( mezm fanap ))dBl< (2/n) 1Bl p, s (S2)

para todo n € IN y, por consiguiente,

o (4) = /A £dp 5.1)

para todo A4 € X', de donde por 4.1 y verificar 8 la **-condicién, resulta
inmediatamente que (5.1) se verifica para todo A € y fes una derivada de
Radon-Nikodym de « con respecto a 8.

Definiciéon 6.— Se dice que un espacio bornolégico convexo separado y
completo Z tiene la propiedad de Radon-Nikodym (en adelante escribiremos
P.R.N.) (respecto a un sistema integral bilineal bornolégico (£2, Z, 8, X, Y))
si toda medida bornolégica a: T — Z f-controlada, tiene una derivada de
Radon-Nikodym respecto de §.

De manera habitual, si (£;);e; s una red no decreciente de sub-o-dlge-
brasde Ty f;: QX esuna funcién f-integrable para todo i €7, diremos
que (f;, Z,);e ©suna martingala si



42 MARIA E. BALLVE - P. JIMENEZ GUERRA

Z=0( U I;) y Aﬁdﬁ=lﬁdﬁ

ier

para todo i >j ytodo A € Z;. Diremos que una martingala (f;, Z;);e; es
acotada si

U fi(QE B;.
ierl

Se dice que una martingala acotada (f;, £;);e; ©sconvergente si existe
una funcién B-integrable f: Q > X talque f(Q)E B, vy

lim Aﬁdﬁ=lfdﬁ

A€ U 3,
iel

para todo

Teorema 7.— Un espacio bornolégico convexo, separado y completo Z
tiene la P.R.N. respecto a un sistema bilineal bornolégico (£2,X*,8,X,7Y, b)
con f verificando la **-condicién, si y s6lo si toda martingala (en Z) acotada
€s convergente.

Demostracién,— Basta proceder de manera standard (véase la correspon-
diente demostracién para espacios topoldgicos localmente convexos desarro-
llada en [21]).

REPRESENTACION DE OPERADORES

Sean ¥ una g-dlgebra de partes de un conjunto , (X, B,) v (Z, B3)
dos espacios bornoldgicos convexos separados, de los que Z se supondra ade-
mds completo y denotemos por Y el espacio de las aplicaciones lineales y
acotadas de X en Z, dotado de su bornologia natural y consideremos la eva-
luacién como aplicacion bilineal de X x Y en Z. Denotaremos por I =
= Q (2, X) el conjunto de las aplicaciones f: Q — X talesque f(Q) € B,
y f es limite puntual en sentido de Mackey de una sucesiéon de funciones
simples medibles, dotado de la {2 }-bornologia.

Definiciéon 8.— Diremos que un operador lineal y acotado F: Q@ = Z
tiene la *-condicion si verifica:

8.1. F ({fr€q:7r® ) CB,}) E B; para cualesquiera que sean los
djscos acotados B, € B, y B3z € B tales que B3 es completante y
¥ (Sp,) S Bs.
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8.2. Para cada par de discos acotados B; € By y Bs € Bj tales
que B; escompletantey F ({f€ Q:f(Q2)S.B;1})S Bs, existe una medida
no negativa y finita VBB, definida en 2, de forma que para cada € > 0

existe 6> 0 talque gp, [ f (NI<e paratoda f€ QA que se anule fuera

de un conjunto medible de VB, Ba-medida menor o igual que 8 y verifique que
fQEB,.

Proposicion 9.— Si B: 2~ Y esuna medida bornolégica de semivaria-
cién acotada que verifica la *-condicion, entonces el operador F: 3 = Z
tal que

5= /ﬂfdﬁ

para toda f€ 9, eslineal y acotado y verifica la *-condicion.

Demostraciéon.— De la proposicion 2 resulta que toda funcion f€ 9
es B-integrable y, por tanto, el operador ¥ estd bien definido y es evidente-
mente lineal. Ademds F es acotado por ser la medida 8 de semivariacién aco-
tada, veamos que verifica la *-condicion. En efecto,si By € By y Bs € B3
son dos discos tales que B3 es completantey F (SB1 ) CBs entonces, para

cada f€ I con f(2)C B; existe una sucesién aproximadora (f},) c Sp,
y, por tanto,

f(f)=/ﬂdeEZas

45, LF (1 =1im s, ([ 1y <1,

de donde resulta que F () EB; y que ¥ verifica 8.1.

Veamos que F verifica 8.2. Si By € B, y B3z € Bz son dos discos
tales que B es completante y  F ({f €A : () € B1}) € Bs entonces,
I(Ss,) C B3 vy existe una medida vp p,: = >R, talque |1Bllp,5,<vp, 5;

Por otra parte, dado € >0 existe § >0 talquesi A €T y vpp, (4) <3
entonces

as, [ 5 (N1 =qs, (‘/,4' FdB) <||Bllg,p, (A) <€

paratoda f€ I con f(Q)SEB: vy f1Q —A =0, con lo que queda pro-
bada la proposicidn.
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Teorema 10.— Si F: A — Z es un operador lineal y acotado que tiene
la *-condicién, entonces existe una medida bornolégica de semivariacién aco-
tada B: £ Y que tiene la *-condicién y que verifica que

so= [ ras (10.1)
paratoda f€ Q.
Demostracion.— Sea f: £ —> Y la funcién de conjunto definida por:

BA) )= Fxxa) (EZ)

para todo x € X. Evidentemente, 8 (4) es una aplicacion linealde X en Y,
que es acotada yaque si B; € B; entonces

B B)=TF ({xx4:xEBNC FHEA:F(QEBIYE Bs.
Veamos que B es una medida bornolégica. En efecto, si (4,),en ©s una

sucesion disjunta de elementos de ¥ y B; € B;, entonces {req.:
f(Q)EB,})=B3; € B; yparacada €>0 existe § >0 tal que

a5, [ F(DI<e
paratodo f€ A tal que
FE@SB y  fIQ-4=0
para algan 4 € £ con vp g, (4) < 8. Por tanto, existe no € IN tal que

vamy (U A2 <5

paratodo m=n, y

g, [B( VU A)— = BA)) X)) =gp, [Flxx U 4p]<ce
3 nelN n=1 =

n=Zm+1

para todo m = n, y todo x €B;. Ademis 8 es de semivariacion acotada,
ya que para cada disco acotado B, € B; se tiene que

I(SBI)g FfrEA: F QB E Bs,

y tiene la *-condicion ya que I (S ) =1(Sp,),  verifica82y

Fn= /Qfdﬁ
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para toda f€ SBl . Veamos que se verifica (9.1). Evidentemente, si f€ 9q

entonces f es B-integrable, segiin resulta de la proposiciéon 2 y existen dos
discos acotados B; € B; y Bs € B3 y unasucesién aproximadora (fy)
de f, tales que B3 es completante,

néJlen @)U EB,, Frea: f(QSBHEB;
y
/S;fdﬁ‘—‘ll;lm/ﬂfn dap (en Z,)
=lim F (f).

Ademis, de 8.2 y del teorema de Egorov resulta que dado € > 0 existe
A €2 tal que (f,) converge a f uniformemente sobre 4 en Xp, ¥

qs, [ ¥ ()1 < ¢/3 paratodo g€ tal que g(@Q)CB, yglA=0. Por
tanto, F(f, | 4) convergea F (flA) en Zp, yexiste np €N tal que

as, [F (0= F G1<as, [F (Xa)— F X)) +
+ 4B, [ F (Xa-a)l+ 4B, [ F (FnXa-a)lSc€
para todo n = ny, de donde resulta que

FO=lim £ (f) (enZs)

y se verifica (9.1).

MEDIDA PRODUCTO

Continuando con las notaciones anteriores, consideremos ademds
otra o-dlgebra A de partes de un conjunto £2' y otra medida bornolégica
a A->X.

Teorema 11.— Si « (A) € B, y la medida B verifica la **-condicion,
entonces existe la medida producto a® f: A ® Z > Z y se verifica

<X<595(U)=/ﬂ « (U dp (IL1)

para todo U€ A ® X (siendo, como es habitual, U? la ¢-seccién de U para
todo t € Q).

Demostracién.— Evidentemente (11.1) tiene sentido ya que si para cada
Ue A® X denotamos por fi; la funcién de 2 en X tal que fy; (1) =« (U?)
y denotamospor A ={UE A ® X: fy esp-integrable}, entonces para cada
AxB€EAxZ setiene que
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f;eixB =« (A)XB

y Ax X C4 ydelteorema 3 resulta inmediatamente que A® = ya
que fy (Q). Ca(Z)€ B;. Porotraparte, si (U,),ew CA® T esuna
sucesion disjunta entonces (U%),, ey © A también lo es para todo t €K y

H=a( Z UH=
fné)INU,,() (nE]N )

m

=lima % Uf =limf,, )

m n=1 m U uy,
n=1

y del teorema 3 resulta (ya que

-
CéJmU” (ﬂ)Um}EJ]N fﬁ ., Q) =a(2)
n=1

que

«®B( U U= [ 1y, dbB=

n€IN

=11’m/ fm  d8=lim T a®f(l,),
o U Un m n=1
n=1

con lo que queda probado el teorema, ya que obviamente
a®p(Ax By=a(4)B (B)

paratodo A x BEAX X.
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