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Abstract 

An integration theory is developed for functions valued in convex bornological spaces with 
respect to bornological vector measures, proving Radon-Nikodym*s type theorems and obtaining as 
applications some theorems about the representation of bounded linear operators and the existence 
of the tensor product of bornological measures. 

Dentro del proceso de extensión de la teoría de integración de funcio­
nes vectoriales con respecto a medidas (vectoriales) valoradas en espacios de 
operadores, iniciado a partir de la aparición del conocido trabajo de R. G. 
Bartle [8] (1956), R. Rao-Chibukula y S. A. Sastry introducen en su trabajo 
[23] de 1983 una teoría de integración tipo Bartle en la que todos los espa­
cios que aparecen son ya localmente convexos (una integración totalmente 
análoga se encuentra también en [26]), apareciendo posteriormente otros 
trabajos (ver [1], [2], [3], [12], [15], [16], [17], [21] entre otros) en los que 
se hace un desarrollo de esta teoría estudiándose problemas de derivación 
(de Radon-Nikodym), representación de operadores, existencia del producto 
tensorial de medidas y teoremas de Fubini, espacios L^ y otros. 

Hay que resaltar el hecho de que esta teoría de integración tiene un 
marcado carácter bornológico, lo que junto a los resultados obtenidos al es­
tudiar la dualidad de los espacios LP (para integrales como la desarrollada en 
[24], ver [5] y [7]), ha ido haciendo cada vez más patente la necesidad y 
utilidad de hacer un desarrollo de la misma dentro del marco de los espacios 
bornológicos. Por otra parte, en [10] se desarrolla una teoría de la medida e 
integración bornológica (respecto a medidas escalares), para la que en [11] 
se da un teorema de Radon-Nikodym y en [5] y [6] se estudian los corres­
pondientes espacios L^. 

En la primera parte de este trabajo, se desarrolla una teoría de integra­
ción de funciones vectoriales respecto a medidas, también vectoriales, en el 
contexto de los espacios bornológicos convexos. Esta integral engloba (pre­
sentando diversas ventajas) a la desarrollada en [23], que se obtiene a partir 
de ésta, utilizando las correspondientes homologías de von Newmann. En el 
caso particular de que la medida respecto a la que se integra sea una medida 
positiva, las funciones integrables que aquí aparecen, coinciden con las fun­
ciones bornológicas Bochner-integrables definidas en [10]. Por otra parte, la 
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noción de controlación de medidas utilizada aquí (y que extiende a la dada 
en [25]) ha permitido caracterizar (como es habitual en espacios topológi-
cos) mediante convergencia de martingalas, los espacios bornológicos con­
vexos que tienen la propiedad de Radon-Nikodym y dar un teorema de 
Radon-Nikodym sin utilizar la "controlación de medidas" (técnica empleada 
en [22], [1], [2] y [21]), mediante una técnica basada en el "conjunto de 
promedios" de una medida, que recuerda a las técnicas (de Rieffel) clásicas 
para espacios de Banach (y la integral de Bochner). 

Como aplicaciones, se obtienen un teorema de representación de ciertos 
operadores lineales acotados y un teorema sobre la existencia del producto 
tensorial de medidas bornológicas (que como sabemos, no existe en general, 
ver por ejemplo [9], [14] y [16]). 

Sean (Z, Bj), (Y, B2) y (Z, B3) tres espacios bornológicos con­
vexos separados (en lo referente a los espacios bornológicos y sus propie­
dades nos remitimos a [18] y [19]) de los que Z se supondrá además com­
pleto y considefem'os una apUcación bilineal y acotada ft de X x Y en Z 
(en adelante denotaremos por xy a la imagen por esta aplicación del par 
(x, y) E X X Y). Denotaremos por S una a-álgebra de partes de un conjunto 
Í2 y por j3: 2 -^ F una medida bornológica. Siguiendo la notación usual de 
Grothendieck, para cada conjunto B E Bi denotaremos porX^ (y análo­
gamente en los restantes espacios) el subespacio de X generado por B con la 
topología definida por el funcional de Minkowski QB de B tnXs^ 

Diremos que p es una medida de semivariación acotada si 

I(SB,)={J^ sdP:seSB,}e B3 

para todo disco acotado B^ E B i , siendo 5*̂ ^ la familia de las funciones 
simples B^ -valoradas definidas en Í2 (las funciones simples y su integral se 
definen de manera habitual, ver por ejemplo [23]), En adelante supondremos 
que la medida jS es de semivariación acotada. 

Para cada par de discos acotados 5^ E Bj y B^ E B3 con / {SB^ ) — 
^ 5o, se define 

i \W\\B,B^ iA) = sup{qB, ij^ sd^):sESB,,S'Xn-A = 0 } 

para cada A EX. 
Diremos que un conjunto yl G 2 es ^nulo si W^WB^BS *̂ ^̂  ~ ^ P^^^ 

cualesquiera que sean los discos acotados Bi E Bi y ^3 G B3 tales que 
IÍSB,)CBS. 

Si para cada par de discos acotados Bi E IBi y B^ E B3 con B^ 
completante e / (SB^ ) Q B3, existe una medida PBIB3 • 2 -> IR̂ . tal que 
II|3|IBIB3 < ^BtBs í diremos que la medida ^ verifica la ^-condición. De manera 
usual (ver [8]) se dice que la medida j3 verifica la **'Condición si se puede 
encontrar una medida no negativa y finita definida en 2 tal que lljSlÎ ĵ g < v 
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para cualesquiera que sean los discos acotados JSi E ]Bi y B^ ^ J83 tales 
que 7 ( 5 ^ ^ ) ^ 5 3 . 

Definición i.— Diremos que una función / . Í2 -> X es medible si existe 
una sucesión (/„) de funciones simples (X-valoradas) que converge en c.t.p. 
en sentido de Mackey a la función / (e .d . existen un conjunto jS-nulo ^ E S 
y un disco acotado 5i G j6i tales que (/„ (í)) convergea f {t) en XQ^ 
para todo t^Çl—A). 

De las propiedades usuales para funciones valoradas en espacios de Ba-
nach y medidas escalares, se deduce fácilmente que si la medida ^ tiene la 
**-propiedad, entonces si una función / es límite (en sentido de Mackey) de 
una sucesión de funciones medibles, entonces/es medible. 

Una función / : Í2 -> X medible, se dice que es integrable si existen una 
sucesión (f̂  ) de funciones simples X-valoradas, un conjunto jS-nulo NE:X y 
un disco acotado Bi ^ jBi tales que la sucesión (fn (t)) converge a f(t) 
en XBI para todo r E Í2 - iV y se verifica que 

„ „ lím q^i f fnd^) = 0 (1.1) 

uniformemente en « E IN, para todo disco acotado y completamente 
^3 E ]63 talque I (SB^)~B3. Una tal sucesión (f„ ) se denominará 5wce-
sión aproximadora de / . 

Evidentemente, si j3 tiene la ^-condición, entonces para cada función 
integrable/y cada conjunto ^ E Z existe un vector 

L fd^ez, 
A 

que denominaremos integral do f en A respecto de j8, tal que es límite (en 
sentido de Mackey) de la sucesión 

( / fn # ) 
>/A 

cualesquiera que sea la sucesión aproximadora (^ ) de la función / , ya que si 
(fn) ts una sucesión aproximadora de la función/tal que existen un conjun­
to j3-nulo A/̂  E 2 y un disco Bi E )5i tales que (fn (0) convergea f(t) 
tn XB^, para todo t ^ íl — N, entonces para todo disco acotado y comple­
tante B3 E Bs que contiene a I(SBI) se tiene que 

fj-( / /. ¿ffl 
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es una sucesión de Cauchy enZ^g, ya que para cada e > 0, del teorema de 
Egorov se deduce la existencia de un conjunto C E S tal que 

?B3 i £fndp)<e/3 

para todo w G IN y (/„ ) converge a/uniformemente sobre Í2 — C en X^^ 
y, por consiguiente, existe WQ G IN tal que (e/3) (/„ -fm)Xa-c ^ ^ B J Y, 
por tanto, 

QBS [ / (fn - / m ) ^ i 8 ] < e / 3 . 
Jn-c 

De la completitud del espacio Z^^, resulta la existencia de 

lím / f^dp= f fd&, 

(Para probar la existencia de 

f fdp con A ex 
JA 

basta aplicar como es sabido, el razonamiento anterior a la función /x^ .) 
La independencia de la integral respecto a la sucesión aproximadora elegida, 
resulta inmediatamente de las propiedades de la semivariación de la medida. 

En adelante supondremos que la medida jS tiene la *-propiedad. 

Proposición 2.— Toda función medible / : Í2 ->Z tal que f{^) E jBi, 
es integrable. 

Demostración.— Evidentemente, se pueden encontrar una sucesión de 
funciones simples (/„) y un disco acotado Bi E jBi tales que (f„) converge 
en c.t.p. a / e n Z ^ j y 

U/„(S2)U/(í2)C5i, 

de donde se sigue trivialmente el resultado, ya que si £3 E )63 es un disco 
acotado y completante que contiene a 1(5^^), entonces 

qBsi f fndP)<m\B,B3(A) 
vA 

^diïdi todo yl E 2 . 



INTEGRACIÓN BILINEAL BORNOLOGICA 39 

Teorema 3,— (De la convergencia acotada.) Si la medida j3 tiene la 
**-propiedad y (/„) es una sucesión de funciones integrables que converge 
en c.t.p. en sentido de Mackey, a una función/y 

U/ „ ( Í2 )E ]Bi, 
n 

entonces la función/es integrable y 

lím f f„dp= f fdp (3.1) 
n JA JA 

para todo conjunto A E.X} 

Demostración.— Evidentemente, la función/es medible y / ( Í2) E jBj, 
por consiguiente, de la proposición 2 resulta que / es integrable. Además, 
existen sendos discos acotados èj E JBi y ^3 E J63 tales que 

U / „ ( í 2 ) U / ( í 2 ) C 5 i , / ( 5 . ^ . )Ç53 
n 1 1 

y B^ es completante. Dado e > 0 , existe un 5 > 0 talque W\\B.^B\B^ 
< e para todo CGi:^ con j ; (C)< S, y existe ^ E S tal que v{íl-A)^b 
y la sucesión (f„) converge a / en X^^ uniformemente sobre A y, por tanto, 
existe «o ^ IÑ talque q^^ [/„ {t)—f{t)]< z para todo t GA y todo 
n> HQ y, por tanto, se tiene que 

qBsif (fn~f)dp]<qB,[ f (fn~f)dp] + qB,[ f ifn-f)m< 
^ J ÏI ^ Ja-A "̂  JA 

^ II^IÍBI +B1B3 (Í2 - ^ ) + e WWB^ +B1B3 
( ^ ) < 2 e 

para todo n> HQ. De donde resulta trivialmente (3.1). 

DERIVACIÓN DE MEDIDAS 

Definición 4,-^ Diremos que una medida bornológica a: 2 ^ Z está 
^-controlada si existen una subálgebra Z' ^ 2 y una familia (/^ )^G2: ' de 
funciones j3-integrables tales que se verifican: 

4.1. a ( 2 ' ) = 2 . 

1 Tanto en la proposición 2 como en el teorema 3, basta obviamente con suponer que 
/(Í2 - iV) e JBi y U/„ (a - TV) G )5i, para algún conjunto /3-nulo iV G 2. 
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4.2. ÍA | í 2 - ^ = 0 y aiA)=JfAdp para todo ^ G 2 ' . 

4.3. U fA (Í2)G Bi. 

Si además la medida j3 tiene la **-condición y se verifica la condición 
4.4 posterior, se dice que la medida j3-controlada OL, tiene un conjunto de pro­
medios localmente pequeño. 

4.4. Existe un disco acotado Bi E JBi tal que para cada e > 0 y 
AEX' con P(A)>0, existe . 4 ' G 2 ' con ^ ' C ^ y p ( ^ ' ) > 0 tal que 
(fA'-fc)(^)^ eBi para todo C EX' con C^A' y P(C)>0. 

Evidentemente, si a es una medida j3-controlada, entonces 

„„ lím qs, [aiA)] = 0 

A e s 

para cualesquiera que sean los discos acotados B^ E Bi y B^ E IB^ tales 
que / (5"̂ ^ ) ^ Bs (e.d. la medida a es j3-continua). 

Teorema 5.— Supongamos que el espacio bornológico X es completo y 
que la medida j8 verifica la **-condición. Si a: 2 ->Z es una medida borno-
lógica, entonces son equivalentes: 

5.1. Existe una derivada de Radon-Nikodym / : Í2 -> JST de a con res­
pecto a j3 tal que /(SI - N)E jSj para algún conjunto j3-nulo N El^. 

5.2. La medida a está j3-controlada y tiene un conjunto de promedios 
localmente pequeño. 

Demostración,— Basta con probar que 5.2 implica 5.1, ya que la impli­
cación en sentido contrario se verifica trivialmente. Supongamos por tanto 
que oc.Çl^ Z es una medida bornológicai3-controlada y con un conjunto de 
promedios localmente pequeño y, con las notaciones de la definición 4, con­
sideremos 2 ' ^ 2 y (fA^A^E' ^^^^^^"^ verifican 4.1, 4.2 y 4.3. Entonces, 
existen sendos discos acotados Bi E IBi y B3 E JB3 tales que 

y se verifica 4.4 para Bi .Podemos contruir por inducción una sucesión de 
familias contables disjuntas 3„ = {A^ }weiN — 2 ' , tales que: 

i) Í2 - U A^ es un conjunto i3-nulo, para todo nEfi, 
mGlN 
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ii) para cualesquiera que sean m, n E fi existe p G IN tal que 
A"„;' QA", y 

iii) (f^n — fe ) (P-) ̂  O/n) Bi para cualesquiera que sean m, « G IN y 
C G 2 ' con C^AZ, . 

Evidentemente, 

fio = í í - U , U A'i, 
neIN melN 

es un conjunto |3-nulo y 

/ ( 0 = l í m / „ (O 

existe para todo í E Í2 — í2o, siendo 

fn ( 0 = 2 /4g, (O. 
melN 

Del teorema 3 resulta que la función / (tomaremos / 1 í2o = 0) así definida 
es j3-integrable, veamos que es una derivada de Radon-Nikodym de (x con res­
pecto aj3. En efecto, si A EX' entonces 

V A V A 

+ qBA f ^n-(. 2 fj, c^A^ )) d^] < (2/n) m^^B^ (íí) 
•^A TMG IN 

para todo wElN y, por consiguiente, 

oi{A)= f^ fd& (5.1) 

para todo A ET,', de donde por 4.1 y verificar i3 la **-condición, resulta 
inmediatamente que (5.1) se verifica para todo AEl^ y / e s una derivada de 
Radon-Nikodym de a con respecto a j3. 

Definición 6.— Se dice que un espacio bornológico convexo separado y 
completo Z tiene la propiedad de Radon-Nikodym (en adelante escribiremos 
P.R.N.) (respecto a un sistema integral bilineal bornológico (Í2, S, i3, X, Y)) 
si toda medida bornológica a: 2 -> Z jS-controlada, tiene una derivada de 
Radon-Nikodym respecto de i3. 

De manera habitual, si (SiO/e/ ^s una red no decreciente de sub-a-álge-
bras de 2 y //: Í2 -»Z es una función j3-integrable para todo / El, diremos 
que {fi,T,i)i^j os una martingala si 
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2 = a ( U Z , ) y / ftdp= f fj 
i^I J A ^A 

dP 

para todo / > / y todo A E S/. Diremos que una martingala (fi, lli)i^i es 
acotada si 

U /;-(i2)G jBi. 
/ e / 

Se dice que una martingala acotada (fi, XÍ)ÍGÍ OS convergente si existe 
una función jS-integrable f: ü.-^ X tal que / (Í2) E ]61 y 

lim f fid^= f fdP 
i JA *^A 

para todo 

Ae U Xi, 

Teorema 7.— Un espacio bornológico convexo, separado y completo Z 
tiene la P.R.N. respecto a un sistema bilineal bornológico (Í2, X,&,X, Y, b) 
con i3 verificando la **-condición, si y sólo si toda martingala (en Z) acotada 
es convergente. 

Demostración,— Basta proceder de manera standard (véase la correspon­
diente demostración para espacios topológicos localmente convexos desarro­
llada en [21]). 

REPRESENTACIÓN DE OPERADORES 

Sean 2 una a-álgebra de partes de un conjunto Í2, (X, Bj ) y (Z, 63) 
dos espacios bornológicos convexos separados, de los que Z se supondrá ade­
más completo y denotemos por Y el espacio de las aplicaciones lineales y 
acotadas de X en Z, dotado de su bornología natural y consideremos la eva­
luación como aplicación bilineal de X x F en Z. Denotaremos por 3 = 
= 3 (Í2, X) el conjunto de las aplicaciones f. Q.-^X tales que /(Í2) E Bi 
y / es límite puntual en sentido de Mackey de una sucesión de funciones 
simples medibles, dotado de la {ííl-bornología. 

Definición 8.— Diremos que un operador lineal y acotado J": 3 "^Z 
tiene la ^-condición si verifica: 

8.1. / ( { / ^ 3 : / (í2) ^ 5 i }) ^ B3 para cualesquiera que sean los 
discos acotados Bi E Bi y B^ E B3 tales que B3 es completante y 
f (Ss,)^B3, 
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8.2. Para cada par de discos acotados 5i E Bi y B3 ^ ^3 tales 
que Bs es completante y t ({/E 3 : / ( Í2 )^5 i} ) Ç ^3 , existe una medida 
no negativa y finita PBIB^ ? definida en S, de forma que para cada £ > O 

existe S > O tal que qs^ [ f (/)] < ^ para toda / E 3 que se anule fuera 

de un conjunto medible de Ï^^^ -medida menor o igual que S y verifique que 

Proposición 9.— Si jS: 2 -> F es una medida bornológica de semivaria-
ción acotada que verifica la *-condición, entonces el operador í : 3 -^ Z 
tal que 

f(0= f fdP 

para toda / E 3 , es lineal y acotado y verifica la *-condición. 

Demostración.— De la proposición 2 resulta que toda función / E 3 
es jS-integrable y, por tanto, el operador í está bien definido y es evidente­
mente lineal. Además í es acotado por ser la medida ^ de semivariación aco­
tada, veamos que verifica la ^-condición. En efecto, si 5i E JSi y ^3 E g 3 
son dos discos tales que Bz es completante y f (SB^)^BZ entonces, para 

cada / € 3 c o n / ( í 2 ) ^ 5 i existe una sucesión aproximadora (Sn)^SB^ 
y, por tanto, 

eZB3 
Ja 

(IB. [ f (n] = límcB3( í fnd&)<\. 

de donde resulta que f (fj^Bs y que f verifica 8.1. 
Veamos que / verifica 8.2. Si Bx ^ Bi y B3 ^ B3 son dos discos 

tales que B3 es completante y í ( { / E 3 : / (Í2) ^ 5i }) ^ £3 entonces, 
/ (5'BJ ) ^ B3 y existe una medida 1̂ 5̂ 53: 2 -^ IR+ tal que \\^\\BIBS<PBIB3' 

Por otra parte, dado e > O existe S > O tal que si A EX y VBIBS (A)<:8 

entonces 

«B3 [f(f)]=qB,if^ fdp)<m\B,B3 ( ^ ) ^ ^ 

para toda / E 3 con / ( í 2 ) C 5 i y / | í 2 - ^ = 0 , con lo que queda pro­
bada la proposición. 
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Teorema 70.— Si / : 9 -> Z es un operador lineal y acotado que tiene 
la *-condición, entonces existe una medida bornológica de semivariación aco­
tada j3: S -> y que tiene la *-condición y que verifica que 

f(f)=í fdÇ^ (10.1) 

para toda / E S . 

Demostración,— Sea jS: 2 -^ F la función de conjunto definida por: 

^ ( ^ ) ( x ) = f ( x x ^ ) ( G Z ) 

para todo x EX, Evidentemente, ^ {A) es una aplicación lineal deX en Y, 
que es acotada ya que si BiE ]Si entonces 

i 3 ( ^ ) ( 5 i ) = f ( { x x ^ : x G 5 i } ) Ç f ({ /E 3 : / ( í 2 ) C 5 i }) G Ba. 

Veamos que jS es una medida bornológica. En efecto, si (^„)„eiN ^̂  ^^^ 
sucesión disjunta de elementos de S y JSi E )5i, entonces ({ /G 31 : 
/ ( í 2 ) C 5 i } ) = JB3 G 163 y para cada e > 0 existe S > 0 talque 

?B3 [ f (01 < e 

para todo / G 9 talque 

fm^Bi y f\a-A=0 

para algún A E X con Î ^^D (^) < 5. Por tanto, existe no EJti tal que 

para todo m>no y 

m 
qBAiPi U Ar^)- X HAn))ix)] = qs^[f(xx U ^ „ ) ] < e 

para todo m> n^ y todo x EBi. Además ^ es de semivariación acotada, 
ya que para cada disco acotado 5 i G Bi se tiene que 

I{SB,)^í{{f^'a'.f{a)^Bi])E )S3, 

y tiene la ^-condición ya que f (SB^ ) =I(SB^ ) , verifica 8.2 y 

•/o 
fdP 
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para toda / G SB^ . Veamos que se verifica (9.1). Evidentemente, si / G 3 

entonces / es ]8-integrable, según resulta de la proposición 2 y existen dos 
discos acotados JBI E )3i y B^ ^ 'B3 y una sucesión aproximadora (fn) 
de / , tales que B^ es completante, 

U fr^(n)UfmÇB^, fi{fegi:na)ÇB,})ÇBs 
«GIN 

/ fdp=lím I fnd^ (enZB3) 

= lím f (/•„). 
n 

Además, de 8.2 y del teorema de Egorov resulta que dado e > O existe 
^ G 2 tal que (/„ ) converge a / uniformemente sobre A en XB^ y 

9^3 [ f fe)] < e/3 para todo g G 3 tal que g (Í2) ^ 5i y g U = 0. Por 

tanto, í'ifn \ A) convergea í {f\A) en ZB^ y existe no ^ IN talque 

?B3 [í if)- f (fn)]<qB, [f (/KA)- f (fnXA)] + 

+ ÍB3 [ f (fXa^A )] + ?B3 [ f (/«Xn-.l )] < £ 

para todo n> HQ, de donde resulta que 

f (/) = lím f (/„) (enZB3) 

y se verifica (9.1). 

MEDIDA PRODUCTO 

Continuando con las notaciones anteriores, consideremos además 
otra a-álgebra A de partes de un conjunto Í2' y otra medida bornológica 
œA-^X, 

Teorema 11.-^ Si a (A) G Bi y la medida jS verifica la **-condición, 
entonces existe la medida producto a<S>i3:A(8)2~>Zyse verifica 

a ®i3(f/)= / aiU')dp ( I L l ) 

para todo Í7 G A ® 2 (siendo, como es habitual, W la /^-sección de í/para 
todo ÍGÍ2). 

Demostración.— Evidentemente (11.1) tiene sentido ya que si para cada 
Í7 G A ® 2 denotamos por / ^ la función de Í2 en X tal que fjj (t) = a (U^) 
y denotamos por 9i = {U EA® X: fu es j(3-integrable}, entonces para cada 
A xB GAXX se tiene que 
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ÎAXB =OÍ{A)XB 

y A X 2 Ç 91 y del teorema 3 resulta inmediatamente que A ® 2 = 91 ya 
que fu (Í2) Ç a (2) G ]6i. Por otra parte, si {Un)n^m £ A ® 2 es una 
sucesión disjunta entonces (í7Í,)„eiN ^ ^ también lo es para todo íGÍ2 y 

f U Un it) = OL{ 2 U^) = 

m = \imoL 2 Ui = l í m / ^ {t) 
m n=x ^ KjUn 

n = l 

y del teorema 3 resulta (ya que 

que 

n = l 

= l í m / / ^ rf^ = lím S a®|3(f /„) , 
m J Ct \]TT m n = i 

n = l 

con lo que queda probado el teorema, ya que obviamente 

para todo ^ x 5 E A x 2 . 
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