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Abstract 

The thesis of Theorem 2 given by M. Valdivia in [16] is used by W. Ruess in [12] for defining 
spaces having property (£), whose study we continue here giving new examples and counterexamples 
which distinguish them from other classes which enjoy weak barreUedness conditions. 

Resumen 

La tesis del Teorema 2 dado por M. Valdivia en [16] es utilizada por W. Ruess en [12] para 
definir los espacios con la propiedad (X), cuyo estudio continuamos aquí dando nuevos ejemplos y 
contraejemplos que los separan de otras clases que gozan de propiedades débiles de tonelación. 

En lo sucesivo, la palabra "espacio" significará "espacio localmente con
vexo de Hausdorff sobre el cuerpo ^ de los reales o de los complejos". Dado 
un espacio E denotaremos por a {E\ E), (X (E', E), ju iE\E), piE\E)) 
la topología débil (la topología de la convergencia uniforme sobre los sub
co njuntos precompactos de E, la topología de Mackey, la topología fuerte) 
sobre el dual topológico E' dQ E. Si A es un subconjunto de un espacio E, 
(A) denotará su envoltura lineal y si 5 es un subconjunto absolutamente 
convexo y acotado de E, denotaremos por Es al espacio (B) dotado de la 
topología normable generada por el calibrador de 5 . 81^4 es un subconjunto 
de un espacio E (T), denotaremos por A (r) al subconjunto ^ provisto con 
la topología inducida T/A. La suma directa de una familia numerable de 
rectas se representará por 0, y su producto por co. 

1. INTRODUCCIÓN 

En [2] I. Amemiya y Y. Komura prueban que dada una sucesión cre
ciente {An, w = 1, 2,...} de subconjuntos absolutamente convexos y cerra
dos de un espacio metrizable y tonelado E, cuya unión sea E, existe u n ^ ^ 
que es entorno del origen en E. En [14] S. Saxon llama espacios Baire-like a 
los espacios que verifican esta propiedad de fuerte tonelación. 

En el Theorem 2 de [16] M. Valdivia prueba que si {An, n = l,2, ...} 
es una sucesión creciente de subconjuntos absolutamente convexos de un 
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espacio tonelado E, cuya unión sea E, entonces un subconjunto absoluta
mente convexo U que corte a cada An en un entorno del origen en la topolo
gía inducida sobre An , es un entorno del origen en E. Esta propiedad expresa 
que E es el límite inductivo generalizado de la sucesión de pares (<An),^«), 
donde iAn) se supone provisto de la topología inducida por £'. En [12] 
W. Ruess llama espacios con la propiedad {L) a los espacios ¡ocalmente con
vexos que verifican la tesis del teorema anterior del Profesor Valdivia. En 
[ lOJ y [11] W. Ruess estudia la relación entre la propiedad {L) y otras condi
ciones débiles de tonelación dadas por M. de Wilde y C. Houet en [3], 
M. Levin y S. Saxon en [7], M. Valdivia en [18] y J. H. Webb en [20]. Luego, 
en [13], W. Ruess muestra que los espacios de funciones continuas provistos 
con topologías estrictas son espacios de tipo (¿) que no son co-quasito-
nelados. 

Con posterioridad a los trabajos de W. Ruess mencionados arriba han 
aparecido nuevas clases de espacios definidos por condiciones débiles de 
tonelación (ver [4], [8], Chap. 8, y [4], Chap. 1), lo que nos ha permitido 
demostrar en este artículo nuevas propiedades de los espacios de tipo {L) y 
estudiar su relación con otras condiciones débiles de tonelación, cuya defini
ción recordamos a continuación. 

Un espacio E es tonelado si los acotados de E' (o (E', E)) son equicon-
tinuos. Un espacio E es Xo-tonelado, [5], si cada subconjunto acotado de 
E' (O (E' E)) que es la unión de una cantidad numerable de subconjuntos 
equicontinuos es equicontinuo. Un espacio E es co-(quasi)tonelado, [3] y 
[7], si los acotados numerables de E {o {E\ E)) (de E'0iE',E))) son 
equicontinuos. Un espacio E es CQ-tonelado, [20], si las sucesiones nulas de 
E' (O (E', E)) son equicontinuas. Un espacio E es C-tonelado, [8], 8.2.6, si 
cada sucesión de subconjuntos equicontinuos de E' que converge a cero en 
E' (o {E\ E)) es equicontinua. Un espacio E tiene la propiedad (C), [7], si 
cada acotado numerable de E' {o (E\ E)) tiene un punto adhérente. Un 
espacio E tiene la propiedad (5), [7], si E' {o (E\ E)) es sucesionalmente 
completo. Un espacio E es dual localmente completo, [18], si E' (a (E',E)) 
es localmente completo. Un espacio E es débilmente tonelado, [4], si dada 
una sucesión creciente {En, n = \,2, ...} de subespacios de E que cubre 
E, E es el límite inductivo de los £*„, n = 1, 2, . . . Finalmente, un espacio E 
tiene la propiedad (L) si dada una sucesión {An, n = I, 2 ...} de subcon
juntos absolutamente convexos cuya unión sea E y que verifique que 2An 
está contenido en ^„ + i para cada n EN, £" es el límite inductivo generaliza
do de la sucesión de pares i(An\ An), n = 1, 2, ... Esta definición es equiva
lente a la dada por W. Ruess en [11]. Por comodidad, llamaremos "conve
xas" a las sucesiones de subconjuntos absolutamente convexos que verifican 
la propiedad anterior y diremos que E es el límite inductivo de la sucesión 
{An, n = 1, 2, . . .}. Por otro lado, en virtud de [8], 8.1.13, es suficiente con
siderar en la definición anterior sucesiones convexas formadas por conjuntos 
cerrados. 

Es fácil comprobar las relaciones siguientes (no obstante, ver [8], 8.2.7, 
para la tercera implicación de la primera línea y [10], 2.4(2), para la segunda 
impUcación de la tercera línea) 
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tonelado =̂  Xo-to^^^lado =>C-tonelado => propiedad (L) =» 
=> débilmente tonelado 

Xo-tonelado =̂  6;-tonelado => propiedad ( Q => propiedad (S) => 
=>dual loc. completo 

co-tonelado =»Co-tonelado =^dual loc. completo y C-tonelado =̂  
=^Co-tonelado 

Y en la categoría de los espacios de Mackey, por [8], 8.1.29 y 8.1.23(c) 

Co-tonelado ^propiedad (L) o dual loc. completo 

2. PROPIEDADES 

Si E es un espacio quasitonelado que tiene la propiedad (L) y T es un 
tonel, se tiene quQE es el limite inductivo de la sucesión {2^T, n = 1,2, . . .} , 
luego por [19], 1.9.3(5), T es bornivoro, por lo que es un entorno del origen. 
Así obtenemos el siguiente resultado, que será un caso particular de la Propo
sición 1 : Cada espacio metrizable con la propiedad (L) es tonelado. En [4] se 
prueba que en cada espacio de Fréchet no normable existen subespacios den
sos débilmente tonelados que no son tonelados; estos subespacios, por la pro
piedad anterior, no tienen la propiedad (L). 

También se pueden construir espacios débilmente tonelados que no 
tienen la propiedad (£) como sigue. Si E es un subespacio denso y tonelado 
de /^, entonces 1°^ (M (/°°, E)) es débilmente tonelado, pues dada una suce
sión creciente de subespacios cerrados que lo recubra, uno de ellos coincide 
con Ẑ ,̂ y no tiene la propiedad (L) pues si B es la bola unidad de l°° se tiene 
que, al ser E tonelado y no completo, existe una forma lineal u definida en 
l°° que es continua en B con la topología inducida por a (l°°,E) y no es con
tinua en 1°° (¡I (Z*̂ , J?)), por lo que este espacio no es el límite inductivo de la 
sucesión {2"5, n = 1 , 2 , . . .}. /°° (ju (l'^,E)) no es metrizable ya que su dual 
fuerte no es completo. Por otro lado, en virtud de [6], 21.7(1), cada espacio 
de Banach de dimensión infinita provisto con la topología débil es un espacio 
débilmente tonelado que no tiene la propiedad (L). 

El dual fuerte de un espacio de Fréchet distinguido es un espacio 
Xo -tonelado y, a fortiori, de tipo (L), que no es tonelado. 

El lema que damos a continuación es una consecuencia del Theorem 
2.4. de [11] y también puede encontrarse en [1 ], 16(5), en el contexto de los 
espacios vectoriales topológicos. Para facilitar la lectura de este trabajo, 
incluimos una prueba concisa del mismo en el caso localmente convexo. 

Lema i.— Si un espacio E tiene un subespacio denso F que es el límite 
inductivo de una sucesión convexa iAn, n = \, 2, . . .}, entonces 
E = U {An, ^ = 1,2,...}. 
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Demostración.— Si xGE — ^ {An , /? = 1, 2, . . .} , podemos determinar 
una sucesión decreciente {Un, n = I, 2, ...} de entornos del origen en E 
absolutamente convexos tales que 

(x + Un)^ An-ri -<!> para n = l , 2 , . . . 

Entonces 

U:=r[U{i2-'Un)nAn, ^ = 1,2,...}] 

es un entorno del origen en F cuya clausura V en E está contenida en 
Un + An para cada n G N. En efecto, V está contenido en T^ Un + í/ 
para cada n G N, y cada elemento z de T^ í/„ + [/ se puede escribir en 
la forma 

n oo 

Z = a 4- 2 a ^ «m + 2 am am 
m = i m = w + l 

con aGT^ Un , am ^ An si m<n, am ^T^ Un si m> n + I, 

siendo los a^ todos nulos salvo a lo sumo un número finito de ellos y veri
ficando que 

oo 

2 \0Cm\<h 
m = i 

por lo que T^ Un ^ U está contenido en Un + An. Al ser Vun entorno del 
origen en E se tiene que 

(x+ V)nF¥^(¡), 

luego existirá un natural p tal que 

(x + í/p +Ap)nAp ^ 0 , 

lo que nos lleva a que 

que es una contradicción. 

Proposición i.— Sea E un espacio que tiene la propiedad (L). Si la com-
pleción £̂  de £• es Baire-like, entonces E es Baire-like. 

Demostración.— Si {Bn, n = 1,2,...} es una sucesión creciente de sub-
conjuntos absolutamente convexos y cerrados de E que cubre E, formamos 
la sucesión convexa {An, n = 1,2, ,..} deí", donde y4„: = 2"5„ para cada 
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n G N. En virtud del lema anterior, la sucesión {An, n= 1,2, . . .} , donde "^ 
indica clausura en E, cubre E y, por tanto, existe un p tal que Àp es un en
torno de cero en E. Luego Bp es un entorno del origen en E. 

Proposición 2,— Si F es un subespacio vectorial que tiene la propiedad 
(Z) y es denso en un espacio E, entonces E tiene la propiedad (X). 

Demostración,— Dada una sucesión convexa {An, n = 1, 2, ...} de 
subconjuntos cerrados de E, sea E {r) el límite inductivo de l o s ^ „ , 
n = 1, 2, ... Si u G E (T)' se tiene que son continuas las restricciones de u 
sobre las intersecciones An (^ F, n = 1, 2, ..., por lo que al tener F la pro
piedad (X), u/F es continua. 

Denotando por ù la extensión continua de u sobre E se tiene que u y 
Û coinciden en ^ „ n F (clausura en F), ya que r y la topología inicial de E 
coinciden en An , por lo que u y û coinciden en 

U{An nF, / 7=1 ,2 , . . . }=F , 

en virtud del lema. Por ello, u G E'. Esto muestra que la topología r es 
compatible con el par dual (F, E'), Dado un entorno del origen U en la 
topología r que sea absolutamente convexo y cerrado existe, para cada 
n EN, un entorno del origen Un tal que 

Un nAn CU, 

de manera que 

Un nAn nFCUHF. 

Al tener F la propiedad (L) se tiene que U C) F es un entorno del origen en 
F y, por densidad, U n F, que está contenido en U, es un entorno del ori
gen en E. 

De la definición de espacio del tipo (Z) se deduce inmediatamente. 

a) La suma directa de espacios con la propiedad (Z) tiene la propie
dad ( I ) . 

b) El cociente de un espacio que tiene la propiedad (L) por un sub
espacio vectorial cerrado tiene la propiedad (L). Por tanto, 

c) El límite inductivo de espacios que tienen la propiedad (Z) tiene la 
propiedad (Z). 

Usando [19], 1.2.1(15), se deduce fácilmente: 

d) El producto de espacios que tienen la propiedad (Z) tiene la pro
piedad (Z). 
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En [ 11] W. Ruess prueba que si E tiene la propiedad (Z) y F es un sub-
espacio vectorial de codimension numerable entonces F tiene la propiedad 
(Z). De hecho, si F es cerrado, como por [8], 8.1.29, E es dual localmente 
completo, cada complemento algebraico G de F en £ es un complemento 
topológico, F tiene la propiedad (Z) y G es una copia de 0. Por ello, la prue
ba se reduce al caso que F sea denso en E. Y este resultado también puede 
obtenerse del lema de codimensionalidad de M. Valdivia [19], 1 3.2(6). Así, 
sea [An , « = 1 , 2 , ...} una sucesión convexa de subconjuntos cerrados de 
F, sea Bn la clausura de An en F y sea G: = U {5„ , n = 1, 2, . . .}. Si 
{xi, X2 , ..., Xp] es una cobase de G en F escribiremos 

Wn'=Bn + 2 « r { X i , X 2 , . . . , X p } 

y si {xi , ^ 2 , ...,x„, ...} es una cobase de G en F pondremos 

En ambos casos {Ĥ „ , /? = 1, 2,...} es una sucesión convexa de subconjun
tos cerrados de F tales que 1V„ O G es el cerrado F„, por lo que de [19], 
1.3.2(6), se deduce que G es cerrado en la topología TQ de la convergencia 
uniforme sobre las sucesiones localmente nulas de E' {o (E\ F)). 

Si {z„, n = 1, 2, ...} es una sucesión localmente nula en E' (o (E\ F)), 
entonces existe un disco de BanachTkí en F ' tal que 

lím z„ = O en F ¿ . 

Por [6], 20.9(6), la clausura en EM de la envoltura absolutamente convexa de 
{z„, n = 1,2, ...} es un subconjunto a (EM , (FM )')-compacto y, a fortiori, 
a iE\ F)-compacto. Esto prueba que la topología TQ es compatible con el 
par dual (F, E'), luego G = E y F es el límite inductivo de la sucesión 
{Bn, n=l,2,...}. 

Sea /• la inmersión de F en el límite inductivo de la sucesión {A„, n = 
= 1,2, ...} y sea z„ su restricción a A„. Las extensiones continuas f„ de /„ a 
Bn con valores en la compleción del límite inductivo de las^„ , n = 1, 2, . . . 
permiten definir una aplicación t sobre F, pues de ín+i/An = in Y de 
An = Bn se deduce que ín + i /Bn = in • Por tener F la propiedad (L) se sigue 
que ? es continua, luego su restricción / es continua, resultando que F es el 
límite inductivo de la sucesión {An, n = 1,2, ...}. 

3. EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS 

3.1. Espacios con la propiedad (L) que no son Xo -tonelados 

En [17] M. Valdivia da un ejemplo de una clase de espacios de Mackey 
co-tonelados y, por tanto, que tienen la propiedad (L), que no son Xo-Quasi-
tonelados. Otra clase de espacios que tienen la propiedad (L) y no son 
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Xo-tonelados puede construirse como sigue. Sea Bn la bola cerrada unidad 
del espacio de Banach F„, /2 = 1,2,..., s e a 5 : = n { 5 „ , n=l,2,...} y sea 
E = (B). Denotaremos por E (r) el límite inductivo de la sucesión {2" 5 , 
n = l , 2 , . . . } . 

Es inmediato comprobar que B es un disco de Banach en E (r) , de 
modo que si {A^ , n = 1, 2, ...} es una sucesión convexa de subconjuntos 
cerrados de E (T) se tienen que E (r) coincide con el límite inductivo de la 
sucesión {An , « = 1 , 2 , . . . } , por lo que E (T) tiene la propiedad (L). Por 
otro lado, si para cada entero positivo n, £/„ denota la intersección del pro
ducto Fi x F 2 X . . . x F „ _ i xJ5„xF„ + i x ... con £ , es obvio que Í7^ es un 
entorno cerrado del origen en E (r) , por lo que B es el Xo-toi^^l formado 
por la intersección de los í/„, n = 1,2,... 

Si E (r) fuera Xo-tonelado, entonces B sería un entorno acotado del 
origen en E (r) y, por tanto, E (r) sería normado, y al tener además la pro
piedad (L), sería tonelado. Por el teorema del homomorfismo de Ptàk, [9], 
E (r) sería isomorfo al espacio de Banach E (p), donde p es la topología 
definida por el calibrador de B. Pero esto es absurdo, pues si e„ es un vector 
de norma unidad de F„ , entonces la sucesión {(ei, 62, ..., e„, O, O,...), n = 
= 1,2,...} converge en F al vector (^i, ^2, . . . , e„,^„ + i , ...), en tanto que la 
sucesión anterior no converge a ese vector en E (p). 

3 2 . Espacios con la propiedad (L) que no son co-quasitonelados 
y espacios con la propiedad (L) que no son CQ-tonelados 

Sea E (r) un espacio de Banach de dimensión infinita y sea X (E,E') 
la topología polar de p {E\ E). Probaremos a continuación que E (X (E, E')) 
tiene la propiedad (L). De hecho, si {A^, n=l,2, ...} es una sucesión con
vexa de subconjuntos X (E, £">cerrados de E, la topología límite-inductiva 
p sobre E generada por las A^ (X), n = 1, 2, ..., es compatible con el par 
dual {E,E') ya que, al ser E (r) de tipo (Z), su topología r es más fina que 
la p. Si U es un entorno del origen absolutamente convexo y cerrado de 
E (p) y B es la bola unidad de E (r) existe un p^N tal que B está conte
nido en ^ p , y como para cada nGN existe en E' (P (E'E)) un subconjun-
to compacto y absolutamente convexo A/„ tal que M% f^An está contenido 
en U, se tiene que 

M%,^pn2'"BCU. 

Ahora, el conjunto 

W: = r[lJ{M^^pn2"'B, m = l,2,...}]CU 

es entorno del origen en la topología X (E,E'), ya que su polar 

PV°=n{(M^,p n2'"B)\ m = l,2,...}C 

cn{Mrr..p +2-"'B\ m =1,2,...} 
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es j3 (£"', £')-compacto puesto que cada M^+p + 2~^ B^ se cubre con un 
número finito de trasladados de 2~^ B^ . 

En el caso que el dual fuerte de E (T) sea separable, entonces existe un 
subconjunto numerable y denso de B que no es X (£", £'')-equicontinuo. 
Entonces E (k (E, E')) es un espacio con la propiedad (L) que no es 
co-quasitonelado. 

Cuando el espacio de Banach E (T) es separable, el espacio £ ' ( X (£",£")) 
tiene la propiedad (L) y no es Co-tonelado, ya que si cada sucesión 
{i/„ , n = 1,2, ...} convergente a cero en E' (a {E\E)) fuese equicontinua, 
entonces {w„ , n = \,2,...} estaría contenida en un subconjunto j3 {E',E)-
compacto de £'' en el que obviamente coinciden las topologías inducidas por 
j3 (£", E) y por a (E',E), por lo que la sucesión {u^ , n= 1,2, ...} conver
gería fuertemente a cero. Por [6], 27.2(7), E (X (E',E)) sería un espacio de 
Montel, lo cual es contradictorio. 

3.3. Espacios co-toneiados que no son débilmente tonelados 

J. Schmets ha dado en [ 15] un ejemplo de una topología que es a?-tone-
lada pero no es débilmente tonelada por lo que, a fortiori, no tiene la propie
dad (L). Sobre sumas de rectas se pueden construir otras topologías 
CO-toneladas que no son débilmente toneladas, como muestra el siguiente 
ejemplo. 

Dado un espacio topológico X, se representa por jS (X) (por d (Z)) 
al primer elemento del conjunto de cardinales de las bases de la topología 
(de los subconjuntos densos) de X Sic es el cardinal de la familia de abiertos 
de X se tiene obviamente que c < 2̂ ^̂ ^ y cuando X es regular, entonces 
jS (X) < 2^ ^^\ Usando estas desigualdades, dado un cardinal cualquiera m y 
considerando en [O, 1] la topología usual es fácil comprobar que, eligiendo el 
conjunto de índices/ de cardinal suficiente grande, d ([O, lY)> m. 

Consideremos una sucesión creciente de conjuntos índices Uin), n = 
= 1,2, ...} tales que 

y 

sup {d (A): A subconjunto acotado de i?^ "̂ ~ ^̂  } < 

<d( [0 , lF<">) , n = 2,3,,.. 

Para /: = U {/ (n), n = 1,2,...} formamos el producto co (I): =i?^ y 
la suma directa 0 (i) en la que consideraremos la topología r de la conver
gencia uniforme sobre los acotados^ de co (I) tales que 

diA)<caid(D. 

Claramente, (0 (/), r ) es co-tonelado. Por otro lado, por la elección de los 
/ (n) se tiene que r induce sobre cada subespacio 0 (/ (n)) la topología 
localmente convexa más fina. Si ((j) (I), r ) fuera débilmente tonelado, sería 
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tonelado, pues coincidiría con el límite inductivo de los (¡) (I («)), lo que im
plicaría que 

c/([0, l F ) < c a r d ( / ) , 

por lo que existiría un natural n tal que 

rf([0,lF)<c/([0, 1F<«>), 

y ello implicaría que la proyección Z)„ sobre [O, iF^"^ del subconjunto 
denso D de [O, If cuyo cardinal es d ([O, if) sería un subconjunto denso 
en [0,1 Y ^"^ que verificaría que 

card ( / ) „ ) < d ([O, 1F<">), 

lo que contradice la definición de d ([O, 1]^ ^"^). 

Problema abierto.— ¿Existe algún espacio de Mackey con la propiedad 
(Z) que no sea C-tonelado? 
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