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Abstract

We study the relationship between some concepts related to Cesaro bases in locally convex spaces.
A characterization theorem of equicontinuous Cesaro bases and a continuity theorem are given.

Los espacios vectoriales que usaremos estan definidos sobre el cuerpo KK
de los numeros reales o complejos. Si 4 es un subconjunto de un espacio
vectorial denotaremos por [A] su envoltura lineal. En lo que sigue un espa-
cio significa un espacio vectorial topoldgico localmente convexo y separado.
Una sucesion (x,), -, 2, .. de un espacio E es una base de E si todo ele-
mento x en E admite una Unica representacion en la forma

oo

x= Y a,(x)x,

n=1

Si las aplicaciones a,, obviamente lineales, son continuas se dira que la base
es de Schauder. Si la sucesion de aplicacion (S,), definidas por

n

S,()= ) a()x

k=1

es equicontinua, la base se dird equicontinua.

Estos conceptos pueden extenderse de forma natural para obtener
el de base en el sentido de Cesaro (abreviadamente c-base): Una sucesion
(Xn=1,2 .. deunespacio E esunac-base de E sitodo elemento x en E
admite una unica representacion en la forma:

=

x= ) a, (%) x,(c)

n=1

donde el simbolo (c) indica que la convergencia se toma en el sentido de
Cesaro, es decir

Mx..

n
Z ai(X)x,':x
j=1 i

1
lim —
n.

1
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La estabilidad de la convergencia de Cesaro frente a la suma y el pro-
ducto por un escalar, implica de forma inmediata que las aplicaciones a, son
lineales. Si ademas son continuas se dira que la c-base es de Schauder. Si la
sucesion de operadores (C,), definidos por

M\..

1 Z 1 2z .
C,(x)= 7 21 2 a; (x) x;= " _Z] S; (x)
= i j=

J

es equicontinua diremos que la c-base es equicontinua. La sucesion (a,) reci-
bira el nombre de sucesion de coeficientes funcionales asociados a la c-base
(abreviadamente s.c.f.a.).

Nos ocupamos en el primer apartado de analizar las relaciones entre los
conceptos de base y c-base. En el segundo estudiamos un teorema de carac-
terizacion de c-bases equicontinuas y algunas consecuencias. El tercero se
dedica a estudiar el problema de la continuidad de la sucesion (a,).

1. BASES Y C-BASES

Son conocidos ejemplos de c-bases que no son bases. Basta tomar el es-
pacio S, de las sucesiones escalares que son sumables en el sentido de Cesaro
con la norma

M=
M\

Il =sup | - % |

j=1 i=1
En 2 damos una prueba de que los vectores canonicos (e,) forman una
c-base de Schauder de S.. Una prueba directa de este hecho asi como de que
(e,) noesuna base de S, puede encontrarse en [3].

A pesar de que toda sucesion convergente de un espacio es convergente

en el sentido de Cesaro al mismo limite no es cierto que toda base sea c-base:

Ejemplo 1.— Una base que no es c-base.

Sea E un espacio con una c-base de Schauder (x,), n=1, 2, ... que no
sea base (por ejemplo, S.). Sea (a,) su s.c.f.a. Consideremos el espacio de
aquellos elementos x en E tales que la serie

oo

Y, a,(x)x,

n=1
converge en sentido ordinario. Para estos elementos se tiene

=]

x= Y, a,(x)x,

n=1
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Como (x,) noesunabasede E;, H#E. Sea x, unelementode E\H y
F:=[H U {x}]. En F consideramos la sucesion y;: = Xo, J,: = X, _ 1
(n>=2). Si y=axo+h con h en H entonces

y= i B ¥

n=1

con fi=a y B,=a,_, (h) con lo cual todo elemento de F se puede desa-
rrollar respecto a la sucesion (y,). Este desarrollo es unico puesto que si

i :Bnyn:O

n=1

tenemos que

Bi Xo=— z Bus1 Xa

n=1

Al ser a, continua obtenemos que a, (fixo) = f,4+1 Y por tanto f; xo€ H
con lo cual B, =0; por la regularidad del método de Cesaro obtenemos que

Zl ﬁn+1 X, =0 (C)
y como X, esunac-base f,=pf;=..=0. Asi (y,) esunabasede F que no

es c-base ya que x, admite dos desarrollos:

Xo =M1 y Xo = an~—l(x0)yn
=2

n

Hagamos observar que el primer coeficiente funcional asociado a (y,)
no es continuo. De hecho podemos afirmar:

Proposicion 1.— Toda base de Schauder es una c-base de Schauder.

Demostracion— La unicidad del desarrollo puede ser deducida de la
continuidad de s.c.f.a.

Igualmente de forma sencilla puede obtenerse la relacion entre bases
equicontinuas y c-bases equicontinuas:

Proposicion 2.— Toda base equicontinua es una c-base equicontinua.

Demostracion— Si p es una seminorma continua de E
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sup p (G, () < sup p (S, ()

Finalmente hacer notar que siguiendo las ideas de [5, §43,5] puede pro-
barse que todo espacio con una c-base equicontinua tiene la propiedad de la
aproximacion en el sentido de que el conjunto de operadores de rango finito
es denso en el espacio de las aplicaciones lineales y continuasde E en E con
la topologia de la convergencia precompacta, asi como que si un espacio es
tonelado toda c-base de Schauder para E [o (E, E')] es c-base equicontinua
de E[B(E, E).

2. UN TEOREMA DE CARACTERIZACION. EJEMPLOS

Se trata en este apartado de ver si el comportamiento de ciertos opera-
dores en la envoltura lineal de una sucesion permite asegurar que ésta es una
c-base. El resultado que presentamos es una extension a espacios localmente
convexos de un teorema de Singer [6], para espacios de Banach. Usaremos la
siguiente notacion: Dada una sucesion (x,) de un espacio vectorial y escala-
res b; escribimos

i B i
Z rmjv bix; sin<m

o n—j+1
Z - J -

\ " bjx; sinzm
j=1

Dicha expresion depende de la representacion que se escoja de
n
Z a; X;

Teorema 1.— Sea (x,),- » .. una sucesion fundamental de elementos
no nulos de un espacio E. Son equivalentes.

1) (x,) esuna c-base equicontinua.

2) Si p esuna seminorma continua de E, existe otra ¢ y una cons-
tante k, tal que:

sup {p (a,,(é: bjxj)): q(i bjxj) <1, melN, ajelK} <K,

Demostracion— Es obvio que si suponemos (1) (x,,) n=1, 2, es
linealmente independiente. Veamos que ocurre lo mismo si suponemos (2)
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Por reduccion al absurdo sea » el primer natural tal que

n-1
X, = z j.ixi
i=1

y un escalar A.
Sea p una seminorma continua de £ y ¢ la que le corresponde por
(2). Entonces

n-1

q (;;1 3= Ax,) =0

y por tanto

p(a,,(Z

Y i x)) < K,

n-1
i

De aqui que

si A#0; es decir

p(n—l n—{l-l—l ijj— —nl— xn):()

Por la separacion del espacio

n-1

X= Y, (n—j+1)Ax
j=1

y como {xi, ..., X,_;} son linealmente independiente (n—j+ 1) =4, lo
que implica que 4;=0 paratodo j y x,=0.

Visto que los vectores (x,) pueden suponerse linealmente independien-
tes o, son entonces operadores definidos en [(x,),-1 2 .] ¥ la condicion (2)
puede enunciarse: (2) g, son equicontinuos.

Asi (1) implica (2) es trivial. Para ver que (2) implica (1) tengamos en
cuenta que

o, (12 b; xj):: —’17 1;::1 b; x;

i=1

(Tomando b;=0, si i > m). Es trivial entonces que
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b, x,=no, (jg:l bjxj)—Z(n—l) U"_l(él:l bjxj)+

m

+(n-2) a,,_z( Y ajxj)

j=

Por tanto la aplicacién a,;: [(x,),=1 2, ..]» K definida por
an(z bjxj):b,, sin<m a,,(z bjxj):O si n>m
j=1 j=1

es continua, por lo que puede extenderse de forma unica a una forma lineal y
continua en E, que denotaremos también por a,.
Sea
h

1
Cn(JC):: —n— Z ‘

j=1 i

a; (x) x;

_M\.

C, es entonces una aplicacion lineal continua y coincide en [(x,),-1,2, ..] con
g, (C,) sera entonces una sucesion equicontinua en [(X,),-12 .] Y, por den-
sidad, en E. Ademas C, converge a la identidad 7 en [(x,),-1 , .]. Como
en los equicontinuos coinciden las topologias de la convergencia simple en
cualquier subespacio denso obtenemos que C, (x)»I(x)=x en E. Esdecir

oo

X= z a, (X) Xn (C)

n=1
Este desarrollo es unico por ser a, lineal y continua, g.e.d.
El teorema de caracterizacion para espacios de Banach (Singer [6]) per-
mite demostrar que los vectores canonicos (e,) de S. forman una c-base de
dicho espacio de forma mas sencilla que en [3]:

Proposicion 3.~ (e,) es una c-base de S..

Demostracion— S, es isomorfo a ¢, espacio de las sucesiones conver-
gentes, mediante el isomorfismo T S,- ¢ definido por

.

Los vectores basicos de ¢, (1, ..., 1,...) y e, se transforman mediante 7
en e, y (0,..,0,n —2n, n,..). Portanto ¢ esdensoen S, Basta probar

M\..

rex=(y %

1
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entonces que la sucesion de operadores (g,) asociados a (e,) es equiconti-
nua. Usaremos la siguiente notacion:

P, (X)= (X1, X2, o0y X, 0, ...)
6, (X)= —]11— (P (%) + ... + P, (%))
8 (%) = X1 + ... + X,

Z, (x) = % (51 () + oo + 5, (%)

Il = sup | Z, (x)

Es facil comprobar que

n-1 n—h+1 )
X2+ ...+ —— X, si h<n

Xt n h

Sh (O',, (X)) =

2,09 sihzn
Si p < n setiene
5, (0y (X)) = % (it (- Xt ot (1—p+ 1) x) =
- —’11— (1= P+ 1) 5, () 8,1 ()52 (X) + oo b1 (0] =
= [P 5 (9497, ()

Con lo cual de nuevosi p < n

$ 5(C ()=

2,6 )= 3 ) 5 () +Z ()=

1

x|

i

= ;1,1“ i (-i+Ds;X)+(n-p-1)si(x)+iZ;(x)]=
i=1

i (p—i+1)s,-(x)+—n—_—p—-_—1— i Si(x)+'l_ i iZ;(x)=

1
B hp =1 pn i=1 o iz

2 2 n—p—
= y lZ,(x)-i-—f;—— Z,(x)

i=1
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De aqui que

n

2 -p-1
Z @< - Y Z@I+ | S | 12,@1 <3

i=1

Si ahora tomamos p < n tendremos:

12, 6, ()] = % [51 (G0 () o+ 2 (0 () + (9 — 1) 5, (0 (V)] =

=L 0z, @+ - s @ = 2 Z, (G N+ 2 Z, ()
p Y4 )4

Conlo que |Z,(0,(x))| < 4 ||x]||. Asi

llon ()l = Sup |Z, (0, (D] < 4 || x]|

y (0,) esequicontinuaen S, g.e.d.
En primer lugar separaremos los conceptos de c-base de Schauder y de
c-base equicontinua.

Ejemplo 2.— Una c-base de Schauder que no es c-base equicontinua.

Es conocido que en el espacio de Fréchet se da las sucesiones que son
sumables en el sentido de Abel con la topologia derivada del sistema de
normas (||+|| +p;) donde:

i-1

x|} = sup | i‘; £ x| y  p()=sup |x| (—]—;Jr—l—)

¢ es denso ([7]). Como quiera que la inclusion S, <» sa es continua (e,) es
una c-base de Schauder de S, con la topologia inducida por sa. No puede
ser equicontinua porque aplicando el teorema 1, seria una c-base de sa. Pero
esto no es posible, ya que si

oo
X = Z Xn €y (C)
n=1
Como la aplicacion

Sx)=1lm Y ¢ 'x
=1

t+1"

es lineal y continua se tiene que
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o0

SE)= 3 x(0)

n=1

con lo cual x& S,. Esto implicaria S.=sa lo cual es absurdo.
El ejemplo que damos a continuacion separa las bases de Schauder de
las equicontinuas y éstas de las c-bases equicontinuas.

Ejemplo 3.— Una base de Schauder que no es base equicontinua, pero si
es c-base equicontinua:

En el espacio c¢s de las sucesiones sumables, los vectores canonicos (e,)
forman una base de Schauder. Como la inclusion c¢s <+ S, es continua (e,)
es una base de Schauder de c¢s con la topologia inducida por S,, que no
puede ser equicontinua pues en caso contrario (e,) seria una base de S, en
virtud del correspondiente teorema de caracterizacion para bases [4, pag. 298]
cosa que es facil probar que no es cierta. Por otra parte, como c-base si es
equicontinua como se vio anteriormente.

3. EL PROBLEMA DE LA CONTINUIDAD

El problema que nos planteamos ahora es: Dada una c-base (no necesa-
riamente de Schauder), ;bajo qué condiciones podemos afirmar la conti-
nuidad de la s.c.f.a.? El resultado obtenido sigue la idea original de Newns
y se apoya en el teorema de la grafica cerrada de De Wilde, siguiendo las
ideas de [2].

Daremos el resultado en un contexto mas general que el de las c-bases:

Sea E unespacioy F un subespacio vectorial de E. Supongamos que
(F,) es una sucesion de subespacios de E de tal forma que cualquier elemen-
to x de F admite una (Gnica) representacion de la forma

x= Y £

n=1

donde f, € F,. Se dice entonces que (F,) es una c-descomposicion de F.
Llamaremos c-descomposicion débil a una c-descomposicion para la to-
pologia débilde E, o (E, E’).
Consideremos las aplicaciones:

1. F— F,

X f,

Es obvio que las aplicaciones 7, son lineales. En el caso de que dichas
aplicaciones sean continuas, diremos que la c-descomposicion es de Schauder.
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Teorema 2.— Sea E un espacio ultrabornologico y F un espacio suce-
sionalmente completo que admite una red de tipo .

Sea T: E- F una aplicacion lineal y continua. Supongamos que 7 (E)
admite una c-descomposicion débil en subespacios L, sucesionalmente cerra-
dosen F. Entonces:

(i) 1,oT-E->Fes continua para todo n.

(i) La sucesion ( z Z T;0 ) es equicontinua.
m=1 j=1
(i) T= Y 10T (c). La serie es c-convergente en la topologia de la

ya
i=1

convergencia uniforme en los precompactos de E, cuandoen F
se toma la topologia débil. Es decir, en 7. (E, F [0 (F, F"))).

Demostracion.— Sea Q la familia de seminormas continuas de F. Sea
[* (F) el espacio de sucesiones acotadas de F, que se puede dotar del siste-
ma de seminormas Q* =(g*),co, definidas por:

q* (f)= sup (g (/)

Como F es sucesionalmente completo y admite una red de tipo #, [~ (F)
admite una red de tipo # (De Wilde [1]). Sea x € E. La serie

o]

Y wT(x)

n=1

es o (F, F')-convergente en el sentido de Cesaro a 7 (x), con lo cual la suce-
sion de las sumas parciales de Cesaro de dicha serie:

( z Z T T(x))

m=1 j=1

es g (F, F')-convergente y por lo tanto acotada en F.
Podemos entonces definir la aplicacion:

T': E— I (F)

T

—(5 %

T, T (x))

1

1}

que evidentemente es una aplicacion lineal.
Nuestro proximo objetivo sera demostrar su continuidad. Para ello va-
mos a basarnos en el teorema de la grafica cerrada de De Wilde.
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Demostraremos pues que 7" tiene una grafica sucesionalmente cerrada:
Si (x)»>xen Ey (T"x)>h)men en [”(F), habremos de demos-
trarque 7' x=(hp)men-

a) Probaremos en primer lugar que (4,) convergea Tx en la topolo-
gia débil de F:
Sean f€ F’' y ¢ > 0 y tengamos en cuenta que:

|f(Tx—hy)| < |f(Tx-Tx)| + |f(Tx— — ni i 5T ()| +
FA( XY HTe )| (1)

Alser fe F', |f| €Q ydel hechodeser T'x;-(h,), podemos dedu-
cir la existencia de un i, de forma que:

(o 2 ,il T, )
Es decir:

l( > ¥ T ~m)| <= izi meN

n=1 j=1

Por otra parte x;»x y T escontinua, por loque 7x;~Tx en F y
por tanto Tx; > Tx en la topologia o (F, F'). Esto nos permite escoger i
con la condicion adicional de que

| f(Tx;— Tx)| < —_f; S Q>

Las dos ultimas desigualdades junto con (1) demuestran que:

F(Tx—hy)| < 28 + | f(Tx, > Y 5Ty

n=1 j=1
i?io, meN

Tomemos entonces i =i, Sin mas que tener en cuenta la definicion de <,
tenemos:
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Y 2 uTx,

1
Tx;,=lim —
m m = Jj=1
en la topologia o (F, F’).
Podemos tomar entonces un m, de forma que:

n

i 2 Txi.,)

1 .
— Sl m = my
m ,=1 j=1

‘if(Txio— < ‘g“

Porloque |f(Tx—h,)| <& st m = m,.

b) Veamosya que T'x=(h,,).

Del hecho de ser T'x; - (h,,) en [” (F), deducimos que dados ¢ > 0
y q € Q, podemos encontrar un i, de forma que:

¢ (Tx-t)<e  siizi

Es decir:

q(; 2 X TjTXi—hm)Ss sii>ioy mEN

A= - Y Y 1 Txi—h, en F para mcIN

Definamos /o =h_, =0, y probemos que:
by — (1) by 1+ (M —2) hyy_2€ L,
Para m=1 tenemos que A =17, Tx;— h,. Como 7, Tx,€L, y L, es

sucesionalmente cerrado, h, € L,.
Para m=2, al ser

1

2 n 1
A(zt) Z z Tl Txi: 7 (2’[1 Txi+Tz Txi)

n=1 j=1

converge a h,, tendremos que:
249 ~ 249 =1, Tx; > 2h, — 2h,

Y de la misma forma que antes 2k, — 2k, € L,.
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Sim>?2
. 1 i
Ag,): Z 2(m-1) Aﬁs_]—(m_z) Af:z)—2+'tm Tx]

converge a h,,, de donde
T TXi=mAL -2 (m—1) A9+ (m-2) 49_,
convergera a mh,,—2(m—1) h,,_;+(m—2) h,,_».

De nuevo el hecho de ser L,, sucesionalmente cerradoy 7, Tx; € L,
nos asegura que:

mhm—2(m—l)hm_1+(m—2)hm_2€Lm

Puede demostrarse facilmente por induccién que la n-ésima suma par-
cial de Cesaro de la serie:

Y (mhy =2 (m—1) by +(m—2) hy )

es h, Si tenemos en cuenta lo demostrado en a) obtendremos
Y, (mhy, =2 (m—1) hy_y+ (m—2) by _5) = Tx (c)
m=1

donde la convergencia es en la topologia débil ¢ (F, F’). Ahora bien,
Y 1 Tx (c)=Tx
es la unica c-descomposicion débil de Tx con respecto a (L,). De aqui que:
mh,—2m-Dh,_+(m-2)h,_,=1,Tx
Seran iguales por tanto las sumas parciales de Cearo de las series

Y (mhy =2 (m=1) by +(m—2) hyy_5) y Y Tt Tx

Las de la primera son A,. Las de la segunda forman el término general de
T’'x. Tenemos por tanto que 7'x = (h,,).

Hemos probado pues que 7': E-[* (F) tiene grafica sucesional-
mente cerrada. El teorema de la grafica cerrada de De Wilde nos asegura en-
tonces su continuidad.

Quiere decir esto que si ¢ € 0 podremos encontrar una seminorma
continua p en E de forma que:

g* (T'x) < p (%)
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Es decir:

s

1
4(7

De donde trivialmente se concluye (ii).
Para concluir (i) basta tener en cuenta las siguientes igualdades:

i ro(x))<p(x) nelN
1 j=1

1 m
TIOT:l Z Z TjOT
1 m=1 j=1
1 2 m 1 1 m
w2y 2 noen) 2T 2 5 o)
n m 1 n-1

1r,o:r)—z(n—l)(—-— Yy irjoT)+

n-1 .z j=1

’C,,OTZn(—:l— Y

m=1 j=

1 n-2 m )
+(n~2)(7:—2— m; ,; ‘chT) si n > 2

‘1odas ellas de facil comprobacién y que expresan t,° 7 como combinacion
" 1eal de aplicaciones continuas.
Para acabar, fijémonos en que la sucesion

n k
% Y ) teT-T en %, (E, Flo (F, F")))
1 i=1

k=

y ~e :l conjunto

n

H:{—l— Y i‘mT: n=1,2,...}u{T}

no g=1 i=1

es v~ equicontinuo en ¥ (E, F).
Coinciden entonces en H, las topologias de la convergencia simple y de
la convergencia uniforme en los precompactos ([5], §39.4), de donde

M=

1 n
N

tioT->T en Y. (E, Flo (F, F")))

1

que es lo que se afirmaba en (iii), q.e.d.
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Corolario 1— Si E es un espacio bornologico y sucesionalmente com-
pleto que admite una red de tipo 4, toda c-descomposicion débil en subes-
pacios sucesionalmente cerrados E, es una c-descomposicion Schauder.

Demostracion— Al ser E bornoldgico y sucesionalmente completo es
ultrabornolégico. Apliquemos entonces el teorema con E=F y T=1. Ob-
tendremos entonces que 1, es continua para todo .

Veamos que la c-descomposicion débil es una c-descomposicion en la
topologia de E.

Es claro que si

r oo
xeN:=: ) E,,]
l‘n=l
se tiene

i T, x=x(c)

n=1

en la topologia de E. Esto prueba que

o0

I= 3 1,(0

n=1

en ¥ (E) con la topologia de la convergencia simple en N.
Ahora bien, N es o (E, E')-denso y por tanto denso en E. Porla
conclusion (2) del teorema

H:{(% z": g} q):n:l,Z,...}U{I}

m=1 j

es un equicontinuo en E. Coincidiran pues en H las topologias de la con-
vergencia simple en N yen E de donde concluimos que:

oo

Y 1, (x)=x si x€E q.ed.

n=1

Corolario 2.— Toda c-base débil en un espacio bornologico sucesional-
mente completo con una red de tipo © es una c-base de Schauder de E.
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