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Abstract 

We study the relationship between some concepts related to Cesàro bases in locally convex spaces. 
A characterization theorem of equicontinuous Cesàro bases and a continuity theorem are given. 

Los espacios vectoriales que usaremos están definidos sobre el cuerpo IK 
de los números reales o complejos. Si A es un subconjunto de un espacio 
vectorial denotaremos por [A] su envoltura lineal. En lo que sigue un espa
cio significa un espacio vectorial topológico localmente convexo y separado. 
Una sucesión (x„)„ = ¡̂  2, de un espacio E es una base de E si todo ele
mento X QXí E admite una única representación en la forma 

00 

Si las aplicaciones a„, obviamente lineales, son continuas se dirá que la base 
es de Schauder. Si la sucesión de aplicación (S„), definidas por 

es equicontinua, la base se dirá equicontinua. 
Estos conceptos pueden extenderse de forma natural para obtener 

el de base en el sentido de Cesàro (abreviadamente c-base): Una sucesión 
{Xn)n = 1,2, de un espacio E es una c-base de E si todo elemento x en E 
admite una única representación en la forma: 

X= X ^nix)Xnic) 
«=1 

donde el símbolo (c) indica que la convergencia se toma en el sentido de 
Cesàro, es decir 

\ " ^ 
lím — X! Z ciiix)Xi = x 
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La estabilidad de la convergencia de Cesàro frente a la suma y el pro
ducto por un escalar, implica de forma inmediata que las aplicaciones a„ son 
lineales. Si además son continuas se dirá que la c-base es de Schauder. Si la 
sucesión de operadores (C„), definidos por 

1 « y \ "" 
C « W = — E Z cii{x)Xi^— X Sj{x) 

^ 7 = 1 i=\ ^ j=\ 

es equicontinua diremos que la c-base es equicontinua. La sucesión (a„) reci
birá el nombre de sucesión de coeficientes funcionales asociados a la c-base 
(abreviadamente s.c.f.a.). 

Nos ocupamos en el primer apartado de analizar las relaciones entre los 
conceptos de base y c-base. En el segundo estudiamos un teorema de carac
terización de c-bases equicontinuas y algunas consecuencias. El tercero se 
dedica a estudiar el problema de la continuidad de la sucesión (âfj. 

1. BASES Y C-BASES 

Son conocidos ejemplos de c-bases que no son bases. Basta tomar el es
pacio Se de las sucesiones escalares que son sumables en el sentido de Cesàro 
con la norma 

||(x„)i| = sup — X Z -̂ M 

En 2 damos una prueba de que los vectores canónicos (e„) forman una 
c-base de Schauder de 5 .̂ Una prueba directa de este hecho así como de que 
(Cn) no es una base de S^ puede encontrarse en [3]. 

A pesar de que toda sucesión convergente de un espacio es convergente 
en el sentido de Cesàro al mismo límite no es cierto que toda base sea c-base: 

Ejemplo / . - Una base que no es c-base. 

Sea E un espacio con una c-base de Schauder (x„), «=1,2, . . . que no 
sea base (por ejemplo. Se). Sea (a„) su s.c.f.a. Consideremos el espacio de 
aquellos elementos x en ^ tales que la serie 

^ an{x)x„ 
n = l 

converge en sentido ordinario. Para estos elementos se tiene 

X= Y, ^n(x)Xn 
« = 1 
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Como {x„) no es una base de E, H^^E. Sea Xo un elemento de E\H y 
F: = [H u {xo}]. En F consideramos la sucesión yú — Xo, yn. = x„ _ i 
{ri ^ 2). Si y — QLx^-^h con h QXÍ H entonces 

« = 1 

con j8i = a y Pn = ̂ n-\ (h) con lo cual todo elemento de F se puede desa
rrollar respecto a la sucesión (j„). Este desarrollo es único puesto que si 

tenemos que 
00 

P\ XQ — — 2^ p„4.1 Xn 

Al ser ün continua obtenemos que a„ (jSiXo) — Pn+\ Y Por tanto j8i Xo E / / 
con lo cual j5i = 0; por la regularidad del método de Cesàro obtenemos que 

Z i8„+ix„ = 0(c) 
n=\ 

y como x„ esunac-base 1^2 = ^2 = -" = 0. Así (j„) es una base de F que no 
es c-base ya que Xo admite dos desarrollos: 

xo = yi y xo= Y. ^n-i{xo)yn 

Hagamos observar que el primer coeficiente funcional asociado a (j„) 
no es continuo. De hecho podemos afirmar: 

Proposición 1- Toda base de Schauder es una c-base de Schauder. 

Demostración- La unicidad del desarrollo puede ser deducida de la 
continuidad de s.c.f.a. 

Igualmente de forma sencilla puede obtenerse la relación entre bases 
equicontinuas y c-bases equicontinuas: 

Proposición 2- Toda base equicontinua es una c-base equicontinua. 

Demostración- Si p es una seminorma continua de E 
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sup p (C„ {x)) ^ sup p {S„ (x)) 
n n 

Finalmente hacer notar que siguiendo las ideas de [5, §43,5] puede pro
barse que todo espacio con una c-base equicontinua tiene la propiedad de la 
aproximación en el sentido de que el conjunto de operadores de rango finito 
es denso en el espacio de las aplicaciones lineales y continuas áe E en E con 
la topología de la convergencia precompacta, así como que si un espacio es 
tonelado toda c-base de Schauder para E [a (E, E')] es c-base equicontinua 
de E[liiE,E% 

2. UN TEOREMA DE CARACTERIZACIÓN. EJEMPLOS 

Se trata en este apartado de ver si el comportamiento de ciertos opera
dores en la envoltura lineal de una sucesión permite asegurar que ésta es una 
c-base. El resultado que presentamos es una extensión a espacios localmente 
convexos de un teorema de Singer [6], para espacios de Banach. Usaremos la 
siguiente notación: Dada una sucesión (x„) de un espacio vectorial y escala
res bi escribimos 

I \ A r . SI n ^ m 
/•= 1 ^ 

«̂ ( Z */ ^i} = 

¿^ bjXj SI n ^ m 
7=1 n 

Dicha expresión depende de la representación que se escoja de 

n 

Teorema 1- Sea {x^^n = i, 2, una sucesión fundamental de elementos 
no nulos de un espacio E. Son equivalentes. 

1) (x„) es una c-base equicontinua. 
2) Si p es una seminorma continua de E, existe otra q y una cons

tante kp talque: 

sup| /7(c7,(¿ bjx)j): q(Y.bjX^^\, mGlN, Uj^W^ ^ Kp 

Demostración- Es obvio que si suponemos (1), (x„), « = 1 , 2 , . . . es 
linealmente independiente. Veamos que ocurre lo mismo si suponemos (2). 
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Por reducción al absurdo sea n el primer natural tal que 

n-\ 

y un escalar X. 
Sea p una seminorma continua de JE y ^ la que le corresponde por 

(2). Entonces 

y por tanto 

^7=1 

,n-\ 

/? (ô /i ( Z ^^i ^i ~ ^^nj) < Kp 

De aquí que 

.n-\ / n-j+\ \ \ Kp 

si X^f)\ es decir 

Por la separación del espacio 

« - 1 

•^«= Z («-7+l)'Í7-^y 
7 = 1 

y como {xi, ..., x„ _ i} son linealmente independiente {n-j+\)Xj — Xp lo 
que implica que Xj = O para todo j y x„ = 0. 

Visto que los vectores (x„) pueden suponerse linealmente independien
tes a„ son entonces operadores definidos en [(x„)„=i 2,..] y la condición (2) 
puede enunciarse: (2) (7„ son equicontinuos. 

Así (1) implica (2) es trivial. Para ver que (2) implica (1) tengamos en 
cuenta que 

m \ 1 " ^ 

(Tomando ¿/ = O, si / ^ rri). Es trivial entonces que 
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m m 

b^x^^naJj] ¿/•^y)-2(«-l)(J„_i( X ^y-^y)^ 

Por tanto la aplicación a^: [{Xn)n=i, i,...] -̂  K definida por 

an( H tfj^j) = bn si n ^m aJ Y, bjXj) = 0 si « > m 

es continua, por lo que puede extenderse de forma única a una forma lineal y 
continua en E, que denotaremos también por a„. 

Sea 
1 " •̂" 

C;, es entonces una aplicación lineal continua y coincide en [(x„)„= î  2,...] con 
a„, (Cn) será entonces una sucesión equicontinua en [(x„)„= 1,2,.. j y? por den
sidad, en E. Además C„ converge a la identidad / en [(x„)„=,i 2, ...]• Como 
en los equicontinuos coinciden las topologías de la convergencia simple en 
cualquier subespacio denso obtenemos que C„ (x) -^ I{x) — x en E, Es decir 

Este desarrollo es único por ser a„ lineal y continua, q.e.d. 
El teorema de caracterización para espacios de Banach (Singer [6]) per

mite demostrar que los vectores canónicos (€„) de Se forman una c-base de 
dicho espacio de forma más sencilla que en [3]: 

Proposición 3.- (ej es una c-base de S^. 

Demostración- Se es isomorfo a c, espacio de las sucesiones conver
gentes, mediante el isomorfísmo T: Sc-^c definido por 

1 

Los vectores básicos de c, (1,...,!,...) y e^ se transforman mediante T"^ 
en Ci y (O, ..., O, n, -2n, n, ...). Por tanto <p es denso en S^. Basta probar 
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entonces que la sucesión de operadores ((J„) asociados a (e„) es equiconti-
nua. Usaremos la siguiente notación: 

Pfi (x) = (xi, X2,..., x„, O, ...) 

^.W= — (P,(x) + ... + P,(x)) 
n 

Sfj (x) = Xi + ... + X„ 

Z„(x)= — (si(x) + „. + s„{x)) 
n 

| |x|| =sup |Z„ (x)| 

n 

Es fácil comprobar que 

n-\ n-h+l 

Í
XiH X2 + ...H ^ X/̂  SI h ^ n 

n h 
Zn (x) si h ^ n 

Si p ^ n SQ tiene 

^p ((J„ (x)) = — (nxi + (n - 1) X2 + ... + (n ~p + 1) Xp) ~ 

- — {{n-p+ 1) Sp (x) + ^̂ _ 1 (x) + Sp^2 W + - + ^̂1 W] = 

= — \(n -P) Sp (X) +J!7Z^ (X)] 

Con lo cual de nuevo si p ^ n 

\ p \ P \ 

Zp (0-„ (X)) - ~ Y, Si {Cn (X)) = — Ya — K^ " O «̂Z W + í ̂ / W ] = 
P /= 1 « /= 1 W 

1 P 
I {{p~-i+\)Si{x) + {n^p-\)Si{x) + iZi{x)] = 

pn /=i 

I {p-i+V)Si{x)+ ^ X ^ii^)+ I iZiix)'. 
np i% pn if\ pn ifi 

2 P n-D-l 
— Y iZiix)+ ^ Zp(x) 
pn /= 1 n 
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De aquí que 

\Z,((J„ix)\ ^ — t i\Zdx)\+ I " " " ^ " ^ I |Z , (x) | < 3 | i x | i 
pn ifi \ n \ ' 

Si ahora tomamos p ^ n tendremos: 

I Zp {On {X)) I = — [5i {ún (X)) + ... + 5„ (a„ (X)) + (/? - w) 5„ ((J„ {x))] = 

1 n /? — n 
= — («Z„(a„(x) + (/?-/2)5„((T„(x)))= — Z„(Q(x ) )+ Z„(x) 

Con lo que | Zp (a„ (x)) \ ^ ^ || x | | . Así 

\\(J„{x)\\ =sup \Zp(an(x))\ ^ 4 | |x|| 
p 

y ((7„) es equicontinua en S ,̂ q.e.d. 
En primer lugar separaremos los conceptos de c-base de Schauder y de 

c-base equicontinua. 

Ejemplo 2.- Una c-base de Schauder que no es c-base equicontinua. 

Es conocido que en el espacio de Fréchet se da las sucesiones que son 
sumables en el sentido de Abel con la topología derivada del sistema de 
normas ( 11 • 11 +Pj) donde: 

\\x\\ = sup X ^'"^^/ y Pj ix) = sup \Xi\ (——¡-) 

(p es denso ([7]). Como quiera que la inclusión Se ̂ -^ sa es continua (€„) es 
una c-base de Schauder de S^ con la topología inducida por sa. No puede 
ser equicontinua porque apHcando el teorema 1, sería una c-base de sa. Pero 
esto no es posible, ya que si 

X= X ^n%(c) 
n=l 

Como la aplicación 

S(x)= lím y t' ^ Xi 

es lineal y continua se tiene que 
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S(x)= X x„(c) 

con lo cual x E Ŝ . Esto implicaría Se = sa lo cual es absurdo. 
El ejemplo que damos a continuación separa las bases de Schauder de 

las equicontinuas y éstas de las c-bases equicontinuas. 

Ejemplo 3.- Una base de Schauder que no es base equicontinua, pero sí 
es c-base equicontinua: 

En el espacio es de las sucesiones sumables, los vectores canónicos (e„) 
forman una base de Schauder. Como la inclusión es ^-^ Se es continua (e„) 
es una base de Schauder de es con la topología inducida por S^ que no 
puede ser equicontinua pues en caso contrario (O sería una base de Se en 
virtud del correspondiente teorema de caracterización para bases [4, pág. 298] 
cosa que es fácil probar que no es cierta. Por otra parte, como c-base sí es 
equicontinua como se vio anteriormente. 

3. EL PROBLEMA DE LA CONTINUIDAD 

El problema que nos planteamos ahora es: Dada una c-base (no necesa
riamente de Schauder), ¿bajo qué condiciones podemos afirmar la conti
nuidad de la s.c.f.a.? El resultado obtenido sigue la idea original de Newns 
y se apoya en el teorema de la gráfica cerrada de De Wilde, siguiendo las 
ideas de [2]. 

Daremos el resultado en un contexto más general que el de las c-bases: 
Sea E un espacio y F un subespacio vectorial de E. Supongamos que 

(Fn) es una sucesión de subespacios de E de tal forma que cualquier elemen
to x de F admite una (única) representación de la forma 

^= Z fn(^) 

donde /„ E F„. Se dice entonces que (F„) es una c-descomposición de F. 
Llamaremos c-descomposición débil a una c-descomposición para la to

pología débil de E, a(E,E'). 
Consideremos las aplicaciones: 

V F—^Fn 

•̂ 1 ^fn 

Es obvio que las aplicaciones T^ son lineales. En el caso de que dichas 
aplicaciones sean continuas, diremos que la c-descomposición es de Schauder. 
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Teorema 2.~ Sea E un espacio ultrabomológico y F un espacio suce
sionalmente completo que admite una red de tipo '€". 

Sea T: E-* F una aplicación lineal y continua. Supongamos que T (E) 
admite una c-descomposición débil en subespacios L„ sucesionalmente cerra
dos en F. Entonces: 

(i) r^o T: E^ F es continua para todo n, 
I n m 

(ii) La sucesión (— ^ YJ ^j""^) es equicontinua. 
^ n rn=\ j=\ ^n 

oc 

(iii) T — ^ T/ o T {c). La serie es c-convergente en la topología de la 

convergencia uniforme en los precompactos de E, cuando en F 
se toma la topología débil. Es decir, en â^ {E, F [a (F, F')]). 

Demostración.- Sea Q la familia de seminormas continuas de F. Sea 
/°° (F) el espacio de sucesiones acotadas de F, que se puede dotar del siste
ma de seminormas g* = (̂ *)̂ eô5 definidas por: 

q*iA) = SVip(q{f„)) 
n 

Como F es sucesionalmente completo y admite una red de tipo % /°° (F) 
admite una red de tipo ĝ  (De Wilde [1]). Sea xGE, La serie 

es (j (F, F')-convergente en el sentido de Cesàro a F(x), con lo cual la suce
sión de las sumas parciales de Cesàro de dicha serie: 

1 « m 

es a (F, F')-convergente y por lo tanto acotada en F. 
Podemos entonces definir la aplicación: 

r : E—>riF) 

"^ n rn=\ j=l \ 

que evidentemente es una aplicación lineal. 
Nuestro próximo objetivo será demostrar su continuidad. Para ello va

mos a basamos en el teorema de la gráfica cerrada de De Wilde. 
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Demostraremos pues que T' tiene una gráfica sucesionalmente cerrada: 
Si {Xi)^x en i? y {T' x¡)^{h^fn^^ en 1°^ (F), habremos de demos

trar que r x = (/zJ^eiN. 

a) Probaremos en primer lugar que (h^n) converge a Tx en la topolo
gía débil de F: 

Sean / E F' y s > O y tengamos en cuenta que: 

1 m n 

\f(Tx-hj\ < |/(rx-rx,)|+ |/(rx,- - Z I XJT(X,))\ + 

m n 

(1) 

Al ser / G F', | /1 E g y del hecho de ser T' X/ -• {h^, podemos dedu
cir la existencia de un /o de forma que: 

Es decir: 

Por otra parte X/ -> x y T es continua, por lo que Txi -^ Tx en F y 
por tanto Tx/ -> Tx en la topología a (F, F'). Esto nos permite escoger U 
con la condición adicional de que 

l/(rx,-rx)| < y si /^ /o 

Las dos últimas desigualdades junto con (1) demuestran que: 

2 P I / 1 w « 

/(rx-Ají ^ -r- + /(rx,- - I I T,-rx,) 

i ^ /o, mEiN 

Tomemos entonces / = ÍQ. Sin más que tener en cuenta la definición de T„, 
tenemos: 
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1 m « 

rx,„ = lím — S Z ^j^^i^ 
m m n=\ 7=1 

en la topología a (F, F'). 
Podemos tomar entonces un mo de forma que: 

/(^-^/o Z E 7̂ ̂ -̂ /o) M "V si m ^ mo 

Por loque \f{Tx-hyy)\ ^ s si m ^ nio. 

b) Veamos ya que T'x = (/2,„). 
Del hecho de ser T'xi -> (h^) en /°° (i^), deducimos que dados e > 0 

y ^ E g, podemos encontrar un /o de forma que: 

ç* (T'Xi-(h^)) ^8 si / ^ /o 

Es decir: 

q f — YJ YJ '^J ^^i "" ^rn) ̂  s si / ^ /o y m G N 

En particular: 

-i m n 

A^^ ~ — YJ Z '̂ 7 ̂ ^i ~^ ^rn en F para m E IN 

Definamos /̂ o = /̂ -i = 0, y probemos que: 

mhm -{m-\)hm-\ + {m-2)hm-2^Lm 

Para m=\ tenemos que Af =-TI TXi-^ hi. Como XiTXjGLi y Li es 
sucesionalmente cerrado, hiGLi. 

Para m = 2, al ser 

^2^= 4 S i ^vTx,= 4 (2^1 Tx^ + ''2 Tx¡) 

converge a /^i, tendremos que: 

2̂ î̂  - lA^^ = T2 Jx, - 2/î2 - 2A, 

Y de la misma forma que antes 2/̂ 2 -2hi^ Lj. 
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Si m > 2 

A^=- [2(m~l)A^ti-{m-2)4l2 + ^mTx;\ 
m 

converge a h^^, de donde 

x^Tx, = mA^^-2(m-l)A^^_, + (m-2)A^^_2 

convergerá a mh^t -2{m-l) h^_i + (m-2) h^_2' 
De nuevo el hecho de ser L^ sucesionalmente cerrado y t^ TXj E L̂ j 

nos asegura que: 

mh^ -2{m-\)hm-i + {m-2)h^^2^L^ 

Puede demostrarse fácilmente por inducción que la n-ésima suma par
cial de Cesáro de la serie: 

^ {mh^ -2{m-l)h^_i + {m- 2) /ẑ _2) 

es hn. Si tenemos en cuenta lo demostrado en a) obtendremos 

oo 

^ {mh^-2{m-\)hm-\ + im-2)hm-i)'='Tx{c) 

donde la convergencia es en la topología débil o (F, F'). Ahora bien, 

X Tm Tx (c) = Tx 

es la única c-descomposición débil de Tx con respecto a (L„). De aquí que: 

mhry, ~-2{m-l)h^_i + (m-2)h^^2 = ̂ mTx 

Serán iguales por tanto las sumas parciales de Ceáro de las series 

^ (mhm -2(m-l)h^_i + {m-2) A _̂2) y Y.'^mTx 

Las de la primera son h^. Las de la segunda forman el término general de 
T'x. Tenemos por tanto que T'x — (h^i). 

Hemos probado pues que T': E-*l°^ (F) tiene gráfica sucesional
mente cerrada. El teorema de la gráfica cerrada de De Wilde nos asegura en
tonces su continuidad. 

Quiere decir esto que si q ^ Q podremos encontrar una seminorma 
continua p en E de forma que: 

q*iT'x)^p(x) 
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Es decir: 
1 n m 

H~ I I TjT{x))^pix) nGJN 

De donde trivialmente se concluye (ii). 
Para concluir (i) basta tener en cuenta las siguientes igualdades: 

1 1 m 

1 m = l 7 = 1 

^ ^ m = l 7 = 1 ^ ^ 1 w = l 7 = 1 ^ 

n m ^ 1 n~ \ m 

n-2 m 

+ (n-2)( X X t ,o r ) si « > 2 

i odas ellas de fácil comprobación y que expresan T„ o T como combinación 
leal de aplicaciones continuas. 

Para acabar, fijémonos en que la sucesión 

- ¿ X ^^°T^T mJ¿¡iE,F[aiF,F')]) 

y ^̂ ê ;1 conjunto 

H={^ i i T,or;«=i,2,...}u{r} 

es \r equicontinuo en ̂ {E, F). 
Coinciden entonces en H, las topologías de la convergencia simple y de 

la convergencia uniforme en los precompactos ([5], §39.4), de donde 

- i I x.oT^T mX{E,F[a{F,F')]) 

que es lo que se afirmaba en (iii), q.e.d. 
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Corolario L- Si E es un espacio bomológico y sucesionalmente com
pleto que admite una red de tipo W, toda c-descomposición débil en subes-
pacios sucesionalmente cerrados E^ es una c-descomposición Schauder. 

Demostración- Al ser E bomológico y sucesionalmente completo es 
ultrabomológico. Apliquemos entonces el teorema con E— F y T—L Ob
tendremos entonces que T„ es continua para todo n. 

Veamos que la c-descomposición débil es una c-descomposición en la 
topología de E. 

Es claro que si 

' • / z = l ^ 

se tiene 

n=\ 

en la topología de E. Esto prueba que 

« = 1 

en ̂ {E) con la topología de la convergencia simple en N. 
Ahora bien, N es o-(£, £")-denso y por tanto denso en E. Por la 

conclusión (2) del teorema 

H={{- Z I T,:« = 1,2,...}U{/} 

es un equicontinuo en E, Coincidirán pues en H las topologías de la con
vergencia simple en TV y en £" de donde concluimos que: 

^ T„ (x) = X si X E £ q.e.d. 

Corolario 2- Toda c-base débil en un espacio bomológico sucesional
mente completo con una red de tipo W es una c-base de Schauder de E. 
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