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Abstract

The object of this paper is to find a general solution to the game called the Number Hides Game -
(NHG). This game, solved in a particular case, appears in the work of Ruckle (1983) where the solu-
tion to the general problem is left unsolved.

El juego que vamos a estudiar y que llamaremos Juego de interseccion
de intervalos finitos, (JIIF), se ha resuelto en el caso particular que queda
contenido en nuestro Teorema 2. Esta solucidén parcial puede verse en
Ruckle (1983) donde deja abierto el problema de encontrar una solucién
general. En dicha obra este juego recibe el nombre de Number Hides Game,
(NHG).

El objeto de este trabajo es encontrar dicha solucién general.

En lo que sigue se supondrian dados tres ntimeros enteros positivos p,
q y N tales que

I<p<N, I<qg<N
Denotaremos con

L=1{1,23,..N}

el conjunto de los V primeros nimeros naturales.
En este conjunto L llamaremos intervalo (finito) [a, b], con a € L,
beL, a<b, al conjunto

[a,b]l={r: re€L, a<r<b}
Denotaremos el cardinal de un conjunto C cualquiera por |C].

En esta situacidon llamaremos juego de interseccion de intervalos finitos
(JIIF) al juego rectangular

JIIF= X, Y, M)

donde los conjuntos de las estrategias de los jugadores I y II vienen defini-
dos por
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X={A: A=[a,b]CL, |[A|<p}
Y={B: B=[a,b]C L, |Bl =q}

y la funcién de pago, que representa la ganancia del jugador 1 y la pé}dida
del jugador II, viene definida por

M(A,B)=|ANB|, A€EX, BEY
Un primer resultado que simplifica la resolucion del juego lo constituye el
siguiente Teorema.
Teorema 1: En el juego JIIF los conjuntos

P={A: AEX, |Al=p}
Q={(B: BEY, |Bi=q}

son clases completas de estrategias para los jugadores I y II respectivamente.

Demostracién: Se omite por su sencillez. ]

Introduciremos en lo que sigue las siguientes notaciones

m=|P|I=N—-p+1
n=|Ql=N—-q+1
A; =i, i+p—1], i=1,2,..,m
Bi=lj, j+q-1], i=1,2,..,n

Una solucion parcial del juego JIIF la da el siguiente Teorema.

Teorema 2: Sip y q son divisores de N las estrategias mixtas £, n para
los jugadores I y II definidas por

z(A,-)=—1% sii=1(p)

£4)=0 paraelrestode A €X
nB)=L sij=1(
7 N

n(B)=0 paraelrestode BEY

son Optimas y el valor del juego es pg/N.
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Demostraciéon: Puede verse en Ruckle (1983) o en Zoroa (1986). ]

Para cada niimero real x denotaremos con [x] su parte entera.

Para abordar la resolucidén general de este juego distinguiremos tres
€asos.

Primer caso:

N+p+1 "
g> [——’—’——] )
2
Segundo caso:
N+p+1
p<qg< [——l’i—] )
2
Tercer caso:
q<p (3)

Evidentemente estos tres casos cubren todas las posibilidades en vista de

que siempre vale -
N 1
p< [ +}29 + ]

Teorema 3: Supongamos que en eljuego JIIF se verifica (1). Si llamamos

| ,[N—p+1:|
§s=| ——
2

Ags1 =[s+ 1, s+p]

la estrategia pura

es Optima para el jugador I y cualquier estrategia B; € Y es Optima para el
jugador II. El valor del juego es v =p.

Demostraciéon: Es evidente que péra todo 4; EX , B EY
M(A;, B)=14; NB;|<p C))
Por otra parte no es dificil comprobar que para 01)a1quier B,- €Y
M (Agsy, B) =454, NBjl=1454,1=p ®))

yaque A;yy NB;=A;4q, 6loque eslomismo,
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N+p+1
____L_] ©

js<s+1, j+q—1>s+p=|: 5

La primera de las (6) resulta de
JSN—qg+1<N—-p+1—-s5s<25+2-s5s=s5s+2=>j<s+1

La segunda desigualdad de (6) es inmediata ya que j — 120 vy
q=s+p. Las(4) y (5) prueban el Teorema.
n

Antes de pasar al segundo caso considerado anteriormente introducire-
mos estas nuevas notaciones

h=q-p

k=[N/q]

r=N —kq

w=[ @ —h)q] 7

_ (+1)p—lr—n*
kk+1

Qw—k+1Dp—[r—nl*
ww+1)

Uy =

donde para cada real x se define

x si x=20

+=
[x] 0 si x<0

Con estas notaciones se puede definir la estrategia mixta & para el juga-
dor I mediante

EA)=aq+b;, i=1,2,..,m

_ (8)
£A)=0 paraelrestode A €X
donde
w—(i—h—1)q .
4= Wt D sii=1l+h(q)
0 siiZl+h(qg)
(&)
Rl Chud/ L RPN
b= ww+1) -

0 si iZn(q)
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y del mismo modo podemos definir la estrategia mixta  para el jugador
IT por

n (Bj)=cj +d]- i=1,2,..,n

n(B)=0 paraelrestode BEY (10)
donde
k—=G-=Dlg _
= xkyn HIF1@
0 si jZ1(q)
(11)
k--Dla oo
d=3 k@&+1) r=ni
0 si jZn(@Qq)

Teorema 4: En el juego JIIF, con las condiciones (2), las estrategias
¢ y n definidas por (8), (9), (10) y (11) son 6ptimas para los jugadores I y 11
respectivamente, y el valor del juego es v, =v,.

Demostracién: La demostracion requiere comprobar las tres relaciones
siguientes

M@A,n)<v, paratodo 4AE€X (12)
ME,By>v, paratodo BEY (13)
© U =U,. . (14

Por el Teorema 1 para comprobar (12) y (13) es suficiente comprobar

MA4;,<v, i=1,2, ...,m' (15)
ME B)=v, j=1,2,..n (16)

Para la (15), fijado i, llamaremos
s=[(—Dlql,  t=i-1-sq
Con esto se puede escribir
M@A;,n)= :2 n(B;) |4; N B;|=8; + 5,
donde

jsl+r

Sl:.zl cf IA]nBll, S2= p dj IA,ﬂB’l
J=

Teniendo en cuenta que si A; N B; = ¢ el término correspondiente al
subindice j en las sumas anteriores es nulo, la primera suma §; contiene a
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lo mas dos términos no nulos que s6lo pueden proceder de entre los valo-
resdej

1 +sq, l1+G+1gqg

Una sencilla discusién conduce a los siguientes casos con sus resultados
correspondientes

k—s)p
1 t<h, =
) St k(k+1)
*k-s)p+h—t
2) t>h, =
) 51 kk+1)

Del mismo modo, la segunda suma S, s6lo puede contener dos términos
no nulos a lo més, cuyos subindices j deben ser algunos de los valores

1+ —-1)q+r, 1+sq+r, l1+G6+1)g+r
lo que permite distinguir cuatro casos que dan los resultados siguientes

_ G+ Dp

A) r<t, t<r+h, Sz_k(k+1)

+D)p+t—r—n
B) r<t, t>r+h, §,="XDP

kk+1)
s+DDp+t—r
C) ¢ t+p, S, = ,
) t1<r<t+p 2 kk+1)
sp
D) t<r, r>t+p S§,=—0Bb —
) <1 P> =T

Para calcular el valor de S; + S, se combinan los casos anteriores
dando lugar a ocho posibilidades obteniéndose los resultados que muestra el
siguiente cuadro

caso 1), t<h caso 2), t>h

caso A) k+1Dp k+Dp+h—t
r<t, t<r+hnh k(k+1) kk+1)
caso B) (k+Dp—r

r<t, t>r+h imposible kk+ 1)
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caso 1), t<h caso2), t>h
caso C) k+Dp+t—r k+Dp+h—r
t<r, r<t+p kk+1) kk+1)
caso D) Mi imposible
r>t+p Kk +1) P

En cada una de estas posibilidades se comprueba inmediatamente que
S; +8; <v; lo que prueba la (15).
Para probar la (16), fijado j, llamaremos

S=[(f— 1)/q]) t=]"‘ 1 —Sq,
O<t<qg-1, j=l4+sq+1

con lo que podemos escribir
M, B)=S, +5,
donde ahora llamaremos

S;= T 4l|4NBl, S= T b|4NB

i=1+h is1+r ;’.l
En la primera suma sblo pueden interesar para i alguno de lés valores
l+(@—-1)g+h, 14+sq+h, 1+ 6+ g+h
y en la segunda
1+@G-1)g+r, 1 +sq+r, 1+@+1)g+r

lo cual da lugar a los siguientes casos para S; y S,

_w—s)p—t+h

h<t S
Ry ’ ! ww+1)
' w—-s)p
2 = = —
) h=t, 51 ww+1)

_w—-k+2+5p
- ww+1)

A) r<t, r+p<l+t S,

w—k+1+s)p+it—r
- w(w+1)

B) r<t, r+p=21+4+1t S,
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=(W—k+1+s)p

=
O r=t ww+1)

, rtps<q+t, S,

_w—-k+s)pt+qt+it—r

D) r=t¢t, r+p>q+t, S, ww+ D)

Con lo cual se llega al siguiente cuadro de valores de S; + 5,

caso 1), h<t caso 2), h=t
caso A) Qw—k+Dp+p+h—t QCw—-k+Dp+p
r<t, r+p<l+t ww+1) ww+ 1)
caso B) Qw—k+Dp+h—r Qw—-k+1Dp+t—r
r<t, r+p=q-+t ww+1) ww+1)
caso C) Qw—-k+1)p+h—t Qw—-k+1Dp
r=t, r+t+psq-+t ww+1) ww+1)
caso D) Qw—k+Dp+2h—r Qw—k+Dp+h+t—r
r=t, r+p>q-+t+t ww-+1) ww+1)

Con estos valores se comprueba que la suma S; + S, = v, con lo cual
queda probada la (16). Sélo falta probar la (14).
Segiin las notaciones utilizadas se tiene

w=[WN—-n)/ql=IWN —q +p)lql=l(kq +r—q +p)ql=
=lk—1+@+p)ql=k—1+I[(+p)ql

por lo que solo caben dos posibilidades

w=k—-1 sir+p<gq
w=k sir+p=q yvaque r<q, psq=>r+p<lq

o lo que es lo mismo
w=k—-1 sir<h
w=k si r=h

Con la primera posibilidad resulta

_Q*k-D—k+Dp—lr—hl*_ (k-—Dp _p_
k—-1Dk (k—1Dk k&

U2

__(k+1)p—[r—h]+_
T e
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y con la segunda

=(2k——k+'l)p—[r—h]+=(k+ l)p—[r——h]+=v
k(k+1) k(k+1) - !

Uy

con lo que (14) queda probada y la demostracion del Teorema completa.
n

Para resolver el caso que nos queda en que se cumple (3) vamos a cam-
biar algunas de las notaciones dadas en (7) por las siguientes.

Llamaremos
h=p—q
k=[Nip] - an
r=N —kp

Los valores de m y n se expresan ahora en la forma siguiente

m=N-p+1=k-1)p+r+1
n=N-q+1=k-1)p+h+r+1

Estas igualdades muestran que las relaciones
i=m (p), j=n@)
son equivalentes a las
i=l+r(@), j=1+h+r(p)

Definiremos ahora las estrategias mixtas ¢ y n para los jugadores Iy II,
respectivamente, por

£(A;)=a; +b;, para i=1,2,...m

(18)
£(A)=0 paraelrestode 4 €X
donde ’
k—G-Dp . _
4= kk+n SIEI®
0 si iZ1 ()
(19)
k—m-dp . _
b= kktDn SIEm®
0 si iZm (p)
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nBj)=c¢+d, vparaj=12 ..,n

- nB=0 paraelrestode BEY
con
k—G-Dlp L
0 si jZ 1 (p)
k—(-plp . . _
4= kk+rn =@
0 si jZn(p)

Con esta notacidén podemos enunciar el siguiente Teorema.

(20)

(€29)

Teorema 5: En el juego JIIF, en el caso de cumplirse la condicioén (3),
las estrategias ¢ y n definidas por (18), (19), (20) y (21) son 6ptimas para los

jugadores I y II respectivamente y el valor del juego es

kg +[q—1]*
kk+1

Demostracién: Seguiremos el método empleado en la demostracion del

Teorema 4.
Bastara demostrar que
M A;,n)<v para i=1,2,..,m
ME B)=2v  para j=1,2,..,n

Para comprobar (22) llamaremos

. s=[G - D/pl, t=i—1-sp
Se tiene
MUA;,MD=51 852
donde

S1 '=jE ¢j |14; N B, S2= X dj|A; N Bl
=1

jsr+h+1

Ahora se pueden distinguir los casos siguientes

=(k—s-l)g
Dast, S ST kT )

_k-=s—-Dqgtqg-—t
k(k+1)

2) q>t, S1

(22)
(23)
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_(s+Dgt+t—r—nh

A r+h<t S

) <t z k(k+1)
+

B) r+h>t, r<t, 5, =8t Da
k(k+1)

C+l)g+it—r
C) r+h<<t+p, t<r, §=
) P BTS2 ST

D) r+h>t+p, S2=-k—?lff-!|_-—l—7

Combinando estos resultados se puede formar el siguiente cuadro de
valores de S; + S,

caso 1), g <t caso 2), g>t

caso A) kq+t—-r—nh kq+q—r—nh
r+h<t k(k+1) k(k+1)
caso B) kq kq+q—t
r+h>=t, r<t k(k+1) k&+1)
caso C) kq+t—r kq+q—r
r+h<lt+p, t<r k(k+1) kk+1)
caso D) kq —q kg —t
r+h>t+p k(k+1) kk+1)

Con estos valores se ipuede comprobar la validez de (22) en-todos los
€asos.
De modo anélogo para probar (23) escribiremos

M B)=S, +5,
donde
S1=E a; ;AtnB]I> S2= b bi |Alnle
]

=1 i=l+r

Se pueden distinguir las siguientes posibilidades para calcular los valores
de Sl' y S2 . '

_(k-9p

) t<h, S = kT
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_(k—s)p+h—t

D t>h S
) > ! k(k+1)
_ s+1)gq
A) r<t, t<h+ _erla
) rsi, T T+ D

_(s+DHg+t—r—n
kk+1)

B) t>r+h Sg

=(s+1)q+t—r
kk+1)

C r>t, r<t+q S,

sq
D) r>t+ S, =—32
) T q 2Tk G+ D)

con lo cual se pueden obtener los valores de la suma S; + S, que se presen-
tan en el siguiente cuadro

caso 1), t<h caso 2), t>h
caso A) k+1)q kg+p—t
r<t, t<h+r kk+1) k(k+1)
caso B) , ol kq+q—r
mposible —_—
t>r+h mpos k(k+1)
caso C) (k+Dg+t—r kq+p—r
r>t, r<t+gq kk+1) kk+1)
caso D ki
) —d__ imposible
r=t+gq k(k+1)

Con estos valores se comprueba finalmente la validez de (23) lo que

completa la demostraciéon del Teorema.
n

Conviene advertir, finalmente, que los resultados encontrados resuelven
el juego en todos los casos por lo que constituyen una solucion general. Sin
embargo el juego en cada caso puede poseer otras soluciones diferentes de las
encontradas. En este sentido debe notarse al comparar los resultados de los
Teoremas 2, 4, 5 que si N es miltiplo de p y de g las estrategias £ y n del
Teorema 2 coinciden respectivamente con las estrategias £ del Teorema 5 y
n del Teorema 4.
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