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Abstract

This paper is devoted to the estimation of the uncertainty, the useful uncertainty and the unquietness
in finite populations when we consider the simple random sampligns with and without replacement.

The estimation is accomplished in four stages:

In the first stage, we examine the analogue estimators of the classical measures (or measures of the
Shannon type) for a sample of size n, and conclude that there is not and exact relation between the expec-
ted values of those estimators and their corresponding population measures. This fact motivates us to study
other measures for the considered problem. This study is developed in the second stage, in which we analyze
the most relevant properties of the quadratic uncertaninty and introduce the quadratic useful uncertainty
and unquietness.

In the third and fourth stages, we examine the last measures for the most elementary samplings in fi-
nite populations: simple random selection with replacement and unequal probabilities, and random selection
without replacement and with graduated variable probabilities. Results in both cases show a satisfactory
behavior.

Finally, and application of the preceding results to Economics is carrired out: the estimation of
income inequality in a population.

Resumen

El objetivo de este trabajo es la obtencion de estimadores insesgados de la incertidumbre, la incerti-
dumbre 1til y la inquietud cuadratica en poblaciones finitas, a partir de una muestra de tamafio n cuando
ésta se selecciona por un muestreo aleatorio con o sin reposicion, asi como estimaciones insesgadas de la
varianza de estos estimadores. Existe, en cada caso, una ganancia de precision cuando el muestreo es sin
reemplazamiento.

Se desglosa esta investigacion en cuatro apartados: en el primero, justificamos la inadecuacion de las
medidas tipo Shannon, en los procesos de estimacion en poblaciones finitas. En el segundo, se estudian las
propiedades de la incertidumbre de orden =2 y se introducen las medidas de incertidumbre util e inquie-
tud cuadraticas analizando las propiedades mas notables d= las mismas. En el tercer apartado examinamos
el comportamiento de las medidas anteriores en las técnicas de muestreo mencionadas anteriormente.

En la ultima seccion, se realiza una aplicacion econémica de la inquietud cuadratica como medida de
desigualdad en la distribucion personal de la renta.

1. INTRODUCCION

Consideremos una pob'acion finita E constituida por N individuos
{wi, ..., wy}, sobre la cual esta definida una variable X que asume unos
valores {xi, ..., x3;} donde x; se repite N; veces
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(32=n).

asi pues, este conjunto de valores lleva asociado un sistema de probabilidades
{p1; --s Pr}>» (0:= N/N). Supongamos ademads que cada valor x; conlleva
una utilidad positiva u; (¥; > 0) (no necesariamente en el sentido de Von
Newmann), con lo que la variable X estd dotada también de un sistema de
un sistema de utilidades {u, .., uy}.

Esta poblacion (que podemos identificar con la variable X), entrafiara
un cierto grado de incertidumbre, incertidumbre 1til e inquietud que tratamos
de medir y estimar a partir de una muestra de tamafio n, {w,, ..., w,} sobre
la que X toma los valores {x,, ..., x;}, con frecuencias absolutas {n, ..., n;},

(3=).

o frecuencias relativas {fi, ..., fs}, (fi = n/n). Esta muestra, que genérica-
mente denotamos por x, lleva asociado un subsistema de utilidades
Consideremos en primer lugar la estimacion de la incertidumbre.

a) Estimacion de la incertidumbre de Shannon

La medida de incertidumbre que cominmente se utiliza (obteniéndose
en muchos campos resultados satisfactorios), es la medida de entropia de
Shannon. Es por ello que nos planteamos en primer lugar el comportamiento
del estimador analogico de este indicador en los procesos de muestreo en po-
blaciones finitas.

Transcribiendo la definicion de la incertidumbre de Shannon de una va-
riable aleatoria X, pueden establecerse las siguientes definiciones:

Definicion 1.1. Llamamos entropia poblacional de Shannon relativa a la
variable X (sobre la poblacion E), que denotamos por H (X), al valor de
la expresion:

M
H(X)=- 3 pi-logp,

Definicion 1.2. Denominamos entropia muestral de Shannon de la mues-
tra x, que denotamos por 4 (x), al valor de la expresion:

k

h(x)=- % fi-logf;

i=1
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El sesgo del estimador, dependera de la técnica de seleccion empleada
para obtener la muestra; en este trabajo se consideran los muestreos aleato-
rios con y sin reposicion.

En un intento de obtener el sesgo de este estimador, calculemos su espe-
ranza:

Efh (x)]=E[—i=§1frlogﬁ]

que introduciendo una variable auxiliar e, que nos indique el numero de
veces que el valor x; es seleccionado en la muestra, resulta:

1 M .
Elh(x)]=-— E[ Y e:log %]:

—H(—l— l)—i S Efe, log el
- n 9 " n n = 1 g 12

Teniendo en cuenta la desigualdad de Jensen y la concavidad (hacia
arriba) de la funcion f(x) =x - log x, se obtiene:

Ele;-loge] < E(e;-log E (e)

y no existe relacion general exacta entre ambos miembros de la desigualdad;
cun lo cual no puede obtenerse un valor exacto de la esperanza de este esti-
mador, ni por tanto el sesgo del mismo.

Nota 1. La distribucion de la variable auxiliar e; depende del proceso
de seleccion. Cuando el muestreo es aleatorio con reposicion, la distribucion
conjunta de la variable aleatoria (e, ..., €)) es polinomial, cuya funcion de
cuantia es:

n! o e il
Plewwe=——r sisits  (Tea=n)

10 ... Epfn i=1

si el muestreo es aleatorio sin reemplazamiento, la distribucion conjunta de
las variables e; es una hipergeométrica generalizada, cuya funcion de pro-

babilidad es:
MBS
e, | (574 . M
N ’ ( '")
()

(*) En el Apéndice I figuran los momentos de esta distribucion.
(**) En el Apéndice 11, figuran los momentos de esta distribucion, también llamada poli-hipergeo-
métrica o multi-hipergeométrica.

P (e,, ceny eM):

**)
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Nota 2. Si tratasemos de obtener directamente la esperanza del estima-
dor, llegariamos a obtener expresiones inmanejables que no nos permiten
obtener el valor de tal esperanza. Para el muestreo con reposicion, se obtiene:

M
[y, s mpg 1, ¥ n;=n
i=1

J»0 < ny < min {N;,n}, i=1,.. M

y para el muestreo sin reemplazamiento, se tiene:

E[igkllni-logni]: ) (i nijlognij).
(15 s pgg ), ii n;=n

J»0 < ny < min {M;,n}, i=1,. .M

N N N
.ae [IZ,...,M](no(:)j) (na(::)j) / (n)

Nota 3. Los dos principales inconvenientes que no hacen operativa la
medida de incertidumbre de Shannon en los procesos de muestreo son: la es-
casa manejabilidad de la funcion logaritmica en el muestreo finito (en el que
invariablemente aparecen sumatorios), como se vio al calcular la esperanza
del estimador, y el hecho de que muestras diferentes pueden proporcionar la
misma incertidumbre muestral, motivo por el cual aparecen las complejas ex-
presiones de la nota anterior.

b) Estimacion de la incertidumbre dtil (tipo Shannon)

Transcribiendo las definiciones de las medidas de incertidumbre util
dadas por P. Gil y M. A. Gil de un campo A, a una poblacion finita E y a
una muestra x, se tiene:

Definicion 1.3. Llamamos incertidumbre util poblacional, relativa a la
variable X, que denotamos por HU (X) 6 HU (pi, ..., Py, Ui, ..., Upy) al
valor de la expresion:



ESTUDIO DE ESTIMADORES INSESGADOS 385

M
HU(X)=- ). p; ———— log p;

o E ( )
donde

M
E@w)= Z] piu;.

Definicion 1.4. Denominamos incertidumbre util muestral, relativa a la
muestra x, y que denotamos por hu (x) 6 hu (fi, ..., fy, W, ..., %), al valor
de la expresion:

hu (x)=— Zf

LfE G ek

donde por E, (¥) denotamos la esperanza muestral de las utilidades.
Para la medida de M. A. Gil, se tiene:
Definicion 1.5. Llamos incertidumbre util poblacional, relativa a la varia-

ble X, y que denotamos por HU (py, ..., Pas, Us, ..., Uy) 6 HU (X), al valor
de la expresion:

M
u.
HU (X)=- ;1o : ;
X) i;p . Ew P
Definicion 1.6. Denominamos incertidumbre util muestral, relativa a la

muestra x, y que denotamos por hu (fi, ..., fx, U1, ..., 4x) O hu (x), al valor
de la expresion:

k .
()=~ 3. filog =

Si intentamos calcular la esperanza de estos estimadores, nos encontra-
remos con los mismos problemas que en la entropia de Shannon:

— Cuando se introduce la variable auxiliar, los inconvenientes son idén-
ticos a los anteriores.

— Si empleamos el método directo, las expresiones finales resultan algo
mas sencillas, por cuanto muestras distintas, proporcionan una incer-
tidumbre util diferente, pero en cualquier caso se obtienen relaciones
tan complejas que nos imposibilitan la obtencion del valor esperado
de estos estimadores.
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c) Estimacion de la inquietud

Se entiende por inquietud, la incertidumbre debida exclusivamente a las
utilidades, que pueden obtenerse como la diferencia entre la incertidumbre
util y la indeterminacion debida a las probabilidades (entropia de Shannon).

Formalmente, pueden establecerse las siguientes definiciones, basadas en
la medida propuesto por M. A. Gil.

Definicion 1.6. Llamamos inquietud poblacional de una variable X, que
denotamos por HU* (p,, ..., Pa, Uy, ..., Uy) 0 HU* (X), al valor de la ex-
presion:

M u:
HU*(X)=-Y p;1 '
() igl,pl Og E(u

Definicion 1.7. Denominamos inquietud muestral, de una muestra x y
que denotamos por hu* (fi, ..., fy, Ui, ..., ) 0 hU* (x), al valor de la ex-
presion: '

U;
E, (u)

k
hu* (x) =~ Zl filog

En un principio, podriamos pensar que este estimador tendria un mejor
comportamiento en los procesos de muestreo en poblaciones finitas que los
anteriores, dado que la probabilidad no figura explicitamente dentro de la
funcién logaritmica, quedando asi eliminado uno de los factores aleatorios.
Sin embargo, al calcular la esperanza del estimador se observa que E, (u) de-
pende de la muestra y por tanto, perdura una componente aleatoria en el
.argumento de la funcion logaritmica, lo que de nuevo nos imposibilita la
obtencion del sesgo de este estimador. .

Nota 4. Podrian darse situaciones particulares que nos permitieran cons-
truir un estimador insesgado de HU*, como:

— Caso de conocer E (1) en la poblacion.
— Si conociésemos el max {u} y definimos las utilidades relativas como:
1 .

V= ui/mflx {ui} .

— Otras condiciones mas generales, que con una eleccion adecuada del
origen del referencial obtendriamos tal estimador insesgado.

Sin embargo, no se han desarrollado tales alternativas por considerarse
como situaciones muy puntuales y que no nos permiten un tratamiento gene-
ral del problema.
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2. INCERTIDUMBRE, INCERTIDUMBRE UTIL E
INQUIETUD DE ORDEN =2

Dado los inconvenientes que presentan las medidas de incertidumbre
“tipo Shannon” en los procesos de estimacion en poblaciones finitas, estudia-
mos en esta seccion la incertidumbre, incertidumbre 1til e inquietud de orden
B =2, que como veremos en el proximo apartado tienen un buen comporta-
miento en las técnicas de muestreo.

a) Incertidumbre cuadratica. Propiedades

Definicion 2.1. Se denomina incertidumbre cuadratica poblacional, de la
variable X, que denotamos por H? (py, ..., p), H*(X) 6 H?*(E) al valor
de la expresion:

M

H*(X)=H? (s, .. pw)=-2 ), (o} -p)=

M M
=2- ¥ pt-p)=2(1-% pt). ™)

Donde la ultima igualdad expresa la incertidumbre cuadratica en términos de
la distancia de Bayes, o energia informacional de Onicescu.
Algunas de las propiedades mas destacables son:

1) La entropia cuadratica es una funcion continua y simétrica de sus
argumentos.

2) H?*(X) es no negativa, anulandose si y solo si la variable es dege-
nerada.

3) La incertidumbre cuadratica de una variable es maxima cuando
todos los resultados son equiprobables, en cuyo caso es una funcién
creciente del nimero de valores distintos, siendo su cuantia:

2(1-1/M)

4) La medida de entropia cuadratica es una funcion concava (hacia
arriba) de sus argumentos.
5) (Propiedad de ramificacion). La incertidumbre de orden 2, satisface:

(*) Esta medida es una particularizacion de la entropia no aditiva de orden f, definidas por
Havrda y Charvat como:

1
21-F_1

H (X)= Y @f-p)



388 RIGOBERTO PEREZ

P
H*(py, .. pp) = H? (D1 + P2, Ps, ---,PM)+(p1+P2)2'H2(p1I:p2’ ) +2p2)

6) Sea {p, ..., p} donde suponemos que p; < p,, Si construimos un
nuevo sistema de probabilidades {pi, ..., piy} con pi=pi+¢, pr=

=p,—¢, pj=p, [=3, .., M; siendo 0 < & < (p.— p1)/2, entonces
se verifica:

H?*> @, ... D) > H* (D1, ..., P11)

7) Sea A =(a;) una matriz doblemente estocdstica, si definimos un sis-
tema de probabilidades {p, ..., pj} de forma que

M

/) —

Pi—z a;pj,
j=1

entonces se cumple:

H? (1, ...x Pa) < H* (P4, ..., PM)

Mz

p,sz (alj, . an) < H*? (p’la eees ij)

]
—_

J

La entropia cuadratica cumple las principales propiedades que hacen a
la entropia de Shannon adecuada como medida de incertidumbre, y su carac-
terizacion axiomatica fue establecida por Forte and Ng. y Daroczy.

b) Incertidumbre util cuadratica. Propiedades

Definicion 2.2. Llamamos incertidumbre util cuadratica poblacional, que

denotamos por HU? (pi, ..., Pas, Ui, ..., Upy) 0 HU? (X), al valor de la ex-
presion:

a0 =2+ 3 p (E2 —p)

i
Sus propiedades mas significativas son:

1) La incertidumbre util cuadratica es una funcion continua y simétrica
respecto a los pares (p;, u;).
2) La incertidumbre util cuadratica es mayor o igual que la entropia

cuadratica, alcanzandose la igualdad solo y cuando las utilidades
coinciden.
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3) HU?(X) esinvariante frente a homotecias positivas, con respecto a
las utilidades.

4) (Propiedad de ramificacion). La incertidumbre util cuadratica sa-
tisface:

HU? (p1, ..., Pasy Uny ooy Upg) =

. 2 Dty + P2 Us

=HU (p,+p2, P35 s Dits ———p1+p2 , Us, ...,»uM)+

2 )2
(p12+p22) [ w) E(u)+2u1u2].HU2( P , p s U, uz)
Ui+ uz D1ty + paup Di+Dp2 Dit+p2

¢) Inquietud cuadratica. Propiedades

Basandonos en la incertidumbre util y la entropia cuadratica, podemos
establecer la siguiente definicion:

Definicion 2.3. Llamamos inquietud cuadratica poblacional, relativa a la
variable X, que denotamos por HU*? (py, ..., par, i, .., Upy) 0 HU*? (X),
al valor de la expresion:

HU*Z(X):zoiép,.(E(f‘ -1)

1

Sus propiedades mas importantes son:

1) HU** (p\, ..., Py, Ui, ..., Uy) €s una funcion continua y simétrica
respecto a los pares (p;, u;).

2) La inquietud cuadratica poblacional toma un valor no negativo,
anulandose si y solo si las utilidades coinciden para cualquier valor
de la variable.

4) La inquietud cuadratica es invariante frente a homotecias positivas,
con respecto a las utilidades.

5) (Propiedad de ramificacion). Esta medida satisface:

HU*? (pl, cees DM Uty ooy uM)z

— HU* Pt patls
=HU (pl +p2, P3s o5 Dups o +p2 s Uty euey uM)+
E (u) D1 D2
+i4p (—=__Ypyuw :  u
@1 +p2) (p1u1+pzuz ) (P1+P2 pip 2)
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6) Sea X una variable con sendos sistemas de probabilidades y uti-
lidad {pi, ..., par}s {ws, ..., up} respectivamente; donde u; > u,,
pr >0, y p, > 0. Si definimos un nuevo sistema de utilidad
{u, ..., upy} que comple: u, < Uy < wy; Uy < Uy < Wy, U= Uy
i=3,.., M, yademas:

M M
E@w= _Zl piu=EW)= ‘Zl Di U
entonces, se verifica:

HU*? (pl, vees DM ull, ceey u;w) < HU*? (pl, vees DMy Uiy ooy uM)

7) Puede obtenerse HU*? como una funcion de los cocientes entre
cada dos utilidades asignadas a los valores de X, esto es

M M
u.
HUR(X)=2-Y (L 1)

i j=

8) Sea A = (a;) una matriz cuadrada doblemente estocastica, si de-
finimos un nuevo sistema de utilidades {u}, ..., #},}, de modo que:

M
u:' = Z a,'j uj,
j=1
entonces se cumple que:

HU* (1M, .., 1M, dl, ..., uh) < HU* (M, ..., 1/M, s, ..., ty))

d) Medidas muestrales

Transcribimos ahora las definiciones anteriores para una muestra x
de tamafo n.

Definicion 2.4. Llamamos incertidumbre cuadratica muestral, relativa
a una muestra de tamafio n, que denotamos por 4% (fi, ..., fi) O por
H? (x), al valor de la expresion:

. k k
H©=2-Y f1-H=2(1-% /7)

i=1

Definicion 2.5. Denominamos incertidumbre util cuadratica muestral
de una muestra x de tamafo », que denotamos por HU? (x) o por
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me (fi, .os fr» Uy, ..., 4g), al valor de la expresion:

E, (u)

HUH =2 Zf( ):2(2"1 jé %ﬁf;_ziﬁl)

Definicion 2.6. Llamamos inquietud cuadratica muestral, de una muestra
de tamafio n, x, que denotqmos por hu*: (fi, .., fr» Uiy ...y U) O pOT
HU *2 (x), al valor de la expresion: .

mos=2 Sa( B0 )= (§ £ L)

l

Estas medidas muestrales seran consideradas como estimaciones de las
correspondientes medidas poblacionales (obtenidas por el método de andlo-
gia); sin embargo, como se vera en la proxima seccion tales estimadores resul-
taran sesgados.

3. ESTIMADORES DE LA INCERTIDUMBRE,
LA INCERTIDUMBRE UTIL Y DE LA INQUIETUD

En este apartado, se obtienen estimadores insesgados para las anteriores
medidas, asi como una estimacion de sus varianzas, para los métodos de se-
leccion con y sin reposicion.

3.1. Estimador de la incertidumbre cuadratica poblacional(*)
a) Estimador insesgado

Teorema 3.1. En un proceso de seleccion aleatorio con reposicion, el es-

timador:
e (1-57)

A n
H; (x) = o1 by (fr, oo o) =
es insesgado para estimar H? (X).

Teorema 3.2. Cuando el método de muestreo es aleatorio sin reemplaza-
miento, el estimador:

(H2 (@) =

N-1 n ) ., N-1 n
¥ B (fis o fO=2 == — (1

Zﬁ)

i=1
es insesgado para estimar la incertidumbre cuadrética poblacional.

(*) Un tratamiento mas extenso de este apartado, incluyendo algunas aplicaciones, puede verse en
Pérez, R., Gil, M. A. and P. Gil (1985).



392 RIGOBERTO PEREZ

b) Varianza de los estimadores

Teorema 3.3. En un proceso de seleccion aleatorio con reposicion, la
A
varianza del estimador H? (x), viene dada por:

Var (B2 (x)) =

M 2
;p%) +

i

4
n(n-1) {(6"4")(

+4(n—2)(ips)+2(i§p%)}= *)

=[4(4n-TVH*X)+6—-4n) (H*(X)*-12(n-2)H*(X)] /n(n—-1)

Teorema 3.4. Si la muestra se obtiene de forma aleatoria sin reposicion,
entonces la varianza de (H? (x))°, es:

4
(n-1)(N-2)(N-3)

Var (H? (x))) = . {[6N(N— D-6n(n—1)-

—4nN(N—n)](.

1

M 2 M‘
Y7 ) +AN-DW-m (-2 (L )+

M
+R N+ 1) (N-n) (N-n—1)/ N ( _lp,?)—2(N—n)(N~n—1)/N}:

1

[N (4n—T)— (n+ 1) H? (X) +

_ (N —n) 4(N-1)
T Tam-1)(N-2)(N-3) { N

+[(6—4n) (N—1)+2n) (H> (X))*— 12 (n—2) (N 1) H? (X) }

Por lo general, estas varianzas no seran conocidas, por lo que nos plan-
teamos su estimacion a partir de la muestra de tamafio n, x.
c) Estimacion de las varianzas

Teorema 3.5. En un proceso de seleccion aleatorio con resposicion,

(*) Donde H*, esla medida de entropia no aditiva de orden f=3.
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2n
m-1)(n-2)(n-3

Var (H2 (x) = ) {n(3-2n) (H? () +

+6n(n—1)H: (x)+2@n-1)(n-1) H2 (x)}
es un estimador insesgado de Var (ﬁ: (x)).

Teorema 3.6. Cuando el método de muestreo es aleatorio sin reempla-
zamiento, el estimador:

Var (H2 (x)))=n (N-n) (N~ 1) {[(6 —4n) (N — 1)+ 2n] n (H7 (x))* —
—12n(n-1)(N-2) H} (x) +4[@n—1) N=Tn—1] (n— 1) H? (x)} -
*(I/N*(n-1y(n-2)(n-3))

es insesgado para estimar Var ((ﬁ} ).

3.2. Estimador de la incertidumbre util cuadratica poblacional
a) Estimadores insesgados

Teorema 3.7. En un proceso de seleccion aleatorio con reposicion, el
estimador:

AU ()= —

1 Wiz (fry ooy foo Uty ooey Up) =

nz—nl (i i if’j;)

i=1 j#i Ui

es insesgado para estimar la incertidumbre util cuadratica de esa poblacion a
partir de una muestra de tamafo ».

Teorema 3.8. Cuando la muestra se selecciona de forma aleatoria sin
reposicion,

N-1 n 5 _ N-1 n "
N a1 ®=2—% n-1(.Z

k
i=1 j#i

(HU? (x)) = % 15)

es un estimador insesgado de la incertidumbre util cuadratica poblacional.



394 RIGOBERTO PEREZ

b) Varianza de los estimadores

Teorema 3.9. Cuando el método de muestreo es con reemplazamiento, la
varianza del estimador de la incertidumbre util cuadratica, viene dada por la
expresion: '

1

Var (HU? (x)) = e {-2@n-3@HU X +0-2) BEU () +

+3HU®(1/X)+4HU*(X)]+2HU*(X»)+ 6 (n-2) H® (X) +

M
‘+2(2n—3)H’(X)-—16(n—2)[;p,?(£lf."‘—) -pi)+

e %t (uE(2)-0)]) *

Teorema 3.10. En una técnica de muestreo aleatorio sin reposicion, la
N
varianza del estimador (HU? (x))°, es:

Va’«@"z("»‘):n(:-l) Nz;l {e-20-3 NNZ NA—I3
—n(n-1) N]fl ] (HU:,(X»: + x:; NA—,3_ 3("4—2) '
-[HU’(X)+HU’(1/X)]+% N;,Sl x:;' [HU? (X?) + H?* (X)] +
+ x:; N]f 3 (n—2) [HU? (X) + (3/2) H* (X)— H? (X)] -
s S E A )

+.-§. P Em-p)] }

(*) Por 1/X, denotamos la variable que toma los mismos valores que X pero donde las utilidades
asociadas a cada valor es el inverso de la utilidad original y por X? aquella que asocia utilidades cua-
drdticas.
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c) Estimacion de las varianzas

Una vez obtenidas las varianzas de estos estimadores, construimos
ahora estimadores insesgados de las mismas a partir de la muestra x.

Teorema 3.11. En un proceso de seleccion aleatorio con reposicion, el
estimador:
u?
/|
- +1 ) nn e
(u,? P

‘R2@n-)nn+nmn-1)(m+n)—nn-1]+

k

—~ Az 4 ;
Var (H; (x))= nn-12n-2)(n-3) { ,-;1 j#i

&k w uu w
+Y Y 2(2‘1‘;‘+—Julz_—l+\W)n,‘njn,[—2(2n—3)n,-+n(n—l)]—

k k k k

—2@n-3) Y Y Y Y A n,n,n.n,,}

i=1 j#i 1#£i h#i uu
1#j Z#;l

=5 insesgado para estimar la varianza del estimador de la mcert1dumbre atil
cuadratica poblacional.

Teorema 3.12. Cuando la muestra se selecciona de forma aleatoria sin
reposicion,

—~~ A2 = 1 N——n N—‘l
Var (H? (x))) = nn—1)(n-2)(n-23) N N
k k.2 N 1 (=2 (n=3)

. _J :

{i; j#i( } +1)nln] [ n@-1)

N-2 N-3 N-2 o N—n+1]+
N-1 it 1 N

kK k k 2 _ _ _
+_Z Z 2(2—3—4-&1—4‘ u; )ninjnl Z—rll [(nn?r)lgnl)” +
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 N-2 N-3y N-27 &
N-1 N ™ N]+

.[(n—2)(n—3) N-2 N-3

ntn-1)  N-1 N ”""f”‘”"}

es una estimacion insesgada de la varianza del estimador.

3.3. Estimador de la inquietud cuadratica poblacional
a) Estimadores insesgados

Teorema 3.13. En un proceso de seleccion aleatorio con reposicion, el
estimador:

HUP ()= —— hu*? ()= —

(rzl _IZ ui ff_l)

es insesgado para estimar la inquietud cuadratica poblacional, HU *? (X), a
partir de una muestra de tamafio ».

Teorema 3.14. Cuando la muestra se selecciona de forma aleatoria con
reposicion,
~ N-1 n
HU (x)) = ——
S

hu*}, (x) =

:2__1_ (

k
N n— g‘ ff_l)

u'M x

es un estimador insesgado de la inquietud cuadratica poblacional.

b) Varianza de los estimadores

Teorema 3.15. Cuando el método de muestreo es con reemplazamiento,
la varianza del estimador de la inquietud cuadratica, viene dada por:

1
nn-1)

+4(4-3n) HU* (X)+3 (n—2) [HU* (X) + HU* (1/X)] + 2HU ** (X?)}

Var (HU? (x)) = {(6—4n) (HU** (X))* +
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Teorema 3.16. En una técnica de muestreo aleatorio sin reposicion, la
varianza del estimador (HU *2 (x))°, es:

(N-n)

Var (HU? (x))9) = n(n—-1)N(N-2)(N-3)

{l(6-4n) N+

+6(m- D] NHU* X)P+4(N-1)[4-3n) N+2 (n+ )] HU* (X) +
+3(m-2)(N-1) N[HU® (X)+
+HU* (1/X)]+2 (N- 1) (N-n— 1) HU* (X?)}

c) Estimacion de las varianzas

Teorema 3.17. En un proceso de seleccion aleatorio con reposicion, el
estimador: '

Var (HU (x)) = :

n-12m-2)(n-3

) {n’ (6 — 4n) (hu*} (x))* -

—4n (Bn-2) (n— 1) hu*2 (x) + 3n* (n - 1) [he*3 (x) + h*2 ()] = (%)
~2n (n— 1) hu*2 (x*)}

es insesgado para estimar la varianza del estimador de la inquietud cuadrati-
ca poblacional.

Teorema 3.18. Cuando la muestra se selecciona de forma aleatoria sin
reemplazamiento,

n(N-1)(N-n)
N3n-1>n-2)(n-3

Var (HU*2 (1)) = s (26 -4n N+

+6 (n— D] (hu* (x))* + 3n (n - 1) (N - 2) [hu*; (x) + hu*; (1/%)] -
-4(m-D[Br-2)N+4n+ 21 hu*2 (x)-2 (n— 1) (N—n—1) hu*? (x?)}
es un estimador insesgado de Var ((ﬁi],;“ x)9.

Nota 5. Como se observa, los estimadores insesgados mantienen la mis-
ma estructura en cada método de muestreo. Para el muestreo con reposicion,
los estimadores que se obtienen, se denominan: cuasi-incertidumbre, cuasi-
incertidumbre util y cuasi-inquietud cuadrdtica puesto que mantienen un es-
quema analogo a la estimacion de la varianza.

(*) Por 1/x y x? dnotamos la misma muestra, donde se consideran las utilidades inversas y cua-
draticas respectivamente.
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3.4. Ganancia de precision

Teorema 3.19. Los estimadores de la incertidumbre, incertidumbre 1til e
inquietud cuadratica poblacionales en el muestreo con reposicion tienen una
mayor precision que en el muestreo con reemplazamiento.

Nota 6. El incremento de la varianza, en todos los casos, es una funcion
de la varianza del estimador en el muestreo con reposicion, de la misma va-
rianza cuando la muestra es de tamafio 2 y del cuadrado de la medida pobla-
cional; manteniéndose constantes los parametros de la funcion.

Nota 7. Basandose en la entropia condicionada de orden B (Darozcy,
1970) se ha definido (Gil, M. A., Pérez, R. and 1. Martinez, 1986) la informa-
cion mutua de orden B =2, que presenta una mejor adecuacion a los proce-
sos de estimacion que su homologa la cantidad de informacion de tipo
Shannon.

En el trabajo citado, se obtiene un estimador insesgado de la informa-
cién mutua asi como una estimacion insesgada de su varianza a partir de una
muestra de tamafio n seleccionada por un método aleatorio con reposicion.
La simulacién de muestras aleatorias de una poblacion normal por este mé-
todo de seleccion corroboran la idoneidad de la cantidad de informacion
cuadratica.

4. LA INQUIETUD CUADRATICA COMO MEDIDA DE DESIGUALDAD

En esta seccion se plantea una aplicacion de la inquietud cuadratica
como medida de desigualdad (de renta), tanto en su aspecto teorico como en
su estimacion a partir de una muestra de tamafio ».

Toda medida de desigualdad descomponible y satisfaciendo las propie-
dades de: Normalizacion, independencia del tamario poblacional, invariante por
homotecias, 1a condicion de Pigou-Dalton y continua es de la forma(*):

IN(X)zé-//( 500 )P

siendo ¥ (x) una funcion definida para cada numero f real como:

#-1 sip<o0

—logx si =0
YR =yYg(x)=( 1-x si0<f<1

x+logx si f=1

xF -1 si p>1

(*) Siguiendo la axiomdtica de D. Zagier. Otras caracterizaciones fueron dadas por: F. Bourguig-
non, F. A. Cowell y A. F. Shorrocks.
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Si denotamos por X la variable renta, y consideramos la utilidad aso-
ciada a un individuo como la renta del mismo (u; = x;, suponemos que toda
renta es positiva), entonces la inquietud cuadratica poblacional puede expre-
sarse como:

HU*’(X)=2§ (E(X) 1)

t

El indicador:
DY (X)=HU**(X)/2

puede ser interpretado como una medida de desigualdad, siendo la particula-
rizacion f=-1 de las medidas generalizadas aditivamente descomponibles.

Ademas de los axiomas exigidos en su caracterizacion, otras propieda-
des importantes de esta medida son: simetria o imparcialidad, el principio de
transferencia regresivo, maximalidad o acotacion y S-convexidad.

Nota 8. Cumple también las caracteristicas de comparar (por cociente)
todas las rentas individuales y, confrontar la renta per-cépita de toda la po-
blacion respecto a las rentas per-capita de cada grupo.

En cuanto a la estimacion de la desigualdad existente en una poblacion
finita E, a partir de una muestra de tamaifio n, transcribiendo los teoremas
3.13 y 3.14, se tiene:

Teorema 4.1. En un proceso de seleccion aleatorio con reposwlon el
estimador:

di(x)= —1 D)= —

(55 )

es insesgado para estimar la desigualdad de renta en la poblaciéon E, DY (X).

Teorema 4.2. Cuando la muestra se obtiene por un método aleatorio con
reemplazamiento, el estimador:

(@i (x)=

Nln —ln(

R
)
Il
<
=
|
mM”‘
™M=
|
=
5
N

es insesgado para estimar DY (X).
Los siguientes teoremas nos proporcionan una estimacion de la preci-
sion de estos estimadores.

Teorema 4.3. Cuando el método de muestreo es aleatorio con repo-
sicion,
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Var (d7 (x)) = {n (6~ 4n) (D, (¥) —2n (3n—2) (1= 1) D"y () +
+(9/16) n* (n - 1) [D% (x) + D% (1/x)] -
—n@m-1) D ()} (n—1)* (n-2) (n—3) ™

es un estimador insesgado de Var (d’] (x)).

Teorema 4.4. En un método de seleccion aleatorio simple sin reemplaza-

miento, el estimador:

Var (d5 (9))=n(V-1) (N-2) {n [(6 - 4n) N +
+6 (-] (D" (x)*+(9/16) n (n— 1) (N = 2) [D' (x) + D, (1/x)] -
—2(m-1)[3n-2) N+4n+2] D" (x)—
—m-1)(N-n+1) D" (x)} /N*(n—-1)*(n-2) (n-3)

es insesgado para estimar Var ((d] (x))°).

Estos ultimos teoremas ponen de manifiesto el buen comportamiento de

las medidas de desigualdad aditivamente descomponibles en orden —1 en los
procesos de estimacion en poblaciones finitas.
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APENDICE |
A.1. MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION POLINOMIAL

Sea (e, ..., e)) un vector aleatorio con distribucion polinomial de
parametros:

n, Diy .y Prs ( : pi=1 )

1

entonces:

(A.l.1) E(e)=np;
(A.l2)  E()=npl(n-1)p;i+1]
(A13) E@E@=npn-D(n-2)p?+3(n-1)p+1]

A14) E@E)=np[(n-1)(n-2)(n-3)p}+6(n—1)(n-2) p} +
+7(m-1)p;+1]

(A.1.5)  Var(e)=np;(1-p)

(A.16) E(ee)=n(n-1)pp;

(A.1.7)  Cov (e;e)=—np; p;

(A18) E(2e)=n(mn-1)p;pl(n-2)p+1]

(A19) E(de)=n(mn-1)pipln-2)(n-3)pi+3(n-2)pi+1]

A1L10) E(e)=n-Dppln-2)(n-3)pip+n-2)@:i+p)+1]
(A.111) E(e;e;e))=n(n—1)(n—2)p;p;p:

(A112) E(eege)=n(m-1)(n-2)pip;p:[(n-3) pi+1]

(A.1.13) E(eejr1e)=n(n—1)(n—2)(n—3)p;p;p: P
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APENDICE Il
A.2. MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION POLI-HIPERGEOMETRICA

Sea (e, ..., epr) un vector aleatorio con distribucion poli-hipergeométri-
ca de parametros N, Np,, ..., Npy, y n. Entonces:

(A21) E(e)=np;

(A22) E()= x:'l' np,-[NA_’n (-1 pi+1]

N- N N
(A23) E()= N_'l' i w7 =D @-Dp+
N N-2n
+3 o= (@-Dpi+ ]

3249 E@=N"T w1 2 A e-De-2)-

N N

. - 3 - - — 2
(=3Pl +6 s s (=1 (=D +
N IN-1ln+1 N(N+1)—6n(N-n)
Sl 2 M Gt Ry vou sl H N VA V)

(A2.5) E(ee)= N_A-,T n(n-1)pip;

N-n N N
(A26) E@e)= 57 5 "~ Dpp[5— 0-Dp+1]

N-n N N N
(A'2'7) E(le}z)— N—1 N-2 N-3 n(n—l)p,-pj[—]-\—r_—n (n—2)-

(=3 pipi+(n-2) Pi+p) + iv__Yth—]
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N-n N N N

3e)= — . ;| —— —)) e

A28) E@e)=3—7 y3 y3"0-Vrn[5 02
“n+1
-m—$ﬁ+3m—ag+ﬁLéﬁ;]

N N
(A29) E(eee)= N_1 N_2

n(n-1)(@m-2)p;pip

N-n N N
(A210) E(ee)= n(n—1)(n-2) p;p;p: -

N-2 N-3
N
[v= a-3p+1]
N N N
(A2.11) E(eeeie))= N1 N—2 N_3 nin-1)(n-2)-

(n—3) pi p; p1 Ps



