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Abstract 

In this work we obtain all possible orders of the automorphisms of bordered Klein surfaces of 
genus 2, and besides the signatures of NEC groups associated to those automorphisms are charac­
terized. 

I. Un grupo NEC [12] r es un subgrupo discreto del grupo de isome-
trías del plano no euclídeo í/,'con espacio cociente U/r compacto. 

Los grupos NEC se clasifican de acuerdo con su signatura [8], que es 
una expresión de la forma: 

fe;±;[mi, ,..,mth {(nn, ...,nisi)i= 1, ..., ^}), 

donde g es el género topológico de la superficie C//r, el signo " + " ó "—" in­
dica si la superficie es orientable o no, los m/ > 2 (períodos propios) repre­
sentan el orden de ramificación de los puntos del interior de la superficie 
para la proyección canónica p: U -^ U/r, los JÍÍJ ^ 2 (períodos de los ciclos 
períodos) representan los órdenes de ramificación de los puntos de la fronte­
ra de la superficie para la aplicación canónica anterior, y /r es el número de 
agujeros de la superficie. 

La signatura de un grupo NEC determina una presentación del mismo 
dada por los generadores 
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* Parcialmente ayudado por la CAICYT. 



228 J. A. BUJALANCE 

y las relaciones 

i) x?^f=i^ / = l , . . . , í 
ii) Cij -1 = Cij = (Cff - ^Cij'Tif = 1 ( / = 1 , . . . , / : ; / = 1, ..., s^) 

iii) ef^CioeiCi= I, i=l,...,k 
iv) (si el signo es + ) x i , ...,Xtei, ..., ej^ai biüi^bi^, ...^agbgUg ^bg^ = I 

(si el signo es —) Xi, ..., x^e^, ..., ejçdl,..., dg = 1. 

A partir de ahora las letras x,a,b,c,dyese usarán para designar los 
generadores del grupo. 

Una superficie de Klein (S.K.) [1] es una superficie con o sin frontera 
dotada de una estructura dianalítica; los automorfismos de estas superfices 
son homeomorfismos dianalíticos. 

La relación entre grupos NEC y S.K. es una consecuencia de los resul­
tados siguientes debidos a Preston [11], Alling-Greenleaf [1 ] y May [9]: 

- Si X es una S.K. de género algebraico p ^ 2, entonces X puede ser 
representada por U/r, donde r es un grupo NEC con signatura 
(EI -; [—]; {(—), -^-^ (—)}) (grupo de superficie con k componentes 
en la frontera). 

— Un grupo H es un grupo de automorfismos de una S.K. U/r si y sólo 
siH ^ rVr donde r' es un grupo NEC tal que r <1 r'. 

II. En este trabajo se obtienen todos los órdenes de los automorfismos 
de las S.K. con borde X= U/r de género topológico dos, así como la carac­
terización de las signaturas de los grupos NEC r' tal que r ' /r nos dé el auto-
morfismo de X de orden deseado. 

Estas cuestiones han sido estudiadas por Heins [6] y Bujalance [3] para 
las superficies de género cero ypor May [10] y Bujalance [4] para las de géne­
ro uno. 

Los resultados que obtenemos en este trabajo están expresados en los 
cuatro teoremas siguientes (en ellos se hace uso especialmente de ciertas 
cotas —obtenidas en [4]— para el género, número de períodos propios y de 
ciclo períodos de las signaturas de r', así como de resultados de [2]); todos 
los cuales se utilzan para relacionar las signaturas de r y r' cuando r < r'): 

Teorema L— Sea X = U/r la suma conexa de dos planos proyectivos 
con k componentes en la frontera y con estructura de S.K. Si X posee un 
automorfismo í> de orden N, N impar, entonces TV|^ y la signatura de r', 
tal que <#) ^ r'/r, es: 

( 2 ; - ; [ - ] ; { ( - ) ^ } ) , s=k/N 

Demostración.— Puesto que X = U/r tiene k componentes en el borde, 
r debe tener la siguiente signatura 

(2; - ; [ - ] ; { ( - ) , . í , (-)}). 
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Como Â  es impar, la signatura de r ' tiene signo menos, entonces por 
[2] tiene la forma 

con 
(g'l - ; [N/k,,..., N/k,] {(-),.?., (-)}), 

k = s-t'+ 2 t^(N/n), t'=i: tn\ 
n\N n\N 
nfN ni^N 

además, a partir de la relación de áreas de las regiones fundamentales (v. [2]), 
se tiene 

gN-2-\-{N- \){s-t' -!)-¥ 7 = 0, . (1) 
donde 

t 
Y= 2 N{1 -l/n)t^ + 2 (N-ki)>0. 

n\N í = l 

A continuación se van a encontrar en primer lugar las posibles soluciones de 
la ecuación (1) (obsérvese que estas soluciones determinan el orden de Cf mó­
dulo r, donde e. son los generadores de conexión para cada uno de los ciclo 
períodos vacíos de r'), después se establece un epimorfismo d: v' -^ Z^ con 
ker 0 ^ r, tenindo en cuenta las condiciones obtenidas para los q. Si existe 
este epimorfismo se tiene que r'/ker 6 ^ Zj^ es un grupo de automorfismos 
de orden N de í7/ker d. 

Utilizando los resultados obtenidos en [4], se tienen las siguientes cotas 
para g' y í: g' < 2 y í < 4. Si g' = 2, ( 1 ) toma la forma 

2N-2 + iN~l)(s-t' -2)+Y=0 

de donde se obtiene necesariamente que 

s-t' = 0 
7 = 0 

luego 
í „ = 0 , n=^UN 
k,=N, z = i , . . . , r 

y por lo tanto 

k = t'N, 

es decir, la signatura de r' es 

( 2 ; - ; [ - ]{(- ) ' '} ) . 

Puesto que k = t'N, entonces (v. [5 ]) 

0(e,) = 0(c,) = Ô, i = l,...,t'. 
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Como 6 tiene que.ser un epimorfismo, debe existir algún elemento der ' tal 
que su imagen bajo d genere Z^ , además se tiene que conservar la relación 
básica entre los generadores 

d (e,,...,etd¡dl)=0, 

esto ocurre si 6 {di) = I y d (d2) = N — 1. Puesto que en este caso d (d^ ) es 
un elemento que invierte la orientación y pertenece a ker 0, por [7] la signa­
tura de ker d tendrá signo menos. 

Para los otros valores de g' y t no existen en la ecuación (1) soluciones 
para las que se pueda establecer un epimorfismo. 

Un razonamiento análogo al efectuado en el teorema anterior, nos per­
mite obtener los siguientes resultados en los que r¡ ^ 2 y se tengan valores 
enteros para t': 

Teorema 2.— Sea X = UA" la suma conexa de dos planos proyectivos 
con k componentes en la frontera y con estructura de S.K. Si X posee un 
automorfismo í> de orden A'̂ , N par, entonces N = 2óN\ky\d. signatura de 
r ' , tal que <$) ' ^ r ' ^ , es una de las siguientes, 

Si N=2 

(0; + 

(0; + 

(0; + 

(0; + 

(0; + 

(0; + 

( 1 ; -

( 1 ; -

( 1 ; -

[2]; { ( - / • ' ' ( 2 , . ' : Í , 2 ) } ) , 

[2 ,2 ] ; { ( - / (2 , . ' : ' í ,2 ) } ) , 
[2] ; { ( - / ' * ' } ) , 
[ - ] ; { ( - / ^ ' ( 2 , . : Í , 2 ) } ) , 

[ - ] ; { ( - / ' • " ' } ) , 
[ 2 ,2 ] ; { ( - / ' * ^ } ) , 

[-];{(-)'"•'}), 
[2];{(-/-^n), 
[2, 2] ; { ( - / } ) , 

t' = (2{k-\)-r\)IA 

t' = (2k-r\)/4 

t' = {k~ l)/2 

í' = (2A: - 4 - r\ )/4 

t' = {k- 2)/2 

t' = k/2 

t' = (k- 2)12 

t' = {k- l)/2 

t' = kl2 

Si N\k 

(0 

(0 

(0 

(1 

(1 
(2 

+ 
+ 
+ 
— 

— 

— 

[ - ] ; 

[ - ] ; 

[ - ] ; 

, [ - ] ; 

[ - ] ; 

[ - ] ; 

{ ( - ) * ' ( 2 , . ^ 2) (2, .'12, 2)}), 

{(^-y'^' (2, .'•.1,2)}), 

{{-f {2,f}.,2)}\ 

{ ( - ) ' ' } ) , 

t' = {Ak-N{r\ +r2))l4N 

t' = (4k-r[N)l4N 

t' = k/N 

t' = k/N,N=2óN=4 

t' = (4k-r[N)/4N,N^4 

t'^k/N,N=2yN^4 
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Teorema 3.— Sea X — U/r la suma conexa de dos toros con k compo­
nentes en la frontera y estructura de S.K. SiX posee un automorfismo $ de 
orden A/̂ , A'̂  impar, entonces A'̂  es 3 ó 5 y la signatura der ' , tal que <$) ** r ' / r , 
es una de las siguientes: 

Si A^= 3 

/ + 2 -( 0 ; + ; [ 3 , 3 ] ; { ( - / " ^ } ) , 

(0 ;+ ; [3 ,3 ,3 ] ; { ( -y ' ^^ } ) , 

( 0 ; + ; [ 3 , 3 , 3 , 3 ] ; { ( - / } ) , 

t' = {k- 2)/3 

t' = {k- l)/3 

t' = Â:/3 

Si A^=5 

' +2 -(0 ;+ ; [5 ] ; { ( -y^^} ) , 

(0 ;+; [5, 5]; { ( - / * ' } ) , 

(0 ;+; [5, 5, 5]; { ( - / ' } ) , 

t' = {k- 2)/5 

t' = {k-\)l5 

t' = k/5. 

Teorema 4.— Sea X = Ulv la suma conexa de dos toros con k compo­
nentes en la frontera y estructura de S.K. Si X posee un automorfismo $ de 
orden A'̂ , A'̂  par, entonces A/̂  es 2, 4, 6, 8 ó 12 y la signatura de r ' , tal que 
<$) « r ' / r , es una de las siguientes: 

Si N=2 

(1 
(1 

(1 

(1 

(1 

(0 

(0 

(0 

(0 

(0 

(2 

(2 

4-; 
4-; 

4-; 

+ \ 
+ ; 

,+; 
,+; 
4-; 
- I - ; 

4-; 

—; 

, —; 

i'+2. 
[ - ] ; { ( - ) ' ' } ) 
[2]; { ( - / " * } ) , 
[2, 2]; { ( - / } ) , 
[ - ] ; { ( - ) ^ ' ( 2 , .'•.1,2)}), 

Î ' + I ' 
[ - ] ; { ( - r ^ } ) , 
[2 ,2 ,2 ,2 ] ; { ( - ) ' ' ^ ' } ) , 

t' = {k- 2)/2 

t' = (k~ l)/2 
J kl2 
t' = ik-(.r[/2))/2 

t' = kl2 

t' = ik- 2)/2 

t' = k/2 

[ - ] ; { ( - ) ' ' " ' (2,.':'î,2)}), t' = ik-ir[/2))/2 

[ - ] ; { ( - ) ' ' " ' (2, !'}., 2) (2, r>., 2)}), t' = i2k - (ri + ri))/4 

[ - ] ; { ( - / ( 2 , .';'i, 2) (2,.':?, 2)(2, .'•.̂ ,2)}) t' = i2k-ir\ + r'^ +r^)) /4 

[ - ] ; { ( - ) ' ' ( 2 , . . . , 2)}), t' = (2k-r[)/4 

[-];{(-/"'}), t' = k/2 
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Si iV=4 

(1 

(1 

(1 

(1 

(1 

+ :[-]; {(-/'^nx 
[2, 2, 2] ; { ( ! / ' } ) , 

[ 2 , 2 ] ; { ( - / ' ^ i } ) , 

[2] ;{( - / ' ^^}) , 

t' = {k- 4)/4 

t' = k/4 

t' = (k- 6)/4 

t'=ik- 2)1 A 

t'={k- 4)/4 

Si A^=6 

(1 

(1 

(1 

Si Â  

(1 

(1 

(1 

(1 

Si Â  

(1. 

(1 

(1, 

(1. 

- ; [ - ] ; {(-r^}), 
, - ; [3, 3]; { ( - / ' } ) , 

,-;[3]-A(-f^'}), 

= 8 

, - ; [4, 2]; { ( - / ' } ) , 

,-;[-];{(-/''}), 
- ; [ 4 ] ; { ( - / ' * ^ } ) , 

- ; [ 2 ] ; { ( - / ' " ^ } ) , 

= 12 

- ; [3, 2]; { ( - / } ) , 

- ; [ 3 ] ; { ( - / ^ * } ) , 

- ; [ - ] ; { ( - / • " ' } ) , 
-;[2];{(-)^'-'^"}), 

t' = ik- 4)/6 

t' = k/6 

t' = (k- 2)/6 

t' = k/8 

t' = (k- 6)/8 

t' = {k- 4)/8 

t' = {k- 2)/8 

i' = A:/12 

i' = (A:-6)/12 

t' = {k- 10)/12 

i' = (Â:-4)/12 
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