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Abstract

In this work we obtain all possible orders of the automorphisms of bordered Klein surfaces of
genus 2, and besides the signatures of NEC groups associated to those automorphisms are charac-
terized,

l. Un grupo NEC [12] r es un subgrupo discreto del grupo de isome-
trias del plano no euclideo U, con espacio cociente U/T compacto.

Los grupos NEC se clasifican de acuerdo con su signatura [8], que es
una expresion de la forma:

(g; % lmy, oy mel; {(nir, ., His)) i=1, ., kD),

donde g es el género topolodgico de la superficie U/T, el signo “+” 6 “—"" in-
dica si la superficie es orientable o no, los m; = 2 (periodos propios) repre-
sentan el orden de ramificaciéon de los puntos del interior de la superficie
para la proyecciéon canénica p: U = U/T, los ny; = 2 (periodos de los ciclos
periodos) representan los 6rdenes de ramificacion de los puntos de la fronte-
ra de la superficie para la aplicacién candnica anterior, y k£ es el nimero de
agujeros de la superficie.

La signatura de un grupo NEC determina una presentacién del mismo
dada por los generadores

1) Xy, ., Xs

i) eq,..., ex

lll) C10 5 --s Clsl, s CRO 5 ooy Clasye

iv) (sielsignoes +)ay, by, ..., ag, bg
(sielsignoes —)dy, ..., dg,

* Parcialmente ayudado por la CAICYT.
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y las relaciones

) oxmi=1, i=1,..,¢
11) Cij—1 =c,-j Z(Cij—lcij)nij =1 (l= 1, veey k, j= 1, ceey S,‘)

iii) €i_lci0€ici = 1, i=1,.., k
iv) (sielsignoes +)xy, ..., Xs€y, ..., exa; bya; *by ", ..., aghgag 'bg ' =1
(si el signo es —) Xy, ..., X4€y , .., €xdi , ooy dg = 1.

A partir de ahora las letras x, a, b, ¢, d y e se usardn para designar los
generadores del grupo.

Una superficie de Klein (S.K.) [1] es una superficie con o sin frontera
dotada de una estructura dianalitica; los automorfismos de estas superfices
son homeomorfismos dianaliticos.

La relacidén entre grupos NEC y S.K. es una consecuencia de los resul-
tados siguientes debidos a Preston [11], Alling-Greenleaf [1] y May [9]:

— Si X es una S.K. de género algebraico p = 2, entonces X puede ser
representada por U/r, donde r es un grupo NEC con signatura
(g; = [-); {(—), %, (—)}) (grupo de superficie con kK componentes
en la frontera).

— Un grupo H es un grupo de automorfismos de una S.K. U/r si y s6lo
si H~ 1'/r donde r' es un grupo NEC tal que r < r'.

Il. En este trabajo se obtienen todos los 6rdenes de los automorfismos
de las S.K. con borde X = U/r de género topoldgico dos, asi como la carac-
terizacion de las signaturas de los grupos NEC ' tal que r'/T nos dé el auto-
morfismo de X de orden deseado.

Estas cuestiones han sido estudiadas por Heins [6] y Bujalance [3] para
las superficies de género cero ypor May [10] y Bujalance [4] para las de géne-
ro uno.

Los resultados que obtenemos en este trabajo estidn expresados en los
cuatro teoremas siguientes (en ellos se hace uso especialmente de ciertas
cotas —obtenidas en [4]— para el género, nimero de periodos propios y de
ciclo periodos de las signaturas de r', asi como de resultados de [2]); todos
los cuales se utilzan para relacionar las signaturas de r y r’ cuando r < r'):

Teorema 1.— Sea X = U/r la suma conexa de dos planos proyectivos
con k componentes en la frontera y con estructura de S.K. Si X posee un
automorfismo ® de orden N, N impar, entonces N|K y la signatura de r’,
tal que (®) =~ r'/r, es:

25— [ {(=)pD, s=k/N

Demostracion.— Puesto que X = U/r tiene k componentes en el borde,
r debe tener la siguiente signatura
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Como N es impar, la signatura de r' tiene signo menos, entonces por
[2] tiene la forma

(gls —, [N/kl 9 ey N/kt] {(—), s, (_)}),
con

k=s—t'+ X t, (N/n), t'=Z t,;
n|N n|N

n#N n¢N

ademds, a partir de la relacion de dreas de las regiones fundamentales (v. [2]),
se tiene

gN-2+N-1D(s—-t'—-2)+Y=0, . (D
donde

t
Y= 3% N(-1/mt,+ Z (N—k)>0.
n|N i=1

n#1, N

A continuacion se van a encontrar en primer lugar las posibles soluciones de
la ecuacion (1) (obsérvese que estas soluciones determinan el orden de e; mo-
dulo r, donde e; son los generadores de conexién para cada uno de los ciclo
periodos vacios de r'), después se establece un epimorfismo 0: r' = Zy con
ker § = r, tenindo en cuenta las condiciones obtenidas para los e;. Si existe
este epimorfismo se tiene que r'/ker § = Z,, es un grupo de automorfismos
de orden N de U/ker 6.

Utilizando los resultados obtenidos en [4], se tienen las siguientes cotas
parag'yt:g' <2y t<4.Sig'=2,(1) toma la forma

2N—-24+N-1 (-t -2)+Y=0

de donde se obtiene necesariamente que

s—t'=0
Y=0
luego
t,=0, n#*1,N
k;=N, i=1,..,t
y por lo tanto
k=t'N,

es decir, la signatura de r' es
25— [=1 {()*D.
Puesto que k = ¢'N, entonces (v. [5])

e(ei)=0(ci)=6, i=1,..,t.
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Como 6 tiene que.ser un epimorfismo, debe existir algin elemento der’ tal
que su imagen bajo 0 genere Zy , ademds se tiene que conservar la relaciéon
bdsica entre los generadores

0 (e1,...,edids)=0,

esto ocurre sif (d;)=1y0 (d,)=N — 1. Puesto que en este caso 6 (@) es
un elemento que invierte la orientacion y pertenece a ker 0, por [7] la signa-
tura de ker 6 tendrd signo menos.

Para los otros valores de g’ y ¢ no existen en la ecuacion (1) soluciones
para las que se pueda establecer un epimorfismo.

Un razonamiento andlogo al efectuado en el teorema anterior, nos per-
mite obtener los siguientes resultados en los que r; 2 2 y se tengan valores
enteros para t':

Teorema 2.— Sea X = Ufr la suma conexa de dos planos proyectivos
con k componentes en la frontera y con estructura de S.K. Si X posee un
automorfismo ® de orden N, N par, entonces N = 2 6 Nlk y la signatura de
r’, tal que {®) =1’/ es una de las siguientes,

Si N=2
;2L { (=" @, 1,2, £'=Qk—1)—r)4
0;+;12, 2 { (=) 2, "4, 21, £=Qk—r)/4
(0; +; [21; { (™D, t'=(k - 1)2
O; +; [ L (=" (2,18, 2, =02k —4 —ry)/4
O3+ -1 { (=)D, t'=(k —2)/2
(05 +:12,21; { (=YD, ' =k/2
(L= -1 { (™D, t'=(k —2)/2
(1; — [21; {(=)F* D, "=k —1)2
(1; =12, 21 L (=D, ' =k/2
Si Nlk
O; -1 ()" 2,1, 2) 2, 2, 2))), t'=(4k — N (r; +r3))/4N
03+ [ ()" 2,7, 2D, t'=(4k —riN)/4 N
0; + -1 { (=)D, ' =k/N
(1 — =1 { (=), {'=k/NN=26N=4
(1; = [=1:{()" @, 14,20, t'=(4k —r{N)/AN,N=14
Q2; = [-1L{="D, t'=k/N,N=2yN+4
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Teorema 3.— Sea X = U/r la suma conexa de dos toros con kK compo-
nentes en la frontera y estructura de S.K. Si X posee un automorfismo ® de
orden N, N impar, entonces N es 3 6 5 y la signatura der’, tal que{®) ~r'/r,
es una de las siguientes:

Si N=3
(0;+3[3, 31 {(=¥"*}), t'=(k —2)/3
(0;+;[3,3, 3 { (="'}, t'=(k —1)/3
(0;+;13,3,3, 3 { (=¥}, t'=k/3

Si N=5
(0; 45 [S1; { (=)}, t'=(k—2)/5
(0;+; 15, 51; { (=)', t'=(k —1)/5
(0;+;15,5, 51 {(=)]), t'=k/5.

Teorema 4.— Sea X = U/r la suma conexa de dos toros con k compo-
nentes en la frontera y estructura de S.K. Si X posee un automorfismo ® de
orden N, N par, entonces N es 2, 4, 6, 8 6 12 y la signatura de r’, tal que
(®) ~r'[r, es una de las siguientes:

Si N=2

(L[5 {", t'=(k —2)/2
(I +H 2L (), t'=(k — 1))2
(13412, 25 {()"D, F=k2
(14 [ {0 @2, 1, ), t'=(k — (1 /2)/2
(1;+ -1 (', ' =k/2
(0;+;12,2,2,2]; {()F ")), t'=(k —2)/2

O; + [-1 {(=)D, ' =k/2

03+ [-1 (= 2, "L, ), "= (k- (r1/2)]2

O+ [-L{"™ @, L)@, B, F=Qk-01 +ri)4

0: F -1 (2, 752)(2,72,2) (2,72, 2} £ =@k — (ry + 1y +13))/4
2; = -1 {2 @2, ..., D), t'=Qk —r1)/4
2 — [ {7, t'=kf2
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Si N=4
(15+;[-1; (=)D, t'=(k — 44
(1;—02,2, 21 {(=)'D), t'=k/4
(1; =[] {(=F"*D), t'= (k — 6)/4
(1; =12, 25; {(-F™"' D, t'=(k —2)/4
(1; = [ 20 { (=)™ ), t'=(k — 44
Si N=6
(1= [-1; {(=)™**D, t'= (k — 4)/6
(1; =513, 3 {-)"' D, '=kl6
(1; =5 [31; (="', t'=(k — 2)/6
Si N=8
(1; =14, 21 {(=)"D, t'=k/8
(1= [-1 {2, t'=(k - 6)/8
(1; =5 [41; (=)™ D), t'=(k — 4)/8
(L= 12D, t'=(k—2)/8
Si N=12
(1; =13, 21 {(-)' D), t'=k/12
(1; =5 [31; {(=)"™' D), t'=(k —6)/12
(1= [l {2, t'=(k —10)/12
(1; =5 [20; {(=)™' D), t'=(k — 4)/12
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