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Resumen

For classifying singularities, suitable sets of invariants are required. In the case of curve singularities,
the invariants one often uses have a valuative nature, since one has a canonically associated finite set of
valuations. Thus, the semigroup of values of a plane curve singularity characterizes the Zariski’s equisin-
gularity type, and the semigroup of the Arf Closure (resp. the saturation) characterizes the multiplicity
sequence of the resolution process (resp. the equisingularity type of a generic plane projection) for space
curve singularities. Saturation has been introduced by Zariski and by Pham-Teissier in a different way.
One of the authors gave another definition of saturation which is very appropriate to handle the value
semigroups arithmetically [1], [2]. As a consequence the semigroups of one dimensional C. M. local rings
have a nice structure [4] which is very much simple than that of the semigroups of plane curves [3] and,
even, they have a more natural geometrical interpretation [5]. This nice structure follows from Arf
property which is satisfied by the saturated rings. In this communication, we show how the definitions of
Arf and saturation can be extended to the relative situation of an arbitrary (local) ring and finitely many
discrete valuations of it, in such a way that the actual semigroups also have a nice structure providing
reasonable invariants. As an application, one obtains a classification method for singularities having a
canonical resolution.

1. W-CIERRE DE ARF Y W-SATURACION

Sea B un dominio de integridad, Q su cuerpo de cocientes, vy, . . ., v, valoraciones
discretas de rango 1 de Q@ y W, ..., W, los correspondientes anillos de valoracion.
Supondremos que cada v; estd normalizada, que v; # v;sii # j, que B = W, para
todo i, y que B contiene un cuerpo infinito.

Definiciones: a) Diremos que B es W-saturado si verifica la siguiente propiedad: Si z
€B;zy,....,2,e B—{0};1,,..,1,eZsontalesquez-z;* e W,yz} ... zre W
entonces se tiene z(z} ... z") e B. -

b) Diremos que B es W-Arf si verifica la siguiente propiedad: Si z;, z, € B,
z e B — {0} son tales que z;-z~' € W entonces z; "z, z ! € B.

¢) Para un anillo arbitrario B = W, el W-saturado (resp. el W-cierre de Arf) es
el minimo subanillo W-saturado (resp. W-Arf) de W que contiene a B. El W-
saturado (resp. W-Arf) de B sera denotado por B (resp. B).

Si B es un dominio local C.M. de dimensién 1, entonces el cierre integro B de B
en Q es interseccion de.un numero finito de anillos de valoracion discreta W, . . .,
W, intrinsecamente determinados por B (las localizaciones en los ideales maximales
del anillo quasisemilocal B). En este caso W-saturacion y W-Arf son justamente los
conceptos de saturacion y Arf dados en [1].

* Presentada en la Sesion Cientifica del 2 de marzo de 1988.
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Todo anillo W-saturado es W-Arf. Si B es W-Arf entonces Vz € B, z # 0, el B-
modulo B(z) = (B:(z)) = {we W | wz € B} es un anillo comprendido entre By W.
Mas aun, B(z) es W-Arf y es, de hecho, W-saturado si B lo es. El semigrupo de
valores de un subanillo B de W es el subsemigrupo aditivo de N* dado por S =
{u(z) = (v4(2), ..., v2)) | z € B — {0}}. Cuando B es W-Arf los subanillos B(z)
dependen so6lo del valor y = v(z) y no de la eleccién de z, por tanto los denotaremos
por B(y). El semigrupo de B(y) viene dado por Bg,, = {p € N¥|p + y € Sg}.

2. ESTRUCTURA DEL SEMIGRUPO E
INVARIANTES RESIDUALES

Cada anillo W-Arf B tiene asociados los siguientes invariantes: 1.°) el semigrupo
S = S5, 29V y e S los cuerpos residuales de las contracciones de los d ideales
maximales de W con respecto al anillo B(y). El semigrupo tiene las siguientes
propiedades: @) 36 € S tal que 6 + N? = S; b) dados a, B € S se.tiene inf (a, f8), sup
(o, B) € S (N’ se considera ordenado por el orden producto); ¢) dados y;, 7,, y € S con
y; = 7y se tiene y; + y, — y€ S. Si Bes W-saturado se verifica también la propiedad
c)dados y, vy, ..., €8, 1, ..., I, eZtalesquey = y;y Zl;y; = Osetieney + Ziy; €
S. Diremos que un semigrupo es de Arf (resp. saturado) si verifica a), b) y ¢) (res. a), b)
y ¢)). Si S es de Arf (resp. saturado) y y € S entonces S(y) = {p e N*|y + pe S} esun
semigrupo de Arf (resp. saturado). Si § = Sz con B de Arf entonces S(y) = Sp,.

Seal = {1,2,...,d} y para cada J = I denotemos por p, la proyeccion N* —
N#7 correspondiente a los indices de J(p; = p;,). Sea S un semigrupo de Arf Se tiene
sobre I la siguiente relacion de equivalencia: iRj <> (V y € S, py = 0 < pyy = 0).
Sobre I/R se tiene una relacion de orden: [{] < [T« [Vye S,p;y = 0=p;y = 0).
Sean Ty, .. ., T, los elementos maximales para este orden y J, = {je I|[j/] < T;}. Se
tene J, U - uJ, =1y J, £ IVisis > 1.

Teorema: Sea S un semigrupo de Arf (resp. saturado). Supongamos d > 1.

(A) Sis > 1, entonces p;(S) es un semigrupo de Arf(resp. saturado) para el cual
= 1. Ademas siy € N se tiene (ye S<p,yep, SVt =12,...,59).
(B) Sis = 1, entonces el conjunto L = {y € S| el semigrupo S(y) tiene s = 1} es
finito y totalmente ordenado. Si y° = inf (S — L) entonces S = L U (y° +
S(°).

La aplicacion alternativa de (A) y (B) proporciona un algoritmo que da la
estructura de S reduciéndola al caso d = 1, siendo ésta sencilla en este caso [4]. La
informacion contenida en S se puede visualizar en una estructura «producto fibrado
sucesivo» de arboles. Los invariantes residuales 2.°), consisten en una a51gnac1on de
un cuerpo a cada segmento de dicha estructura.

3. APLICACIONES

Sea f: X — Y un morfismo birracional de esquemas algebraicos integros sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k, ¢4, . . ., &,, puntos de X de codimension 1 yn e
Y un punto tal que n € f(¢;), i = 1,2,..., m Entonces B = 0,y W = n Oy,
estan en la situacion de 1, luego B'yB proporcmnan invariantes de los tipos 1.°) y
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2.°). Dichos invariantes tienen una clara conexion con la geometria. Asisi X = Y, f
= Id, ¢ € X un punto de codimensiéon 1y n € £ un punto cerrado entonces Sy (resp.
Sp) determinan explicitamente la sucesion de multiplicidades (resp. tipo de equisin-
gularidad de la proyeccion plana genérica) de una seccion transversal general a &. Si
X es la explosion de Y con centro n y ¢ una componente del divisor excepcional,
dichos invariantes determinan el correspondiente tipo para la imagen en Y de una
seccion transversal general a £. Si # € Y es un punto singular y (X, f) es una
resolucion de singularidades entonces asociados a # tenemos invariantes de Arf y del
saturado. Dichos invariantes permiten dar un método de clasificacion para aquellas
clases de singularidades para las que se dispone de una resolucion canoénica, siendo
dicho método una generalizacion del caso de curvas. Son ejemplo de tales clases las
singularidades absolutamente aisladas, o singularidades de superficies con una de las
resoluciones siguientes: resolucion minimal, resolucion por transformaciones cua-
draticas normalizadas, resolucion por explosiones de Nash normalizadas.

Los resultados de esta comunicacion se pueden extender al caso en que B no es
un dominio, tomando valoraciones discretas generalizadas.
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