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Abstract

A representation theorem for bounded linear operators on spaces (£ @ E,), in terms of induced operators
on each E,, is obtained, and some particular classes of operators are characterized in this way. Applications
to the study of the structure of (£ @ E,), are given.

Si (E,) es una sucesion de espacios de Banach sobre K (Ro C)y 1 < p < o,
escribiremos, como es usual

© © 1/p
E®E),= {x = (x,) € Dl E,:xll, = (Z:l Hxnll"> < 00}’

dotado de la norma de espacio de Banach x — ||x||,. Andlogamente se definen (£ @
E), y (X ® E,).. Para cada m € N, denotaremos por 7, la inyeccion canénica E,, 3 y
—(,...,0,9,0,...)e (X ® E,)y por =, la proyeccion canénica (X @ E,), > x =
(x,) > x,, € E,. Si Fes otro espacio de Banach sobre I y T es un operador (e.d., una
aplicacion lineal continua) de (X @ E,), en F,paracadane N, T, = T-1I, es un
operador de E, en F. En esta nota se caracterizan los operadores sobre (Z @ E,), en
términos de los 7T, y se dan algunas aplicaciones al estudio de la estructura de este
espacio.

Recordemos que el dual de (X @ F,), se identifica canonicamente a (£ @ Ej),

1 1 . .
(; + p = 1>, mediante la isometria

E @ E),5x* = () > Tow € (5 ® E)F: Talx) = i X*(x,).

Con estas notaciones, es sencillo demostrar el siguiente

Teorema 1. Sean E,(n € N), F espacios de Banachy 1 < p < o 6 p = 0. Todo
operador T de (X @ E,), en F determina una unica sucesion (T,) de operadores, T, €
Z(E,, F), tal que

I. Para cada y* € F*, (p*T)7, = (T, € E @ EY),, siendo q el
conjugado de p. '
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II. El conjunto {TFOM)=y :lIy*Il < 1} es acotado en (X ® Ef),. Ademas, se
cumple

M. Tx) = 3 Ty(x,), para todo x = (x,) € (£ @ E,),
. 4 p

V. (|7 = Sup T = 1yl < 13

Reciprocamente, si (7;) es una sucesion de operadores, con T, ¥(E,, F) que
cumple (I) y (II), la formula (III) define un operador de (X @ E,), enF que satisface
(Iv).

Consideremos ahora algunas clases especiales de operadores: Si E y F son
espacios de Banach, denotaremos por

A(E, F). los operadores compactos de E en F.

W (E, F): los operadores débilmente compactos de E en F.

9(E, F). los operadores de Dieudonné de E en F (e.d., que transforman
sucesiones débilmente de Cauchy en sucesiones débilmente conver-
gentes.)

DP(E, F): los operadores de Dunford-Pettis de E en F (e.d., que transforman
sucesiones débilmente de Cauchy en convergentes en norma.

AU(E, F). los operadores incondicionalmente convergentes de E en F (e.d. que
transforman series incondicionalmente de Cauchy en series incondi-
cionalmente convergentes en norma.)

Todas las clases anteriores son ideales cerrados de operadores en el sentido de
Pietsch (véase [6]), y cumplen las siguientes relaciones

c W(E,F) <
H(E F) _ OB, F) < DE, F) c U(E, F) =« Z(E, F),

y, en general, las inclusiones son estrictas. Obviamente, si un operador T:(X @ E,),
— F pertenece a algin ideal 6, todos los operadores (7;) de su sucesion representante
pertenecen al mismo ideal, pero al reciproco no es cierto en general, como muestra el
ejemplo de la identidad en (X @ E,),, cuando se toman E, # {0} de dimension finita
para todo n. Sin embargo, pueden obtenerse algunos resultados positivos:

Teorema 2. Sean E,(neN) y F espacios de Banach,1 < p < o y T un operador
de (X @ E,), en F, con sucesion representante (T,). Entonces se tiene:

a) Sip = 1, T es incondicionalmente convergente (resp., Dieudonné, Dunford-
Pettis) si y solo si lo es cada T,
b) Sip > 1, T es débilmente compacto si y sélo si lo es cada T,

Como consecuencia, resulta inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 3. Sea 0 un ideal de operadores. Con las notaciones del teorema 2, se
tiene:

a) O(E @ E),, F) < Y(E @ E),, F)si ysolosi 0(E,, F) < Y(E,, F) para todo
neN (donde y = DP, D, 0U).
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b) Paral < p < 0,0(Z ® E,), F) =« W (Z ® E,),, F) si y solo si para cada
neN se tiene O(E,, F) ¢ W (E,, F).

Cuando p = 0, se puede mejorar sensiblemente el teorema 2:

Teorema 4. Sea 0 un ideal cerrado de operadores contenido en U. Sean E,(n € N),
F espacios de Banach y T un operador de (X ® E,), en F, con sucesion representante
(T;). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Teb(Z @ E,) F)
i T, n, — TH = 0.
n=1

b) T,€6(E,, F) para cada neN y lim
m-— oo

Corolario 5. Sean 0, y 0, ideales cerrados de operadores, contenidos ambos en U .

Con las notaciones del teorema anterior, son equivalentes.

a) 61((2 @ E,)os F) < 92((2 @ E,os F)
b) 0,(E, F) < 0,(FE,, F), para todo n € N.

Muchas importantes propiedades de un espacio de Banach E estan (o pueden
ser) definidas en términos del comportamiento de algunas clases de operadores sobre
E. Asi, por ejemplo, se dice que F tiene

— La propiedad de Dunford-Pettis (PDP) si #'(E,.) =« 2P(E,.).

— La propiedad de Dieudonné (PD) si #'(E,) = 2(E,.).

— La propiedad reciproca de Dunford-Pettis (PRDP) si QP(E,) < W (E,.).
— La propiedad de Grothendieck (PG) si & (E, ¢o) = W' (E, cy).

— La propiedad V de Pelczynski (PV) si #°(E,.) = #(E,.).

Las cuatro primeras propiedades fueron introducidas por Grothendieck en [3], y la
ultima por Pelzcynski en [4]. Estas propiedades son invariantes por isomorfismo y
se heredan por productos finitos y subespacios complementados. Por tanto, si £ =
(X @ E,), tiene alguna de las propiedades anteriores, lo mismo ocurre con cada E,,
que es isomorfo a un subespacio complementado de E. Los resultados anteriores
permiten obtener informacion en sentido opuesto. La proposicion siguiente, que
resulta inmediatamente de los corolarios 5, 3(a) y 3(b), contiene los resultados de los
capitulos 13 y 14 de [2], donde se da una demostracion diferente:

Proposicién 6. (Véase [2]).

a) (X @ E,), tiene la PDP (resp., PRDP, PD, PV) si y solo si cada E, la tiene.

b) (X @® E,), tiene la PDP si y sélo si la tiene cada E,.

¢ Sil <p < o0, (X @ E,), tiene la PRDP (resp., PD, PV) si y sélo si cada E,
la tiene.

La caracterizacion siguiente se deduce facilmente de un resultado de Rosenthal
(véase [7]): E contiene una copia complementada de /; si y solo si Z(E, [,) # # (E,
1,). Combinando este hecho con el corolario 3(b), obtenemos:

Proposicién 7. Sea 1 < p < 0.

a) (X @ E,), tiene la PG siy sblo si cada E, la tiene.
b) (£ @ E,), contiene una copia complementada de |, si y solo si existe ne N tal
que E, contiene una copia complementada de 1.
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Las siguientes caracterizaciones en términos de operadores son bien conocidas:

— E es un espacio de Schur si y solo si Z(E,.) = @Q’(E,.).
— E es débilmente secuencialmente completo si y solo si #(E,.) = 9(E,.).
— E no contiene una copia de ¢, si y solo si [(E,.) = U(E,.).

(las dos primeras son inmediatas y la tercera se deduce del lema 1 de [5]). Por medio
de elias, como consecuencia del lema 3(a), obtenemos.

Proposicion 8. Sean E,(n € N) espacios de Banach.

a) (X @ E,), es un espacio de Schur si y solo si lo es cada E,.

b) (X @ E,), es débilmente secuencialmente completo si y solo si lo es cada E,.

c) (X @ E,), contiene una copia de c, si y solo si existe n € E, tal que E, contiene
una copia de c,,.

En el caso de p = 0, usando el teorema 4 podemos obtener:

Propeosicion 9. Sea (E,) una sucesion de espacios de Banach.

a) Si (X @ E,), contiene un subespacio complementado infinito dimensional y
reflexivo, existe n € N tal que E, contiene un subespacio reflexivo de dimension
infinita.

b) Sil < p < o0, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (£ @ E,), contiene una copia complementada de 1,
i) Existe n € N tal'que E, contiene una copia complementada de I,
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