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El 1970 1. Dobrakov [10] desarrolla una teoria de integracion de fun-
ciones valoradas en espacios de Banach respecto a medidas valoradas en un
espacio de operadores (entre espacios de Banach) generalizando asi el caso
contablemente aditivo de la conocida integral bilineal introducida por
R. G. Bartle en 1956. Posteriormente, diversos autores han intentado exten-
der estos resultados al caso de espacios localmente convexos. Asi, en 1981
C. Debieve expone una integral de funciones valoradas en espacios normados
respecto a medidas con valores en un espacio de operadores, definidos en
dichos espacios normados y valorados en espacios localmente convexos se-
parados. En 1983, S. A. Sivasankara [18] y R. Rao Chivukula y A. S. Sastry
[14] obtienen una integral bilineal tipo Bartle, en la que todos los espacios
que aparecen son ya localmente convexos. En M. E. Ballvé [4] se hace una
detallada exposicion y comparacién de diferentes procedimientos de integra-
cidn vectorial bilineal conocidos hasta 1984.

Utilizando las técnicas introducidas en 1979 por B. Rodriguez-Salinas
[16], S. Rodriguez Salazar desarrolla en 1985 [15] una integral tipo Dobra-
kov en la que también se consideran espacios localmente convexos. En 1986,
R. Bravo [6] estudia conjuntamente las integrales de R. Salazar y la de
Chivukula-Sastry-Sivasankara, poniendo de manifiesto que en el caso de
espacios deqBanach y siempre que las medidas cumplan una cierta condicién,
la segunda integral es una generalizacion estricta de la primera. En el caso
general, ambas integrales parecen ser dificilmente comparables. Posterior-
mente, en 1987 F. Ferndndez [11] obtiene una integral bilineal en espacios
localmente convexos estrictamente mads general que la dada en [14] y que
extiende por tanto también a la integral de Dobrakov.

Cifiéndonos dentro de la integracién vectorial bilineal, a los teoremas
sobre derivacion de medidas, cabe sefialar que en 1972, H. B. Maynard [13]
da un teorema de Radon-Nikodym para medidas valoradas en espacios de
operadores entre espacios de Banach, que posteriormente ha sido extendido
por A. Balbds y P. Jiménez Guerra [1] y [2] al caso de espacios localmente
convexos utilizando la integral de Chivukula-Sastry-Sivasankara.

En la primera parte de este trabajo se expone un teorema de Radon-
Nikodym probado en [2] para la integral de Chivukula-Sastry-Sivasankara
y se prueba, también para esta integral, un teorema sobre la propiedad de
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Radon-Nikodym y la convergencia de martingalas. La segunda parte esti
dedicada al estudio de la derivacién de Radon-Nikodym de medidas valoradas
en espacios localmente convesos respecto a medidas con valores en un espa-
cio de operadores (entre espacios localmente convexos) utilizando la integral
introducida en [15]. Esto permite comparar una vez mas resultados del
mismo tipo (en este caso sobre derivacidn de medidas) obtenidos para cada
una de las dos integrales bilineales en espacios localmente convexos, a las que
nos hemos referido anteriormente. Esta linea de trabajo se ha seguido tam-
bién en R. Bravo [6] (donde se estudian los espacios L? y la representacion
de operadores para ambos tipos de integracién) y en F. J. Ferndndez [11]
(donde se estudian, también para estas dos integrales, la existencia del pro-
ducto tensorial de medidas y teoremas de tipo Fubini).

DERIVACION DE MEDIDAS I.

Como hemos indicado en la introduccién, en este primer apartado uti-
lizaremos la integral definida en [14] y [18], que exponemos brevemente a
continuacion. Denotemos por ¥ una o-dlgebra de partes de un conjunto £,
X, Y y Z tres espacios localmente convexos de los que Z se supondrd separa-
do y completo y por &P, @ y &£ tres familias generantes de seminormas en
X, Y y Z respectivamente. Denotaremos por (x, ¥) —> x» una aplicacion
bilineal y continua de X X Y en Z, y por § y « dos medidas (contablemente
aditivas) definidas en ¥ y con valores en Y y Z respectivamente. Supondre-
mos que la medida p verifica la **-propiedad (ver [18]), es decir se supone
la existencia de una medida finita no negativa v definida en X tal que
IBllg,» < v, para toda seminorma r EHA ytodo BEZR, siendo & la
familia de todos los subconjuntos absolutamente convexos y acotados de X
y liBll g,, la semivariacion de B, definida por

”6”15;,r(E)=supr[§1 xif (E,-)] (E€Z)

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de F en conjun-
juntos {E;}?-, C T y todas las familias finitas {x;}}'=; de elementos de B.
Como es habitual, diremos que un conjunto F € X es f-nulo cuando
I8l 5,» (E) =0 para cualesquiera que sean BEZ y r €.

Siguiendo la notacién usual de Grothendieck, para cada B €48, deno-
taremos por X el subespacio vectorial generado por B, y en él considerare-
mos la topologia definida por el funcional de Minkowski g de B en Xp.
Para indicar que un subconjunto de Xpg es compacto en (Xp, gg), diremos
que es X g-compacto. En adelante, emplearemos la siguiente notacion:

St={E€E€Z: v(E)>0}, Sr={FEZ: FCE}

E=2"NZg (con E € ).
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1. Definicién [14], [18].— Sea B €&, diremos que una funcion
f: - X es (B, B)-integrable siy sdlo si rango (f) C X v existe una suce-
sion (f,,) de funciones simples X g-valoradas (las funciones simples y su inte-
gral, se definen de manera habitual) tal que:

i) existe un conjunto B-nulo E, de forma que ¢gp (fn (t) — f(¢))—>0
puntualmenteen Q — E, y

ii) dados € >0 y re, existe 6§ =68 (€,r)> 0 tal que

r(fEf,.dB)<e

para todo n €N ytodo EE€Z con |IBllg,, (E)<8.
Diremos que una funcién f: §2—>X es f-integrable (en adelante escri-

biremos simplemente ““integrable”) si y sblo si es (8, B)-integrable para algin
Be &.

Si fes (B, B)-integrabley E € Z, se define

(B)
fd8=1im |, 1 a.

donde (f,,) es una sucesidon cualquiera de funciones simples X g-valoradas que
verifican i) y ii). Si la funcién es B-integrable se define

[Efdﬁ=jE(B)fdﬁ E€x)

para cualquier B € tal que fsea (8, B)-integrable.

2. Definicion.— Sean B € B, Eest y K un conjunto X g-compacto.
Se dice que E estd B-localizado en K, si dado € > 0 y una familia finita

{K;}ier de conjuntos X g-compactos no vacios de didmetro menor o igual
que ¢ tales que

K= U K,

i€I
se verifican las siguientes condiciones:

2.1. Existe una particion {E;};e; C £ de Ey x; €EK; (i €]) tales que

(e - [ ra8)<e gl o @.1)
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se cumple paratodo FEXg y r €, siendo

f= z Xi XEi‘
iel

22.8i 0<e'<e y {Kl}jes esuna familia finita de conjuntos
Xp -compactos no vacios de didmetro menor o igual que €', tal que

K= U K
jE€j
y para cada jE€J existe § €I con K C Ki;, entonces existe una
particion {E}jes C £ de Ey xf €K ( €J) tales que
ECE;y

r(aamr— [ 5 dB) <e 1815, ) (2.2)

paratodo FEZg y r €&, siendo

r__ !
f= Xj XEj}.
j eJ

3. Teorema [2].— Si el espacio X es separado y completo, entonces la
medida o tiene derivada de Radon-Nikodym respecto a 3 si y sblo si existe
un conjunto cerrado B € & tal que se verifican:

3.1. lim rla(E)] =0 para toda seminorma r € A,
lgllg,» &)-0

3.2. Para cada E € Z* existe F €X}L que estd B-localizado en
un X g-compacto (que depende de F).

4. Definicion.— Se dice que la medida « esta §-controlada cuando exis-
te una subdlgebra £’ de X y una familia (f; )4 ez’ de funciones integrables
(de 2 en X) talesque o (Z)=2Z,

J £ ds=ccca)
paratodo A € X' y
U, fa §2)
AEX
es un conjunto acotado. Podemos suponer que existe B € & tal que

U f; (Q)CB.
Aeyx!
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Si la medida « estd §-controlada, entonces se verifica que
r (@A) <IBliz, (4) (4.1)

para toda seminorma r € &£ y todo 4 €2, segln resulta ficilmente de las
propiedades de la integral (ver por ejemplo [14], p. 185), ya que si se consi-
dera en X la seudométrica d (A, B)=v (A —B)+v (B - A) (A,BEZ),
entonces ' es densa en £, la aplicacion LBz ,: £ — IR es continua (por
verificar B la *=*-propiedad) y existe una Gnica extensiéon de «/Z’ a X que
coincide con la medida a.

Se dice que un espacio localmente convexo separado y completo Z,
tiene la propiedad de Radon-Nikodym (en adelante escribiremos P.R.N.)
respecto a un sistema integral bilineal (2, £, 8, X, Y, b) si toda medida
o: X = Z B-controlada tiene derivada de Radon-Nikodym acotada respecto
de 8 (e.d. existe f: £ — X B-integrable y acotada, tal que

a)= [ rds

para todo A € Z, en adelante escribiremos « =f,). Logicamente, diremos
que Z tiene la P.R.N. cuando la tenga respecto a todo sistema integral bili-
neal (como anteriormente, al hablar de un sistema integral bilineal (2, Z,
B8, X, Y, b) estamos utilizando las notaciones y suponiendo que se verifican
las condiciones mencionadas al comienzo de este apartado y denotando por
b a una aplicacion bilineal y continua de X x Y en 2).

De (4.1) y del teorema 3 resulta inmediatamente que un espacio Z tiene
la P.R.N. respecto a un sistema integral bilineal (2, Z, 8, X, Y, b) cuando
para cada medida «: X — Z f-controlada existe un subconjunto absoluta-
mente convexo, cerrado y acotado B C X tal que para cada £ €Z* existe
F € % que esta B-localizado en algin Xg-compacto (dependiente de F).

Sea (Z;);e; una red mondtona no decreciente de sub-g-dlgebras de
2 tales que

E =0 U Ei

i€1

y sea f;: & — X una funcion integrable para cada i €I, diremos que
(f;, Z)ies esuna martingala si se verifica que

IR EIRT

para todo i =2j y todo A€ Z;. Diremos que una martingala (f;, Z;)ies
es acotada, si

U i ()
iel

es un subconjunto acotado de X.
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Una martingala acotada (f;, Zi)ies se dice que es convergente si existe
una funcion integrable y acotada f: £ = X tal que

tim [ f,dg= [ rdp
i A
se cumple para todo

Ae U ;.

iel

5. Teorema.-- Un espacio Z tiene la P.R.N. si y s6lo si toda martingala
(en Z) es convergente.

Demostracion.— Supongamos que Z tiene la P.R.IN. y sea (i, Zi)ier
una martingala acotada (en Z). Si BE & es tal que

U £ () CB,
ierl
entonces

r ([ 7 aB)<uis,

se verifica para todo A € %;, r €& e i €1. Consideremos ahora

o ()= | 5 df

paratodo A E€X; e i€l y

a®y (A)=1im o (A) paratodo A€ _gl ;.
1] 1
Evidentemente,
rlag (ADI<IBls,» (4) paratodo A€ igl T

y teniendo en cuenta que la medida f verifica la ##-propiedad y procediendo
como en la demostracidén del teorema de Carathéodory-Hahn-Kluvaneck
(Diestel-Uhl [9]) se deduce la existencia de una medida «: X —> Z que
extiende a oy y que estd f-controlada. Por consiguiente, existe una funcién
f: &~ X integrable y acotada tal que a=f; y

lfiijfidB=a(A)=Lde

para todo
4€ U X;.

iel
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Reciprocamente, supongamos que toda martingala (en Z) acotada es
convergente y sea «: X — Z una medidaB-controlada. Si2'y (fy Jaecs’
verifican las condiciones de la definicion 4, para cada particion finita 7 de §2
en elementos de X', definamos

siendo f; : © — X lafunciontalque f |lA=fy v f1182 — A=0. Proce-
diendo ahora como en Rodriguez-Salinas [17], se tiene que si m; < m,, todo
A €m; se puede expresar como union (finita) de elementos de 7, :

n
A= U 4, (4; Em,)

[4 e dﬁ:jA (cez:n2 fc)dﬁ=cez1r2 A e df=

=2 2 [ =3 euy=aws= [ f

CEny i=1

Por tanto, (f,, 0 (m)), es una martingala acotada en Z y existe una
funcion integrable y acotada f: €2 —> X tal que

[ f=1im f fr dB
A m JA
para todo

A €U g (m).

Ademds, para cada 4 € X' consideremos 7, = {4, £ — A} y entonces
| rag=1im [ 1, dp= [ 1., ds=ca),
A g A A

de donde se deduce ficilmente que o= Bf.

DERIVACION DE MEDIDAS IlI.

En adelante denotaremos por X a una o-dlgebra de partes de un con-
junto £, por X y Z dos espacios localmente convexos separados, de los que
Z se supondrd ademds completo y por Y el espacio L (X, Z) de las aplica-
ciones lineales y continuas de X en Z. La aplicacion bilinealde X XY en Z
que emplearemos serd la evaluacion y&P y & denotardn dos familias generan-
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tes de seminormas en X y Z respectivamente, mientras que en Y se considera-
rd la topologia de la convergencia puntual.

Seana,Byv,Z" Zr y 2% (E €Z) como en el apartado anterior y
supongamos que ||Bll,,, < v para cualesquiera que sean p €5 y r EH
con [iBlip,, (w) <+oo(*), siendo

IIBII',,,, (E)=sup r[?1 x; B (Ei)] (EE€Z),

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas {E}i=1 C 2
de E y todas las familias finitas {x;}7=; de elementos de X tales que
p ()1, para i=1, .., n. En adelante supondremos que la medidaB es
de semivariacion acotada (e.d., para cada r €A existe p €& tal que
1B, » (1)< +09),

6. Definicion.— Se dice que una funciéon f: €2 = X es una funciéon
u-simple si es limite uniforme de funciones simples (las funciones simples
asi como su integral v la de las funciones u-simples se definen de la manera
usual). Denotemos por S, y S a las familias de las funciones simples y
u-simples respectivamente.

Diremos que una funciéon f: £ =X esBmedible (o medible) si para
cada seminorma continua r € existe p € tal que para cada € > 0
existe 4 € T talque lIBll, , 2 —A)<e y f" X4 €8S.

Siguiendo la definicion de [15], diremos que una funciéon f: £ - X
es B-integrable (o integrable) si es medible y para cualesquiera que sean
FrER y p € con |IBll,,, ()< +oo, setiene que IBll,,,» (f, *) esconti-
nua (e.d., para cada € >0 existe § >0 tal que

WBilp, » (f,E)=Sup{r(/E gdﬁ): gES vy (peglE)< (pOflE)}<€

para todo E € Z con liBl,,, (E)<8.
Se dice que una sucesion (f, ) de funciones integrables tiene semivaria-
cion uniformemente continua si

lim BN, (fn, E)=0
lgllp, » €)-0

uniformemente (en n) para cualesquiera que sean p €& y r €& con
IBlip,» (§2) < oo,
La integral de una funcidn integrable f se define de la siguiente manera:

j_:l fdp =K€{K6211:I;‘1' Xges} [4 fr X dp (4 €2).

(*) Basta suponer que g es continua segiin se prueba en [ 11].
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Supongamos en adelante y hasta el teorema 13 inclusive, que el espacio
X sea de Fréchet y que & ={p,}. Entonces,
1 P (x—-Y)
2 1+p, (x—y)

d{x,y)=2 (x,y €X)

define una métrica invariante por traslaciones, que a su vez define la topolo-
gia de X y para cada subconjunto compacto K de X y cada seminorma
p €S existe M, x >0 tal que p (x) <M, g d(x,0) paratodo x EK.

7. Definicion.— Diremos que un conjunto E €X* estd localizado en
un compacto K C X si para cada € > 0 y cada familia finita {K;};e; de
subconjuntos compactos no vacios de X de d-didmetro menor o igual que €,
tales que

K =Uu Kia
i€r
se verifican:

7.1. Existe una particion (E;);e; C Z de EFy x; €K; (i €1) tales que

r [a (F)—fFfdﬁ] <e ||Bllp, » (E) (7.1)

se verifica para todlo F € Zp, p €L y r €A tales que
iBilp,r (§2) < oo, siendo

f= 2 x; XE;.
i€rI

7.2. 81 0<e'<e y {Kj}jes esunafamilia de subconjuntos com-
pactos no vacios de X de d-didmetro menor o igual que €', tales que

K= U K

JEJ
y para cada jE€J existe ;€1 con K,' C Ki]., entonces existe una

particion {Ej}je; C £ de Ey x; €K; (j €J) de manera que

r ["‘ (F) - fF f dﬁ] <e'1Bllp,» (F) (1.2)

se verifica para cualesquiera que sean FE Zg, pESP y re€R
con ||Bllp,, (§2) <+oo, siendo

f'l=3 X; XE}.
JEJ
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8. Lema.— Si E €ZX* estd localizado en un compacto K C X, enton-
ces existe una funcién u-simple f tal que () CK, fI2 —E=0 y

«r)= [ rap

para todo [ € Zg (en adelante escribiremos ag = (BE)r).

Demostracién. — Basta proceder de manera andloga a la demostracion
del lema 4 de [2].

9. Proposicién.— Supongamos que S € Z* y que para todo E €Z*
existe F €X% que estd localizado en un compacto Kr C X. Entonces
existe una sucesion disjunta (E,) CZ* y una sucesion (Kn) de subconjun-
tos compactos de X, tales que E, estd localizado en K,, para todo n y

v (2 —-UE,)=0.
n

Demostracion.— Basta proceder como en la demostracién de la propo-
sicion 5 de [2].

En las condiciones de la proposicion 9, del lema 8 resulta la existencia
de una sucesion (f,) de funciones y-simples tales que f£,|Q2 — E, =0,
fo () CK, YV ag, =(Bg,)s, loquenosllevaa introducir el siguiente
concepto:

10. Definicién.— Diremos que una medida « estd uniformemente locali-
zada si existen una sucesion disjunta (E,) C ¥, una sucesion (K,) de sub-
conjuntos compactos no vacios de X y una sucesion (f,,) C S de forma que

V(Q*—UEn):O, fle—EnEOa
n

fn (Q) C Kna OlEn :(BEn)fn

(m2=l fm )n

tiene semivariacién uniformemente continua.

Evidentemente, si §2 € X% y existe un subconjunto compacto no vacio
de X tal que para cada E €3* exista FE€IY% que esté localizado en dicho
compacto, entonces del lema 8 resulta que la medida o estd uniformemente
localizada.

y la sucesién
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11. Teorema.— Supongamos que se verifican:

11.1. lim r [a (A)] = 0 para cualesquiera que sean p € P y
llgllp,r 4)-0

r€& con |Bllp,r (2)< oo,
11.2. Para cada E €X* existe FE€ Xk que estd localizado en un sub-
conjunto compacto Kr de X.

Entonces, existe una funcion medible f: Q —> X tal que para cada
r € R existe p €SP de manera que dado € > 0 existe Ac €Z tal que

IBlip,» (2 —Ag) <€, fe =f" X esBag-integrable y a. = Ba)re-

Demostracion.— Supongamos que §2 €X' (va que el caso contrario es
trivial), entonces existen como hemos visto anteriormente, una sucesion dis-
junta (E,) CZ*, (K,) una sucesion de subconjuntos compactos no vacios
de Xy (g,)C S tales que

V(Q—UEn)ZO, gnIQ—EnEO,
n
gn (§2) © Ky y XE, Z(BEn )en -
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que

Q=UE,.

Para cada n € IN consideremos la funcién u-simple

Evidentemente, existe

fo= 11;1m fn (D)

para todo ¢t € Q y del teorema de Egorov resulta que para cada 7 € &£ exis-
te p € tal que dado € >0 existe Ac € T con liBily,,» (2 —Ag)<E
y la sucesion (f,,) converge uniformemente a f en A¢. Ademds, la funcidén
f " Xag esacotada, ya que para cada seminorma p EHP existe np EN

tal que

PU@IST+p Uy IS1+Mp U Ky d(fo (), 0)

=1

para todo x € A¢, vy el conjunto {d (f,,p (x), 0): x €EQ} esacotado por
ser f,,p una funcion u-simple.

Por consiguiente, f es medible y de la proposicion 1.53 de [6] resulta
que la funcion f* X4 es 84 - integrable. Ademds, si
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n
F,=UE (€N
se tiene que

oz(B)=11;lmoz(BﬁF,,)=h'mLf,, d;3=fo~xAE B

para todo BE€ X, c-

12. Teorema.— Si o estd uniformemente localizada y verifica 11.1,
entonces tiene derivada de Radon-Nikodym respecto de 3.

Demostracion.— Con las notaciones de la demostracion anterior, vea-
mos que la funcién obtenida en dicha demostracion es integrable, para lo que
basta con probar que la semivariacion I |l p,r (f, ") escontinua cualesquiera
quesean p €EFL y r€H con |Bll,,, () <+oo. En efecto, sean p €EF
y r€A con |IBll,, (Q)<+w, AEZT y g€E€S talesque p [g ()] <
< plf @] paratodo t € A. Entonces plg ()] <plf, (©)] para todo
t€F, y n€N y,por tanto, dado € > 0 existe ny €N tal que

(fem)ze o ([, ea)=e ot o)

de donde, por tener (f, ) semivariacion uniformemente continua, resulta que
IBlip,» (f, ") es continua.

13. Teorema.— Si X es un espacio de Banach, entonces o tiene derivada
de Radon-Nikodym respecto de B si y sélo si o estd uniformemente locali-
zada y

lim Ja)]=0 (13.1)
“ﬁ”p’r (A)"O

para toda seminorma r €A, siendo p la norina en X.

Demostracion.— Veamos que las condiciones son necesarias, ya que su
suficiencia se sigue inmediatamente del teorema 12. En efecto, supongamos
que existe una funcion integrable f: £ - X tal que a=f;, entonces
(13.1) se deduce del teorema 3.28 de [15]. Veamos que para cada E € =¥
existe F € X} que estd localizado en un subconjunto compacto de X. En
efecto, sea E € Tt y supongamos que existe r, € & tal que 0 <
<|IB lll,,,0 (E) < |IB ”p.ro (w) < +o0 (ya que de (8.1) resultaria en caso con-
trario que F estaria trivialmente localizado en cualquier conjunto unitario).
Por ser f integrable es medible y existe G € £ talque lIBll, ,, (2 — G) <
<(lBlp,r, (EN/2 vy f"Xe €S. Sea F=EN G, entonces l|3 lp, ro (F)>
> (IBllp, -, (E)/2 y, por consiguiente, FE % . Veamos que F estd locali-
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zado en K = f (F) (que es precompacto y, por consiguiente, compacto).

Sean € > 0 y {K;}7-; wuna familia de subconjuntos compactos no vacios
de X, de didmetro menor o igual que €, tales que ‘

m

K= U K;.

i=1

Para cada 1 <i<m sea x; €K; con p (x;)=min {p (x): x €Ki} y con-
sideraremos los conjuntos

i-1

Fi=FNf7 (), Fi=FNf1(K)— YU Fj
j=1
para 1<is<m vy

g:

YK

Xi XF'-.

i=1

Entonces, p (g (1)) < p (f (t)) paratodo t E€F y lBlp, (g ) <
<IBllp,»(f,") ¥

rlacr— [ eas]=r [ [ o-ora] << 81, 1)

paratodo A €EZp y r €.

De la construccidn anterior se deduce facilmente que se verifica 7.2,
pudiéndose construir la funciéon f' (que aparece en 7.2) de forma que
p [f (Ol <pI[f ()] paratodo ¢+ €F. Procediendo ahora de manera
andloga a las demostraciones del lema 4 y la proposiciéon 5 de [2] se obtienen
(E,) CZ* (K,)nemn sucesion de subconjuntos compactos no vacios de X
Y (fadnew €S, tales que

V(Q—;JEn)=O, I —E, =0, fn (§2) C K,
ag, =Bs,)r, y P(fa (O)<p ()
para todo t € F, ytodo n €IN. Por consiguiente,
IBllp,r (fn, A NFp)<IBllp,r (f, ANFn) <|Bllp,» (f, 4)
para cualesquiera que sean n €EIN, A € T y r €, de donde por ser f inte-

grable, resulta que la sucesion (f,) tiene semivariacion uniformemente conti-
nua y que « estd uniformemente localizada.

Suponiendo que X es un espacio localmente convexo separado, no
necesariamente de Fréchet, e introduciendo unos conceptos andlogos a los
expuestos en la definicidon 4, se puede establecer una caracterizacidén de los
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espacios Z que poseen la propiedad de Radon-Nikodym, mediante conver-
gencia de martingalas, similar a la enunciada en el teorema 5 (ver [12]). Por
otra parte, de la proposicion 3 de [12] y del teorema 13 resulta facilmente
que un espacio Z tiene la P.R.N. respecto a un sistema integral bilineal (2,
%, B, X), en el que X es un espacio de Banach, si y solo si toda medida

a: X - Z P-controlada estd uniformemente localizada (respecto a dicho

sistema).

BIBLIOGRAFIA

{11 BALBAS, A. Y P. JIMENEZ GUERRA: Un teorema de Radon-Nikodym para integrales
bilineales. Rev. R. Acad. Ci. Madrid, 78 (1984), 217-220.

[2] A Radon-Nikodym theorem for a bilinear integral in locally convex spaces. Math.
Japonica, 32 (1987), 863-870.

[3] : Representation of operators by bilinearintegrals. Czech. Math. J. 37 (1987), 551-558.

‘141 BALLVE, M. E.: Integracién vectorial bilineal. U.N.E.D., 1984. '

(51 BronNDIA, C.: Locally convex spaces with Radon-Nikodym property. Math. Nach., 114
(1982), 335-351.

{61 BRAVO, R.: Tépicos en integracion bilineal vectorial. Tesis Doctoral. U.N.E.D., 1986

{71 BrAVO, R. Y P. JIMENEZ GUERRA: Linear operators and vector integrals. (Apa-
recerd).

181 DEVIEVE, C.: Integration of vector valued functions with respect to vector valued measures.
Rev. Roum. Math. P et Appl. 26 (1981), 943-957.

{91 DIESTEL, J. AND J. J. UHL: Vector measures. Amer Math. Soc., Providence, R.1., 1977.

[10] DoBrakOV, I: 0On integrdﬁon in Banach spaces. Czech. Math. J., 20, 21, 29, 30, 35, 37
(1970, 71,79, 80, 85, 87).

(111 FERNANDEZ, F. J.: Producto de medidas valoradas en espacios localmente convexos. Tesis
Doctoral, U.N.E.D., 1987.

(12] FERNANDEZ, F. J. Y P. JIMENEZ GUERRA: On the Radon-Nikodym property for
operator valued measures. (Aparecerd).

[13] MAYNARD, H. B.: 4 Radon-Nikodym theorem for operator valued measures. Trans. Amer,
Math. Soc., 173 (1972), 449-463.

114] RaO CHIVUKULA, R. Y A. S. SASTRY: Product vector measures via Bartle integrals.
J. Math. Anal., 96 (1983), 180-195.

[15] RODRIGUEZ SALAZAR, S.: Integracién general en espacios localmente convexos. Tesis

. Doctoral, Univ. Complutente, Madrid, 1985.

[16] RODRIGUEZ-SALINAS, B.: Integracion de funciones con valores en un espacio localmente
convexo. Rev. R. Acad. Ci. Madrid, 73 (1979), 361-387

[17] : La propiedad de Radon-Nikodym, § -déntabilidad y martingalas en espacios localmente
convexos. Rev. R. Acad. Ci. Madrid, 74 (1980), 65-89.

18] SIVASANKARA, S. A.: Vector integrals and products of vector measures. Univ. Microfilm

Inter., Michigan, 1983.



