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El 1970 I. Dobrakov [10] desarrolla una teoría de integración de fun
ciones valoradas en espacios de Banach respecto a medidas valoradas en un 
espacio de operadores (entre espacios de Banach) generalizando así el caso 
contablemente aditivo de la conocida integral bilineal introducida por 
R. G. Bartle en 1956. Posteriormente, diversos autores han intentado exten
der estos resultados al caso de espacios localmente convexos. Así, en 1981 
C. Debieve expone una integral de funciones valoradas en espacios normados 
respecto a medidas con valores en un espacio de operadores, definidos en 
dichos espacios normados y valorados en espacios localmente convexos se
parados. En 1983, S. A. Sivasankara [18] y R. Rao Chivukula y A. S. Sastry 
[14] obtienen una integral bilineal tipo Bartle, en la que todos los espacios 
que aparecen son ya localmente convexos. En M. E. Ballvé [4] se hace una 
detallada exposición y comparación de diferentes procedimientos de integra
ción vectorial bilineal conocidos hasta 1984. 

Utilizando las técnicas introducidas en 1979 por B. Rodríguez-Salinas 
[16], S. Rodríguez Salazar desarrolla en 1985 [15] una integral tipo Dobra
kov en la que también se consideran espacios localmente convexos. En 1986, 
R. Bravo [6] estudia conjuntamente las integrales de R. Salazar y la de 
Chivukula-Sastry-Sivasankara, poniendo de manifiesto que en el caso de 
espacios dCiBanach y siempre que las medidas cumplan una cierta condición, 
la segunda integral es una generaUzación estricta de la primera. En el caso 
general, ambas integrales parecen ser difícilmente comparables. Posterior
mente, en 1987 F. Fernández [11] obtiene una integral bilineal en espacios 
localmente convexos estrictamente más general que la dada en [14] y que 
extiende por tanto también a la integral de Dobrakov. 

Cifíéndonos dentro de la integración vectorial bilineal, a los teoremas 
sobre derivación de medidas, cabe señalar que en 1972, H. B. Maynard [13] 
da un teorema de Radon-Nikodym para medidas valoradas en espacios de 
operadores entre espacios de Banach, que posteriormente ha sido extendido 
por A. Balbás y P. Jiménez Guerra [1] y [2] al caso de espacios localmente 
convexos utilizando la integral de Chivukula-Sastry-Sivasankara. 

En la primera parte de este trabajo se expone un teorema de Radon-
Nikodym probado en [2] para la integral de Chivukula-Sastry-Sivasankara 
y se prueba, también para esta integral, un teorema sobre la propiedad de 
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Radon-Nikodym y la convergencia de martingalas. La segunda parte está 
dedicada al estudio de la derivación de Radon-Nikodym de medidas valoradas 
en espacios localmente convesos respecto a medidas con valores en un espa
cio de operadores (entre espacios localmente convexos) utilizando la integral 
introducida en [15]. Esto permite comparar una vez más resultados del 
mismo tipo (en este caso sobre derivación de medidas) obtenidos para cada 
una de las dos integrales bilineales en espacios localmente convexos, a las que 
nos hemos referido anteriormente. Esta línea de trabajo se ha seguido tam
bién en R. Bravo [6] (donde se estudian los espacios ÍF y la representación 
de operadores para ambos tipos de integración) y en F. J. Fernández [ i l l 
(donde se estudian, también para estas dos integrales, la existencia del pro
ducto tensorial de medidas y teoremas de tipo Fubini). 

DERIVACIÓN DE MEDIDAS I. 

Como hemos indicado en la introducción, en este primer apartado uti
lizaremos la integral definida en [14] y [18], que exponemos brevemente a 
continuación. Denotemos por S una a-álgebra de partes de un conjunto Í2, 
X,Y y Z tres espacios localmente convexos de los que Z se supondrá separa
do y completo y por 0^, Û y Sí tres familias generantes de seminormas en 
Z , y y Z respectivamente. Denotaremos por (x, j ) -^ xy una apHcación 
bilineal y continua de X x F en Z, y por jS y o: dos medidas (contablemente 
aditivas) definidas en S y con valores en 7 y Z respectivamente. Supondre
mos que la medida j3 verifica la **-propiedad (ver [18]), es decir se supone 
la existencia de una medida finita no negativa v definida en 2 tal que 
lljSll̂ r̂ ^ V, para toda seminorma r ^M y todo B E:<M , siendo S la 
familia de todos los subconjuntos absolutamente convexos y acotados de X 
y II i3 IIB, r 1̂  semivariación de ]3, definida por 

li^llB,r(^) = s u p r [ 2 XiHEi)\ (EEX) 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de E en conjun-
juntos {Ei}f=:i C 2 y todas las familias finitas {x/}f=i de elementos de 5. 
Como es habitual, diremos que un conjunto £ E 2 es j3-nulo cuando 
11)311 B, r (E) = O para cualesquiera que sean B ^<M y r ^M. 

Siguiendo la notación usual de Grothendieck, para cada B ^M, deno
taremos por XB el subespacio vectorial generado por J5, y en él considerare
mos la topología definida por el funcional de Minkowski QB de 5 en XB-
Para indicar que un subconjunto de XB es compacto en (XB, QB), diremos 
que es Z^-compacto. En adelante, emplearemos la siguiente notación: 

S^= {Eex: v(E)>Ol XE= { F E S : F C E} 
y 

2 ^ = 2 ^ n XE (con EE 2). 
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7. Definición [14], [18] .- Sea B EM , diremos que "una función 
/ : Í2 ~> Z es (jS, B)4ntegrable si y sólo si rango {f)CL XQ y existe una suce
sión (/„) de funciones simples X^g-valoradas (las funciones simples y su inte
gral, se definen de manera habitual) tal que: 

i) existe un conjunto ]3-nulo E, de forma que qs (fn (O — / ( O ) "^ O 
puntualmente en O - £*, y 

ii) dados e > 0 y r E J ? , existe 5 = S ( £ , r ) > 0 talque 

Ujndp) r[fndB]<e 

para todo /t G IN y todo EEX con W\\B,r(E)<8. 

Diremos que una función / : Í2 -^X es ^-integrable (en adelante escri
biremos simplemente "integrable") si y sólo si es (i3, 5)-integrable para algún 
BE^. 

Si /es (i3,5)-integrable y E E S , se define 

-(B) 

/ / d ^ = lím \ fnd&, 

donde (/„) es una sucesión cualquiera de funciones simples X^-valoradas que 
verifican i) y ii). Si la función es jS-integrable se define 

f fdP= f fdP (^ES) 
•fe -^E 

para cualquier B E<S> tal que /sea (]5, 5)-integrable. 

2. Definición.— Sean B E <M, E EX"^ y Kun conjunto X^-compacto. 
Se dice que E está B-localizado en K, si dado e > O y una familia finita 
{Kf}i^j de conjuntos X^-compactos no vacíos de diámetro menor o igual 
que e tales que 

K= U TT,, 

se verifican las siguientes condiciones: 

2.1. Existe una partición {EfJi^jC X do E y XfEKf (i El) tales que 

r[a(F)- f fdp)<e\ms,r(F) (2.1) 
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se cumple para todo FEXE y rEM, siendo 

iŒl 

2.2. Si O < e ' < £ y {K¡}j^j es una familia finita de conjuntos 
XB -compactos no vacíos de diámetro menor o igual que £ ', tal que 

K= U K¡ 

y para cada j EJ existe -̂ E / con Kj C Kj^, entonces existe una 

partición {E¡}j^j C 2 de £ y x¡ E K¡ (j E. J) tales que 
EjCEi. y 

r{a (F) -¡^f dp) < e' \m\B,r(F) (2.2) 

para todo FEXE y r EM, siendo 

r = 2 XJXEÍ^ 

3. Teorema [2].— Si el espacio X es separado y completo, entonces la 
medida a tiene derivada de Radon-Nikodym respecto a P si y sólo si existe 
un conjunto cerrado B E M tal que se verifican: 

3.1. lím r [a (E)] = O para toda seminorma r EM. 

3.2. Para cada E E X'^ existe F EX% que está B4ocalizado en 
un X^-compacto (que depende de F). 

4, Definición.— Se dice que la medida a estáp-controlada cuando exis
te una subálgebra 2 ' de 2 y una familia tó )^ e s ' de funciones integrables 
(deí2 en X) tales que a (X') = 2 , 

f fA dp = aiA) 

para todo 4̂ E 2 ' y 

U, fA (Í2) 

es un conjunto acotado. Podemos suponer que existe B E M tal que 

U f^ ( Í2)C5. 
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Si la medida a está jS-controlada, entonces se verifica que 

r{a{A))<m\B^r{A) (4.1) 

para toda seminorma r E J? y todo v4 E 2 , según resulta fácilmente de las 
propiedades de la integral (ver por ejemplo [14], p. 185), ya que si se consi
dera en 2 la seudométrica d {A, B) = v {A - B) •\- v {B - A) {A, 5 E 2 ) , 
entonces 2 ' es densa en 2 , la aplicación IÍJSIIB, r- 2 ^ IR es continua (por 
verificar ]3 la **-propiedad) y existe una única extensión de ai 2 ' a 2 que 
coincide con la medida a:. 

Se dice que un espacio localmente convexo separado y completo Z, 
tiene la propiedad de Radon-Nikodym (en adelante escribiremos P.R.N.) 
respecto a un sistema integral bilineal (Í2, 2 , j3, X, F, b) si toda medida 
a: 2 -^ Z j3-controlada tiene derivada de Radon-Nikodym acotada respecto 
dej3 (e.d. existe / : Í2 - ^Z j3-integrable y acotada, tal que 

a {A)= f fdp 
JA 

para todo ^ E 2 , en adelante escribiremos a = ]3/). Lógicamente, diremos 
que Z tiene la P.R.N. cuando la tenga respecto a todo sistema integral bili
neal (como anteriormente, al hablar de un sistema integral bilineal (Í2, 2 , 
j3, X, Y, b) estamos utilizando las notaciones y suponiendo que se verifican 
las condiciones mencionadas al comienzo de este apartado y denotando por 
b a una aplicación bilineal y continua de X x 7 en Z). 

De (4.1) y del teorema 3 resulta inmediatamente que un espacio Z tiene 
la P.R.N. respecto a un sistema integral bilineal (Í2, 2 , j3, Z, Y, b) cuando 
para cada medida a: 2 -> Z ]3-controlada existe un subconjunto absoluta
mente convexo, cerrado y acotado 5 C X tal que para cada £'E2"*' existe 
F E 1;% que está 5-localizado en algún X^-compacto (dependiente de F). 

Sea ( 2 | ) / e / una red monótona no decreciente de sub-a-álgebras de 
2 tales que 

a( U 2 , ) 

y sea fi'. íl -^ X una función integrable para cada / E I, diremos que 
(fi, 2/)i e / es una martingala si se verifica que 

JA JA 

para todo i > j y todo A E 2y. Diremos que una martingala (//, 2 I ) Í G / 
es acotada, si 

es un subconjunto acotado de X, 
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Una martingala acotada {fi, 11Í)Í^I se dice que es convergente si existe 
una función integrable y acotada / : Í2 -> Z tal que 

lím í/,rf^= \ fd& 

se cumple para todo 

Ae u Xi. 
i Œl 

5. Teorema.^ Un espacio Z tiene la P.R.N. si y sólo si toda martingala 
(en Z) es convergente. 

Demostración.- Supongamos que Z tiene la P.R.N. y sea {fi, l^Oi^i 
una martingala acotada (en Z). Si B E:<M es tal que 

U fi{a)GB, 

entonces 

se verifica para todo ^ G S,-, r G J? e i&I. Consideremos ahora 

JA 

para todo ^ E 2/ e / E / y 

OLQ {A) = Mm OLi {A) para todo ^ E U 2 / . 

Evidentemente, 

r{ciQ{A)]<W\\B r {A) para todo .4 E U 2/ 

y teniendo en cuenta que la medida j3 verifica la **-propiedad y procediendo 
como en la demostración del teorema de Carathéodory-Hahn-Kluvaneck 
(Diestel-Uhl [9]) se deduce la existencia de una medida OL: 2 -^ Z que 
extiende a «o Y Q^^ ^stá i3-controlada. Por consiguiente, existe una función 
/ : Í2 -> X integrable y acotada tal que a = ^f y 

lím \ f,d^ = OL{A)= í fdp 
i ^A -JA 

para todo 

^ E U 2 í . 
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Recíprocamente, supongamos que toda martingala (en Z) acotada es 
convergente y sea a: 2 -^ Z una medidajS-controlada. Si S' y (Xi )^ e s ' 
verifican las condiciones de la definición 4, para cada partición finita TT de Í2 
en elementos de 2 ' , definamos 

fn= ^ TA, 

siendo ^ : Í2 -^ Z la función tal que /A \A = / ^ y f^l^ ~ A = 0. Proce
diendo ahora como en Rodríguez-Salinas [ 17], se tiene que si TTI < 7r2, todo 
A ETTI se puede expresar como unión (finita) de elementos de TT2 '• 

A= U Ai (A/G7r2) 
/ = i 

[fn,dP=íi 2 fc)dP= X í fcdp = 
JA JA ^C^7Í2 ^ c^TT^ JA 

= 2 S \ Jcd^= i: a{Ai) = oi{A)-= \ f^^d^, 
CG7T2 i = l ^ ^ / í = l -^A 

Por tanto, (f^^, o (7r))7r es una martingala acotada en Z y existe una 
función integrable y acotada / : Í2 -^ X tal que 

f / = l í m f A dp 
-^A -n JA 

para todo 

yl G U a (TT). 

Además, para cada A ^ H' consideremos TT̂  = {A, ^ — A} y entonces 

J fdp = lím f f,dp==l^f,^ dp = a(Al 

de donde se deduce fácilmente que a = j3̂ . 

DERIVACIÓN DE MEDIDAS II. 

En adelante denotaremos por 2 a una a-álgebra de partes de un con
junto Í2, por X y Z dos espacios localmente convexos separados, de los que 
Z se supondrá además completo y por Y el espacio L (X, Z) de las aplica
ciones lineales y continuas de X en Z. La aplicación bilineal de X x y en Z 
que emplearemos será la evaluación y^ y M denotarán dos familias generan-
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tes de seminormas en X y Z respectivamente, mientras que en Y se considera
rá la topología de la convergencia puntual. 

Sean a, j3 y î , S"*", X^ y SE- (E G 2) como en el apartado anterior y 
supongamos que lljSllp̂ ;. < v para cualesquiera que sean p E J^ y r E JÇ 
con ¡ijSlip̂ ^ (co) <+oo(*), siendo 

IliSIUr (£) = s u p r [ 2 XiHEi)\ (E^^l 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas {£/}?= i E D 
de £" y todas las familias finitas {xf}/=i de elementos de X tales que 
p (X/) < 1, para / = 1, ..., n. En adelante supondremos que la medida^ es 
de semivariación acotada (e.d., para cada r ^M existe p E J^ tal que 
lliSil̂ ,̂ ( í2)<+oo). 

6. Definición.— Se dice que una función / : Í2 -^ X es una función 
usimple si es límite uniforme de funciones simples (las funciones simples 
así como su integral y la de las funciones ¿/-simples se definen de la manera 
usual). Denotemos por 5*0 y 5* a las familias de las funciones simples y 
¿/-simples respectivamente. 

Diremos que una función / : í2 -^X es ¡i-medible (o medible) si para 
cada seminorma continua r ^M existe p E # tal que para cada £ > O 
existe ^ E S talque |||3||^^, ( Í 2 ^ ^ ) < e y / • XA ^S. 

Siguiendo la definición de [15], diremos que una función / : Í2 -> X 
es jS-integrable (o integrable) si es medible y para cualesquiera que sean 
r E j ? y p E # con ||i3||p,. ( í2)<+oo, se tiene que lli3||p^^ (f, •) es conti
nua (e.d., para cada e > O existe S > O tal que 

\Mp,rif.E) = ^uv{r[¡^gd&): g^S y (p o g\E)< (po f\E)^<e 

para todo EG X con iliSlip̂ ^ (E)<8. 
Se dice que una sucesión (^ ) de funciones integrables tiene semivaria

ción uniformemente continua si 

,, ,, lím \mp,r{fn,E) = 0 

uniformemente (en n) para cualesquiera que sean p E <# y r E. M con 
||^|¡p,,(í2)<+oo. 

La integral de una función integrable/se define de la siguiente manera: 

¡ fd&= ^ lím . í /-Xj, d^ ( ^ ^ 2 ) . 

(*) Basta suponer que ̂  es continua según se prueba en [ 11]. 
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Supongamos en adelante y hasta el teorema 13 inclusive, que el espacio 
X sea de Fréchet y que # = {pn]. Entonces, 

d\x,y) = X — —7 ; (x^yGX) 
n T I + Pn (X -y) 

define una métrica invariante por traslaciones, que a su vez define la topolo
gía de X y para cada subconjunto compacto ^ de X 3̂  cada seminorma 
p ^ # existe Mp^K > O tal que p (x) <Mp^K d(x, 0) para todo xEK. 

7. Definición.— Diremos que un conjunto E ET>'^ está localizado en 
un compacto K C X ú para cada e > O y cada familia finita {^J / e / de 
subconjuntos compactos no vacíos de X de íi-diámetro menor o igual que £, 
tales que 

K= U Ku 
f e / 

se verifican: 

7.1, Existe una partición (EÍ)Í^JC. X deEy XÍ^KÍ (i^I) tales que 

r [« (F) - j ^ /c//?] < e ||/3||p,, (E) (7.1) 

se verifica para todo F G XE , p ^ S^ y r E j ? tales que 
¡¡jSilp̂ ;. (S2)<+00^ siendo 

/ = 2 Xi XEÍ. 

7.2. Si 0 < £ ' < e y {i^/}/e / es una familia de subconjuntos com
pactos no vacíos de X de (¿-diámetro menor o igual que e', tales que 

K= U K'j 

y para cada 7 E / existe /) G / con K] C Ki-, entonces existe una 

partición {E]}f^j C 2 de £* y x'jE: K¡ (7 E / ) de manera que 
F¡ C E,. y 

r \ot (F) - If dl3]<e' \\p||p,, (F) (7.2) 

se verifica para cualesquiera que sean F E XE, p ^S^ y rE.M 
con lljSllp,̂  (í2)<+oo^ siendo 

/ ' = S Xf XE). 
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8. Lema.— Si £* E 2"** está localizado en un compacto K C. X, enton
ces existe una función u-simple f tal que /(Í2) C K, f\íl — E = 0 y 

Jj7 

para todo /^XE (en adelante escribiremos ŒE = (PE)/)-

Demostración.— Basta proceder de manera análoga a la demostración 
del lema 4 de [2]. 

9. Proposición.— Supongamos que Í2 E S"*" JF que para todo £ EZ"*" 
existe F ^H'^E que está localizado en un compacto KF E X Entonces 
existe una sucesión disjunta (En) CX'^ y una sucesión (Kn) de subconjun-
tos compactos de X, tales que En está localizado en Kn para todo n y 

p(a~UEn) = 0. 
n 

Demostración.— Basta proceder como en la demostración de la propo
sición 5 de [2]. 

En las condiciones de la proposición 9, del lema 8 resulta la existencia 
de una sucesión (/„) de funciones tz-simples tales que /„ |Í2 - £'„ = O, 
/„ (Í2) C Kn y oíE = (PE )f ' ^^ ^^^ ^os 11^^^ ^ introducir el siguiente 
concepto: 

10. Definición.— Diremos que una medida a está uniformemente locali
zada si existen una sucesión disjunta (£'„) C 2+, una sucesión (Kn) de sub-
conjuntos compactos no vacíos de X y una sucesión (f^)CS de forma que 

p(a~-UE^)=0, fn\n-En=0, 
n 

y la sucesión 

( 2 fm) 

tiene semivariación uniformemente continua. 
Evidentemente, si Í2 E 2"*" y existe un subconjunto compacto no vacío 

de X tal que para cada £ ES"*" exista FE2"£' que esté localizado en dicho 
compacto, entonces del lema 8 resulta que la medida a está uniformemente 
localizada. 
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11. Teorema.— Supongamos que se verifican: 

11.1. lím r [a {A)] = O para cualesquiera que sean pE.<0' y 
Ili3llp,r U) -^0 
r^M con \m\p,r {^)<+^. 

11.2. Para cada £" E S"̂  existe F^XE que está localizado en un sub-
conjunto compacto Kp de X. 

Entonces, existe una función medible / : Í2 -> X tal que para cada 
r E J? existe p ^SP de manera que dado e > O existe ^ ^ E S talque 
W\p,r {^- A¿)<z, f^^f 'XA^ es ^Ae'^ritegrable y a^^ = (^^£)/£. 

Demostración.— Supongamos que Í2 ES"*" (ya que el caso contrario es 
trivial), entonces existen como hemos visto anteriormente, una sucesión dis
junta {En ) C S"*", {Kn ) una sucesión de subconjuntos compactos no vacíos 
d e X y {gn)^S tales que 

p{n-UEn)=0, gn\n~En=0, 
n 

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 

Í2 = U £•„ . 
n 

Para cada ^ E IN consideremos la función w-simple 

Evidentemente, existe 

n 
fn= ^ gi-

/ = 1 

/ ( 0 = lím/„(í) 
n 

para todo í E Í2 y del teorema de Egorov resulta que para cada r ^ M exis
te p E # tal que dado e > 0 existe y l^E S con ll/3ilp,r (Í2 - ^ e ) < ^ 
y la sucesión (/„) converge uniformemente a / e n ^ £ . Además, la función 
f ' XA ^ es acotada, ya que para cada seminorma p Ec# existe /2p E ]N 

tal que 

P [f{x)] <l+P [fn. {X)] <l+Mp U Knd {fnp (x ) , 0) 

para todo x EA^, y el conjunto id {fn^ {x), 0): x E Í 2 } es acotado por 
scT fnp una función tz-simple. 

Por consiguiente, / es medible y de la proposición 1.53 de [6] resulta 
que la función f ' XA ç- es jŜ  ^- integrable. Además, si 
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F„ = U Ei (n e N) 
f = l 

se tiene que 

para todo BE. 2^ p . 

12. Teorema.— Si o¿ está uniformemente localizada y verifica 11.1, 
entonces tiene derivada de Radon-Nikodym respecto de P. 

Demostración.— Con las notaciones de la demostración anterior, vea
mos que la función obtenida en dicha demostración es integrable, para lo que 
basta con probar que la semivariación 11)311̂ ^̂  (f, *) es continua cualesquiera 
que sean /? E # y r EM con Ili3||p ^ ( Í Í ) < 4-oo. En efecto, sean p ES^ 
y reM con ||^||p,^ (Í2) <+oo , ^ E 2 y g E 5 tales que p [g (O] < 
^ P [f (01 para todo t E A. Entonces p [g (t)] ^ p [fn (Ol para todo 
t EFn y « E IN y, por tanto, dado e > O existe WQ E ]N tal que 

r i j gdi}<e +r ( / ^ gdp)<e +ll/3||^,, a« , , ^ ) , 

de donde, por tener (fn ) semivariación uniformemente continua, resulta que 
W\\p,r if,') es continua. 

13. Teorema.— Si X es un espacio de BanacK entonces a tiene derivada 
de Radon-Nikodym respecto de ^ si y sólo si a está uniformemente locali
zada y 

,, ,, lím [a(^) ] = 0 (13.1) 

para toda seminorma rEM, siendo p la norfna en X. 

Demostración.— Veamos que las condiciones son necesarias, ya que su 
suficiencia se sigue inmediatamente del teorema 12. En efecto, supongamos 
que existe una función integrable / : Í2 -> X tal que Û: = jS ,̂ entonces 
(13.1) se deduce del teorema 3.28 de [15]. Veamos que para cada £* E S"*" 
existe F E S j que está localizado en un subconjunto compacto de X. En 
efecto, sea F E Z"̂  y supongamos que existe r^ E M tal que O < 
^W llp,ro (^) ^ W llp,ro (^) ^ "*"°° (y^ ̂ ^^ ^^ í^-^) resultaría en caso con
trario que E estaría trivialmente localizado en cualquier conjunto unitario). 
Por ser /integrable es medible y existe G E 2 tal que |||3||p ^ (Í2 — G) < 
<iW\\p,r^ (E))/2 y f'Xo ^S. Sea F = £ n G, entonces'll/3||p,,^(F) > 
> ( Ill3 \\p^ r (E))/2 y, por consiguiente, FEJ^'^ . Veamos que F está locali-
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zado en K = f (F) (que es precompacto y, por consiguiente, compacto). 
Sean e > O y {^/}f=i una familia de subconjuntos compactos no vacíos 
de X, de diámetro menor o igual que e, tales que 

K= U Ki. 
f = 1 

Para cada 1 < / < m sea Xi G Ki con p (x/) = mín {p (x): x ^ Kf} y con
sideraremos los conjuntos 

Ft =Fnf^' (K,), Fi = Fnn (Kt)-'u Fj 
/ = i 

para \ <i<m y 

m 

g= X Xi XF^.. 
z = l 

Entonces, p (g (t)) < p (f (t)) para todo t ^ F y llj3||p,, (g, •) < 
<W\\p,r(f,') y 

r [ a (^ ) - ^ ^^^]='' [^ (f~g)d¿j<eW\\p,r(A) 

para todo AEXF Y r ^M. 
De la construcción anterior se deduce fácilmente que se verifica 7.2, 

pudiéndose construir la función / ' (que aparece en 7.2) de forma que 
P [f (O] ^ P [f (O] para todo t EL F. Procediendo ahora de manera 
análoga a las demostraciones del lema 4 y la proposición 5 de [2] se obtienen 
(En) C 2" ,̂ {Kn)n^m succsión de subconjuntos compactos no vacíos de X 
y (ín)n^m ^S, tales que 

V{a-UEn) = 0, fn\^-En=0, /„ ( SI) C i^„ , 
n 

OtEn =(PEJU y J^(fn (0) <P (f (O) 

para todo í EF„ y todo n Efi. Por consiguiente, 

\W\\p,r(fn, AnFn)< \W\\p,r if. AnFn)< WWp^r (/, A) 

para cualesquiera que sean nEM, A E j;, y r EM, de donde por ser/inte
grable, resulta que la sucesión (/„) tiene semivariación uniformemente conti
nua y que a está uniformemente localizada. 

Suponiendo que X es un espacio localmente convexo separado, no 
necesariamente de Fréchet, e introduciendo unos conceptos análogos a los 
expuestos en la definición 4, se puede establecer una caracterización de los 
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espacios Z que poseen la propiedad de Radon-Nikodym, mediante conver
gencia de martingalas, similar a la enunciada en el teorema 5 (ver [12]). Por 
otra parte, de la proposición 3 de [12] y del teorema 13 resulta fácilmente 
que un espacio Z tiene la P.R.N. respecto a un sistema integral bilineal (Í2, 
2 , ^, X), en el que X es un espacio de Banach, si y sólo si toda medida 
a: 2 -> Z ^-controlada está uniformemente localizada (respecto a dicho 
sistema). 
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