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Abstract 

Several Fubini's type theorems are proved for a bilinear integral in locally convex spaces, giving 

an affirmative answer, under certain conditions, to the question about the validity of the Fubini's 

theorems for these integrals. 

INTRODUCCIÓN 

En 1983, S. A. Sivasankara [13] obtuvo una integración bilineal de tipo 
Bartle (expuesta también en Rao Chivukula y Sastry [10]) en que todos los 
espacios considerados son localmente convexos, aunque se hace preciso im
poner determinadas restricciones a las funciones integrables. 

Detalladas comparaciones de esta integral con otros procedimientos de 
integración vectorial bilineal pueden encontrarse en R. Bravo [4] y en 
M. E. Ballvéíl]. 

En conexión con estas cuestiones, surge el problema de saber cuándo 
existe el producto de dos medidas vectoriales a y jS (con respecto a una cierta 
aplicación bilineal), y averiguar si su expresión viene dada, como parece suge
rir la teoría de la medida clásica, por una integral del tipo 

a(S)^(G) = / a ( C , ) # ( , ) 

Contrariamente a lo que sucede en el caso escalar, tal medida producto 
no existe necesariamente, ni siquiera en el caso en que las medidas ocy ^ 
estén valoradas en un mismo espacio de Hilbert y la apHcación bilineal consi
derada sea el producto interior. (Pueden verse contraejemplos en Bhaskara 
Rao [3] y en Dudley y Pakula [7].) 

Sin embargo, varios autores han obtenido condiciones suficientes para 
la existencia de la medida producto. Citaremos entre ellos a Duchon [5], 
Duchon y Kluvanek [6], Swartz ([14], [15]) y Huneycutt [9]. Este último 
considera medidas de variación acotada valoradas en espacios de Banach; y 
consigue, con determinadas restricciones (como que una de las medidas tenga 
rango separable), representar la medida producto mediante una integral de 
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tipo Bochner, y dar además un teorema de Fubini; que le permite, por otra 
parte, probar la asociatividad de la convolución de medidas. 

Para la integral bilineal de Sivasankara, tanto el propio Sivasankara [13] 
como Rao Chivukula y Sastry [10] dan, en 1983, teoremas que generalizan y 
unifican todos los resultados antes reseñados sobre existencia y representa
ción (bajo ciertas condiciones) del producto de medidas. Sin embargo, aunque 
consiguen un Teorema de Fubini para funciones simples, no ofrecen ningún 
Teorema más general de este tipo, semejante al dado por Huneycutt [9]. 
R. Chivukula y Sastry [10] indican que ello "parece requerir un estudio más 
profundo de la integral de Bartle". 

En el presente artículo presentamos teoremas de tipo Fubini para esta 
integral de Sivasankara, y para distintas clases de funciones. 

Para ello, después de considerar el caso de las funciones simples (seccio
nes 4 y 5), se dedica la sección 6 a demostrar una notable propiedad de la 
medida producto, que será necesaria para el desarrollo del resto del artículo. 

En § 7 se prueba la "asociatividad" (bajo ciertas condiciones) del pro
ducto de medidas, y se deduce de ello un nuevo resultado de tipo Fubini. 

Con algunas hipótesis restrictivas sobre las medidas a y jS, y exigiendo 
que sea de Banach uno de los seis espacios localmente convexos que intervie
nen, se demuestra en 8.2 un Teorema de Fubini que es válido para cualquier 
función fuertemente integrable (ver 8.1), y que generaliza parcialmente el 
Teorema III.2 de J. E. Huneycutt [9]; dicho Teorema, aunque es aplicable 
también a otras funciones, se refiere sólo al caso en que todos los espacios 
considerados sean de Banach y las medidas utilizadas cumplan condiciones 
más fuertes que las que imponemos aquí. 

Concluye el trabajo con un nuevo teorema de tipo Fubini (9.2), que se 
refiere a una clase más amplia de funciones (las que son (a ® j3)-medibles y 
(a 0 i3)-esencialmente acotadas, en el sentido de Rao Chivukula y Sastry 
[10]), pero en el que es preciso suponer que la medida producto a (8) i3 tiene 

la **-propiedad fuerte (ver 9.1). 

NOTACIÓN 

A lo largo del artículo, X, F, Z, t/, F y W serán espacios localmente 
convexos y separados; supondremos que U, V y W son completos; <#, Q, 
J?, ^ , ^^ y %̂  denotarán sendas familias generantes de seminormas continuas 
deX,Y',Z,U,VyW',(l)^:XxY-^U,(l)2:ZxX-^V,(l)y. VxY-^W y 
04 : Z X U -^ W serán aplicaciones biHneales y continuas, verificando que 
03 (02 (^,x),y) = 04 (z,0i (x,7)), para todo xEX, y^Y, zEZ; i^, Ct) 
y (E, %^ serán espacios medibles; OL\ ct-^ X y P: ^S -^ Y, medidas conta
blemente aditivas. 

Utilizaremos, como antes se indicó, la integral bilineal definida en [10] 
y [13] (ver también [ l ] y [4]). 

Como es habitual, pondremos ( X 0 ^ =o (dx^); y 

Mx ~ {B C X / B Qs absolutamente convexo y acotado}. 
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7. Proposición.— Si F: E^X es una función simple, entonces la apli
cación (t>2 {z, F)\ E -^ V (dada por 02 {z,F) {s) = 02 (^, F{s)), para todo 
s ^E) es simple, cualquiera que sea z ^Z, y se verifica que 

f^ (l>2(z,F)dP = (t>^(^zJ^Fd¿). 

2. Definiciones, -

2.1. Del mismo modo que en [10] y [13], decimos que la medida 
o¿: (Z-^ X Qs Mackey-acotada si existe una aplicación acotada X: (X-> IR"̂  
verificando: Si (^«)«eiv ^ 6t es una sucesión disjunta, entonces la sucesión 

(^(..v„^0), i >n ' 'n^N 

converge a cero; y para cada seminorma p G J^ existe Mp > O tal que 
p {pL (^)) <Mp'\ {A), para todo A^d. 

Si X es metrizable, entonces o:-es Mackey-acotada, según se demuestra 
en[13]y[10] . 

2.2. También como en [10] y [13], decimos que la medida ^ tiene la 
^^-propiedad (respecto de 0i) (ó la (**, 0i)-propiedad) si existe una medida 
finita contablemente aditiva v\ ^ - > IR"̂  tal que lljSIÎ ;̂  < v (lljSII^;;. es 
absolutamente continua con respecto a ^), para todo B E Sèx y r G ^ . 

( IÍJSIIB,?- denota la (5, r)-semivariación de la medida j3; es decir, la apli
cación IIJSIÍB,;.: ^ - > 1 R " ' U {+OO} dada por 

11̂  b,r (D) = s u p | r ( J ^ 01 (xt, p ( A ) ) ) l (DE^), 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones medibles finitas 
{Di,...,£)„} de Z) y todas las colecciones finitas {xi, ...,x„} C 5 ). 

2.3. Siguiendo a [4], diremos que la medida i3 tiene la *'-propiedad 
respecto de 0^ ) (o la (* ', 0i )-propiedad) si para cada B E Sx Y cada r E.%i 
existe una medida finita contablemente aditiva VBT'- % ^ IR"*" tal que 

Si VB,r no depende de r E%í (resp. de 5 E Sx), diremos que la me
dida ^ tiene la (^*', 0i )-propiedad (resp. la (*, 0i ypropiedad). 

(*) Puede demostrarse (ver 4] y [10]) que, si HiSll̂  r^ ^B r^ entonces \\^\\Q ^ (ÍB) < -\-°°. 
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2.4. Como es habitual, llamaremos medida producto de las medidas 
a y j3 (y la denotaremos por a (E> j3) a una medida contablemente aditiva 

tal que 

( a 0 ^ ) U x i ) ) = 0i {a{A\ Hm, 

para cada A x D Edi(Si% . 
Se prueba en [13] (págs. 78-79) que la medida producto, si existe, es 

única. (Nótese que U es Hausdorff.) 

3. Observación.— Supongamos que a es Mackey-acotada y que j3 tiene 
la (**^ 0i)-propiedad. Sea X: Úl ^W^ una aplicación (acotada) verificando 
las condiciones señaladas en 2.1. 

Se demuestra en [10] y en [13] que, con estas hipótesis, existe B E Mx 
tal que, cualquiera que sea GEc£(8)^ , la aplicación 

o¿{G.): E^ X 

s-^a{G,) 

-siendo Ĝ  = {r E Í2 / (í, s) E G } (5 E E)~ es ()3, 5)-integrable, y 
PB {OL {GS)) "̂  X {Gs), para todo s GE. Además, la medida producto OL^ ^ 
existe y está dada por 

{OL® ^){G)=\ a{G.)d^ (GEd¿^?). 

4. Proposición.— Supongamos que a. es Mackey-acotada, y que j3 tiene 
la **-propiedad respecto de 0/, para / = 1, 3. 

Entonces, para cada G G d® % y z GZ, la aplicación 

02 (z, a(G.)): E-^V 

dada por 

02 (z, a(G.))(5) = 02 (z, a{Gs)) (sEE) 

es i3-integrable, y 

£ 0 2 ( z , a(G.))di3 = 04(z , J^a{G.)dp). 

Demostración.— Sean X: d -^ IR"̂  y 5 E ^;^ como en la Observa
ción 3. Fijado cualquier zEZ, pongamos 

C = 0 2 ( Z , 5 ) = { 0 2 ( Z , X ) / X E 5 } . 

Se comprueba trivialmente que C es acotado, convexo y equihbrado; 
que 02 (z, XB) = Vd y que pc (02 (z, x)) < PB (X), para todo x E Z ^ . 
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Sea %2 el conjunto de los G ^ (t ^% tales que la aplicación 
02 (z, Oi (G.)) es (j3, O-integrable, y además 

De la Proposición 1 resulta que di x ^ C %2. Por otra parte, no es 

difícil probar, utilizando las propiedades de X, así como el Teorema 1 de 

R. Chivukula y Sastry [10](*), que %z es una a-álgebra. Y, por consiguiente, 

%z = (l%%, C.Q.D. 

De la Proposición 4 resulta el siguiente: 

5. Teorema.-' Supongamos que a es Mackey-acotada y que ^ tiene la 
**-propiedad (respecto de 0^ y 03). 

Si F' Q.xE'^Z es una función simple, se verifica: 

5.1. La aplicación 

F(-,5): Í2-^ Z 

es simple, para cada 5 E £". 

5.2. La aplicación 

\ F i',-) da: E^ V 

s -> I F(',s)da 

es j3-integrable. 

5.3. f Fd(a(8)/3)= ( ( ( F(-,-)da)dP, 

6. Lema.— Con las hipótesis hechas en la Observación 3, si F es un es
pacio normado (con norma q), la medida a tiene la *'-propiedad (respecto de 
02)(**X y la medida j3 tiene la *'-propiedad (respecto de 03)(***), entonces 
la medida producto a (8) jS tiene la *'-propiedad (respecto de 04). 

Demostración.— Sean B E Sz y r E % .̂ 
Pongamos B^ = {x E V / q (x) < 1}. (B^ E My, obviamente). 

(*) Obsérvese que la medida |3 tiene la **-propicdad respecto de 03 (y 0i ), por hipótesis. 
(**) Obsérvese que, al ser V normado, la (* , 02)-propiedad es equivalente a la (**', 02)-

propiedad. 
(***) También por ser V normado, la (*', 03)-propiedad es equivalente a la (*, 03)-propiedad. 
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Por hipótesis, existen medidas finitas contablemente aditivas 
MB: CÍ-^JR"" y p,: ? - > IR^ talesque | | a i U ^ < M s Y Hi^i l^ .^^r . ' 

Del Teorema 4.7 de [ 13] (teorema 2 de [10]) resulta que la medida pro
ducto IJLB ® ^r' 62, <8> ^ -> IR"*" existe, es finita, contablemente aditiva y 
positiva, y está dada por 

(flB ^ Vr) {G) = í tXB (G.) dVr (G G 6g (g) ? ). 

Veamos que \\a® P\\B,r"^l^B ^ ^r-

1 ) Un cálculo permite probar la desigualdad 

I Ía^^ l lB , r (G)< ŝup | | a lU^(G, ) •W\\B^^,(D) + 

+ sup | | a lU^(G,) -WW^^iE-D), (6.1) 

para todo G^dL<^% y De%. 
Denotemos por % al conjunto de todos los G E:CÍ®% tales que 
la aplicación IICÜIIB,̂  ÍG.)'. E -^TR^ -dada por ||a|lB,í? iG,) (s) = 
= IIU:|ÍB,(7 ^^S) (S ^ E)~ es medible (en el sentido de las imágenes 
inversas). 
Ya que Hall^^^ ^ I^B, se tiene que % es una clase monótona; y 
puesto que contiene al álgebra engendrada por (2 x ^ , debe ser 

Del Teorema de Egoroff resulta ahora, teniendo en cuenta la desi
gualdad (6.1) (obsérvese que \\a\\B,q < I^B, Y lljSll̂ i ,. ̂  ï̂ r) que, 
si iGn)n^N C d¿(Si^ es una sucesión disjunta, entonces la sucesión 

( lk®i3| |B, . ( .U^ G,))^^ 

converge a cero. 

2) Puesto que MB Y ^r son medidas positivas, se tiene que, si 

f lXB(G.)dVr = (lXB® Ur)iG)=0 {G^(l®%), 
JE 

entonces existe L E.% tal que v^ (L) = O y MB (GS) = O? P^ra 

4^ todo 5 G ^ - Z . Y, por tanto, Il]3||̂ i ,. (Z) = 0; y \\a\\B,q (G,) = 0, 

para todo s E.E — L. 
Se sigue de la desigualdad (6.1) que ha de ser ||a ® ^\\B,r (G) = 0. 

3) Se deduce de 1) y 2) que ||a (8) /3IIB,r ^ MB ® ^r^ como quería
mos probar. 
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6.1. Observación.— Con las hipótesis anteriores, si tanto OL como j3tie
nen la **-propiedad —con relación a <̂2 Y 03? respectivamente—, entonces 
Oí! ^ j3 también la tiene —respecto de 04—. 

7. Sobre la ''asociatividad'' del producto de medidas.— Sean (M, S) 
un espacio medible, y 7: 2 -> Z una medida contablemente aditiva. 

Se comprueba fácilmente que, si identificamos los conjuntos M x (Í2 x E), 
M X Q>x E y (M X íl) X E de la manera habitual, entonces 

7.1. Teorema.— 

7.1.1. Si las medidas producto (7 ® a) 0 |3 y 7 (S) (a (E> j3) existen, 
entonces coinciden. 

7.1.2. Si Fes normado, las medidas 7y a son Mackey-acotadas, o¿ tiene 
la (**, 02)-propiedad, y j3 tiene la **-propiedad respecto de 0i y 03, enton
ces las medidas producto 7 <S) a, a 0 j3, (7 <8) ce) (8) j3 y 7 <S) (a (E) j3) existen. 

Demostración.— Se comprueba fácilmente que las medidas contable
mente aditivas (7 0 a) 0 j3 y 7 (8) (a (̂  j3), si existen, coinciden sobre 
2 x d X ^ ; de donde se sigue 7.1.1. 

Supongamos ahora que se verifican las hipótesis de 7.1.2. 
Por ser 7 Mackey-acotada y tener a la (**, 02)"propiedad, la medida 

producto 7<S>Û:: X ^ di -^ V existe (ver 3). Además, es Mackey-acotada, 
puesto que V es metrizable. Y ya que j3 tiene la (**, 03)-propiedad, se sigue 
que la medida producto (7 (8) ce) <8) j3: (S (S> d ) 0 ^ -> Ĥ  existe. 

Por otra parte, o¿ es Mackey-acotada y jS tiene la (**, 0^ )-propiedad; por 
tanto, la medida o¿^ p: di^^ -^ U existe. Puesto que Fes normado, y las 
medidas ce y jS tienen la **-propiedad con relación a 02 y 0$, respectivamen
te, resulta (ver 6.1) que ce <8) j8 tiene la (**, 04)-propiedad. 

Como además 7 es Mackey-acotada, existe la medida producto 

70(ce(8)]8): 2 ® ((£®-^)-> H/. C.Q.D. 

7.2. Corolario. - Con las hipótesis de 7.1.2, las aplicaciones 

7(Go): Í2 x£'-> Z y 7 ( G ^ ) : í 2 - > Z 

(t,v) ->T(G(í,u)) t - > 7 ( % s ) ) 

son integrables con respecto a las medidas ce 0 j3 y ce, respectivamente, para 
cada G G 2 ( ^ ((£(8)?) = ( 2 0 ( i ) ( S ) ^ y cada 5 G £; la aplicación 
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(7 (S) a) (G.): E • > V 

-'a 

es /J-integrable; y se verifica que 

Í y(Go)d(a(^P) = (y^{a® /?)) (G) = ((7 0 a) 0 ^) (G) = 

= f (y(S>a)(G.)dP= I ([ yiG_)do¿)dP (G G a (2 x d x ^ ) ) . 

(Con lo cual obtenemos un nuevo resultado de tipo Fubini.) 

5. Un teorema de Fubini.— 

8.1. Definición.— Diremos que una función F: ü^ x E -^ Z QS fuerte
mente integrable si existen una sucesión (Fn)n^N de funciones simples (de 
Í 2 x £ enZ), B E Sz, y K>0, tales que: 

i) F(nxE)CZB; y F^(nxE)CZs, para todo nEN. 

ii) La sucesión (p^ (F — Fn))n^N converge puntualmente a cero. 

iii) Sup PQ ( F „ {t,s)) <K, para todo nEN. 
(í, í) e o X £" 

Obsérvese que, si la medida producto ce O jS existe y tiene la (*', 04)-
propiedad, entonces toda función fuertemente integrable es (ot (8) i3)-integra-
ble en el sentido de Rao Chivukula y Sastry [10] (ver también [4]). 

Nótese también que las funciones fuertemente integrables forman un 
espacio vectorial; y que, si F es fuertemente integrable, entonces F 'XQ 
también lo es, para todo G Eói <SÍ^ . 

8.2. Teorema.— Supongamos que V es un espacio de Banach (con nor
ma q), la medida ce es Mackey-acotada y tiene la (*', 02)-propiedad(*), y la 
medida /3 tiene la **-propiedad respecto de 0i y 03. 

Si F: n X E -^ Z es una función fuertemente integrable, entonces se 
verifican: 

8.2.1. Fes(û:(8) |3>integrable. 

8.2.2. La aplicación 

F(.,s): Í2-^ Z 
t ->F(r,5) 

(*) Por ser V normado, la (* , 02)-propiedad es equivalente a la (** , 02)"Propiedad. 
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es a-integrable, para cada s EE. 

8.2.3. La aplicación 

f F(',-)da: E V 

s -> F(-,s)da 

esi3-integrable. 

8.2.4. f Fd(o¿(^p)=[ (í Fi\-)da)dp. 
^axE ^E ^^a ' 

Demostración.— Por ser F fuertemente integrable, existen un conjunto 
B E Mz, X > O, y una sucesión {Fn)n^fq de funciones simples (de Q^x E 
en Z), verificando las condiciones i), ii) y iii) de 8.1. 

8.2.1. F es evidentemente (a (8) iS)-integrable(*), y además se tiene que 

f Fdia(^ P)= lím í F„d (a (^ /3 ) . (8.1) 

8.2.2. Se comprueba inmediatamente que la aplicación F (',5): Í2--»Z 
es fuertemente integrable (y, por tanto, a-integrable), para cada s EE; y que 

f Fi\s)da= lím í Fn(\s)da (seE). (8.2) 

8.2.3. Del Teorema 5 resulta que la aplicación 

/ Fn(',-)da: E^ V 

s -^ \ Fn (\s)da 

es j3-integrable, para cada n EN (pues las F„ son simples). 
Además, se verifica (ver [10]) que 

q ( / F„(',-)da)<K'\\ai B,q (Í2), 

para todo sEE y nEN. Y \\oc\\B,q (^) <+^, ya que atiene la (*', ^2)-
propiedad. 

(*) Obsérvese que a ® /3 tiene la (*V(^4)-propiedad (de hecho, la (**', 04)-propiedad), según 
resulta del Lema 6. 
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Puesto que V es normado (con norma q), y la. medida ¡î tiene la 
(**, 03)-propiedad, el Teorema 1 de [10] nos asegura que la función 

f F{\-)da: E-^V 

es i3-integrable, y que 

f ( / F{^,-)da)d^=\im j ( f F,C,~)da)d^. (8.3) 

8.2.4. De las igualdades (8.1) y (8.3) resulta, aplicando el Teorema 5 
(ya que las F^ son simples, y IV es Hausdorff), que 

f Fd(a^ B)= ¡ ( ¡ FC,-)da)dp, C.Q.D. 

8.3. Observación.— En el caso de ser Í2 y £" espacios topológicos local-
mente convexos y separados; di y ^ sus a-álgebras de Borel respectivas; X, 
Y, Z, U y W espacios de Banach; las medidas UÍ y j3 de variación acotada, y 
^ (E) separable, el. anterior Teorema 8.2 se deduce del Teorema III.2 de 
Huneycutt [9]. 

9. Un nuevo teorema de tipo Fubinl— Supondremos que V es un espa
cio de Banach (con norma q), la medida OL es Mackey-acotada y tiene la 
(*, 02)-propiedad (*), y la medida j3 tiene la **-propiedad respecto de 
01 y 03. 

9.1. Definición.— Diremos que la medida producto a (8) jS tiene 
la í'^^-propiedad fuerte si existen dos medidas finitas contablemente adi
tivas ju: d - ^ ^ y v\ ?->IR"*" talesque l l a J U ^ ^ M , W^WB^^T^^^ ^ 
\\oi^ ^\\B,r "^ \^^ V (es decir, ||a (8) Í3||B,^ (G) = O si y sólo si (ju <S> î ) (G) = 
= 0 (GG'd¿(g)^)), para cualquier B E. Mz y r E %/(**). 

9.2. Teorema.— Supongamos que ce (g> j3 tiene la **-propiedad fuerte. 
Si F: Q, X E ̂  Z es una función (o¿ ® /3)-medible y (a ® j3)-esencial-

mente acotada(***), entonces se verifica: 

(*) Puesto que V es normado, la (*, 02)-propiedad es equivalente a k (**, 02)-propiedad. 
(**) Obsérvese que ||a (g) /sfl^ ;. <̂  M ® Ï̂ , según se vio en la demostración del Lema 6. 
(***) En eJ sentido de [10]. 
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9.2.1 .< F e s ( a ® 5>integrable. 

9.2.2. Existe un conjunto D EL%^ i3-nulo (respecto de ^3), tal que la 
aplicación 

F(-,5): Í2-^ Z 

t ^F{t,s) 

es a-integrable, para cada s EE — D; y además: 

9.2.3. La aplicación 

h= I Fi.,o)da: E >V 

!

[ F(',s)doc, si s eE -D 

O , si 5 ED 

esp-miegraoie. 

9.2.4. J Fdia® P) = J {[ F(',o)da)dp. 

Demostración.- Ya que F es (a (S) j3)-medible y (a (S) i3)-esencialmente 
acotada, existen (ver [10]) un conjunto B E Sz, una sucesión (Fn)n^N 
de funciones simples (de Í2 x £' en Z), un conjunto HE(íi^%, y ^ > O, 
verificando: 

i) F{axE)EZB\y F^iaxE)CZQ, para todo nEZ. 

ii) //'es(û!® i3)-nulo. 

iii) La sucesión (PB (F — Fn))n^N converge puntualmente a cero en 
ílxE-H. 

iv) Sup PQ ( F „ (r, 5)) < AT, para todo n EN. 
(t,s)GnxE-H 

Puesto que la medida producto a ® P tiene la *^*-propiedad fuerte, 
existen medidas finitas contablemente aditivas ju: dL-̂ IR"*" y v: -̂>IR"*" 
tales que llaH^',^ < /x, WWs^r ^ ^' ^ Ik ® jSIlB'.r ^ M ® ^, para todo 

rEm y B'ESZ. 

9.2.1. Se comprueba inmediatamente (ver [10]) que F es (a ® j3)-inte-
grable, y que 



112 FIDEL JOSE FERNANDEZ Y FERNANDEZ-ARROYO 

= lim f Fn d{a® p). (9.1) 

9.2.2. Ya que/ Í es (a (8) i3)-nulo, y \\O¿<SÍ P\\B,r ^ ^® ^ (para cualquier 
seminorma r E %^), se verifica que 

[ fx(H.)dp = (iJi®v)(E) = 0; 

de donde resulta (obsérvese que tanto ju como P son medidas positivas) que 
existe D ^% tal que P (D) = 0 y M (HS) = 0, para cada s EE — D. 

Por tanto, D es jS-nulo (respecto de 03); y si s E E — D, entonces^^ 
esce-nulo. 

Se sigue que la aplicación F (\ s): SI -^ Z es a-medible y a-esencial-
mente acotada (por tanto, a-integrable), para cada s ^E ~ D; y que 

f F{\s)da= f FC,s)da = 

= Km [ Fn{\s)da (sGE-D). (9.2) 

9.2.3. Puesto que las F„ son simples, del Teorema 5 resulta que la 
aplicación 

f Fn{\-)da: E-^ V 

s -^ Í Fn C, s) da 

es jS-integrable, para cada n^N. 
Además, 

q { \ Fn(\s)da) = q {[ F^ (', s) da)<K • \\a\\B,ci i^l 
il "^ ùù ~ría 

para todo s ^E — D y todo n EN. 
Y \\oi\\B,q (n)<+oo^ porque llcelU^^jU-
Ya que D es jS-nulo (respecto de 03 ), j3 tiene la (**, 03)-propiedad, y 

V es normado (con norma q), del Teorema 1 de Rao Chivukula y Sastry [10] 
resulta que la aplicación 
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h= [ F{',o)da: E 

í F(\s) da, si s GE - D 

s -^h {s) = 
O, si sGD 

es j3-integrable, y que 

r ( / F(;o)da)dp=í ( / F(',o)da)d^ = 

= lím í ( \ Fni',~)da)dp. (9.3) 

9.2.4, De las igualdades (9.1) y (9.3) resulta, aplicando el Teorema 5 
(las Fn son simples), que 

í Fdia®P)=\ {ÍFi;o)da)dp, 

como queríamos demostrar. 
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