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Abstract

Several Fubini’s type theorems are proved for a bilinear integral in locally convex spaces, giving
an affirmative answer, under certain conditions, to the question about the validity of the [Fubini’s
theorems for these integrals.

INTRODUCCION

En 1983, S. A. Sivasankara [13] obtuvo una integracién bilineal de tipo
Bartle (expuesta tambien en Rao Chivukula y Sastry [10]) en que todos los
espacios considerados son localmente convexos, aunque se hace preciso im-
poner determinadas restricciones a las funciones integrables.

Detalladas comparaciones de esta integral con otros procedimientos de
integracion vectorial bilineal pueden encontrarse en R. Bravo [4] y en
M. E. Ballvé [1].

En conexidén con estas cuestiones, surge el problema de saber cudndo
existe el producto de dos medidas vectoriales & y 8 (con respecto a una cierta
aplicacidén bilineal), y averiguar si su expresidén viene dada, como parece suge-
rir la teoria de la medida cldsica, por una integral del tipo

a® B(6)=[a(Gr)dBe

Contrariamente a lo que sucede en el caso escalar, tal medida producto
no existe necesariamente, ni siquiera en el caso en que las medidas ay 8
estén valoradas en un mismo espacio de Hilbert y la aplicacidén bilineal consi-
derada sca el producto interior. (Pueden verse contraejemplos en Bhaskara
Rao [3] y en Dudley y Pakula [7].)

Sin embargo, varios autores han obtenido condiciones suficientes para
la existencia de la medida producto. Citaremos entre ellos a Duchon [5],
Duchon y Kluvanek [6], Swartz ([14], [15]) y Huneycutt [9]. Este altimo
considera medidas de variacidén acotada valoradas en espacios de Banach; y
consigue, con determinadas restricciones (como que una de las medidas tenga
rango separable), representar la medida producto mediante una integral de
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tipo Bochner, y dar ademds un teorema de Fubini; que le permite, por otra
parte, probar la asociatividad de la convolucién de medidas.

Para la integral bilineal de Sivasankara, tanto el propio Sivasankara [13]
como Rao Chivukula y Sastry [10] dan, en 1983, teoremas que generalizan y
unifican todos los resultados antes resefiados sobre existencia y representa-
cién (bajo ciertas condiciones) del producto de medidas. Sin embargo, aunque
consiguen un Teorema de Fubini para funciones simples, no ofrecen ningiin
Teorema mds general de este tipo, semejante al dado por Huneycutt [9].
R. Chivukula y Sastry [10] indican que ello “parece requerir un estudio mds
profundo de la integral de Bartle™.

En el presente articulo presentamos teoremas de tipo Fubini para esta
integral de Sivasankara, y para distintas clases de funciones.

Para ello, después de considerar el caso de las funciones simples (seccio-
‘nes 4 y 5), se dedica la seccidn 6 a demostrar una notable propiedad de la
medida producto, que serd necesaria para el desarrollo del resto del articulo.

En §7 se prueba la ‘““asociatividad” (bajo ciertas condiciones) del pro-
ducto de medidas, y se deduce de ello un nuevo resultado de tipo Fubini.

Con algunas hip6tesis restrictivas sobre las medidas « y 8, y exigiendo
que sea de Banach uno de los seis espacios localmente convexos que intervie-
nen, se demuestra en 8.2 un Teorema de Fubini que es valido para cualquier
funcion fuertemente integrable (ver 8.1), y que generaliza parcialmente el
Teorema IIL.2 de J. E. Huneycutt [9]; dicho Teorema, aunque es aplicable
también a otras funciones, se refiere sélo al caso en que todos los espacios
considerados sean de Banach y las medidas utilizadas cumplan condiciones
mds fuertes que las que imponemos aqui.

Concluye el trabajo con un nuevo teorema de tipo Fubini (9.2), que se
refiere a una clase mds amplia de funciones (las que son (e ® ff)-medibles y
(e ® P)-esencialmente acotadas, en el sentido de Rao Chivukula y Sastry
[10]), pero en el que es preciso suponer que la medida producto o ® § tiene

la #x-propiedad fuerte (ver 9.1).

NOTACION

A lo largo del articulo, X, Y, Z, U, V' y W serdn espacios localmente
convexos y separados; supondremos que U, V' y W son completos; &, Q,
A, U, Wy 9% denotardn sendas familias generantes de seminormas continuas
de X, Y, Z, U, Vy W, ¢,: XXY=>U, ¢p: ZXX>V, ¢p3: VXY=>W y
¢s: Z x U—> W serdn aplicaciones bilineales y continuas, verificando que
63 (¢2 (2,X),¥) =4 (2,91 (x,¥)), paratodo x €EX, yE€Y, zE€Z; (2, @)
y (E, ) serdn espacios medibles; o: @ =~ X y B: € =Y, medidas conta-
blemente aditivas.

Utilizaremos, como antes se indico, la integral bilineal definida en [10]
y [13] (ver también [1] y [4]).

Como es habitual, pondremos A ® % =0 (A XE); y

By = {B C X/ B es absolutamente convexo y acotado}.
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1. Proposicion.— Si F: E — X esuna funcién simple, entonces la apli-
cacibn ¢, (z, F): E = V (dada por ¢, (z, F) (s) =, (z, F (s)), para todo
s €E) essimple, cualquiera que sea z €Z, y se verifica que

[ 6. rras=a. ([ ras).

2. Definiciones.--

2.1. Del mismo modo que en [10] y [13], decimos que la medida
o«: @ —>X es Mackey-acotada si existe una aplicacion acotada A\: & —>IR*
verificando: Si (Ax)nen C d, esuna sucesidn disjunta, entonces la sucesion

(v, 4)), .,

converge a cero; y para cada seminorma p € & existe M, >0 tal que
p (¢ (A) SMp "\ (A), paratodo 4 €EA.

Si X es metrizable, entonces o es Mackey-acotada, segiin se demuestra
en[13]y [10].

2.2. También como en [10] y [13], decimos que la medida B tiene la
#*#-propiedad (respecto de ¢;) (6 la (**, ¢, )-propiedad) si existe una medida
finita contablemente aditiva »: € — R* tal que lBllg, <v (lBlig, es
absolutamente continua con respecto a v), para todo BE€ By y r €.

(IIBllg» denota la (B, r)-semivariacion de la medida @; es decir, la apli-
cacion ||Bllg,: %~ IR* U {+o0} dada por

I1Blls,r (D)= Sup{r(i;il ¢1 (xs, ﬁ(Di)))} (DED),

donde el supremo se toma sobre todas las particiones medibles finitas
{D,, ...,D,} de Dy todas las colecciones finitas {x, ...,x,} C B).

2.3. Siguiendo a [4], diremos que la medida B tiene la *'-propiedad
respecto de ¢,) (o la (*', ¢, )-propiedad) si para cada B € HBx y cada r €U
existe una medida finita contablemente aditiva vp,: % — R* tal que
18115, < v (*). ;

Si v » no depende de r €9 (resp.de B E€ By), diremos que la me-
dida Btiene la (**', ¢, )-propiedad (resp. la (*, ¢, )-propiedad).

(*) Puede demostrarse (ver 4]y [10]) que, si |8llg , <vp,, entonces sl g, (B) < 4=
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2.4. Como es habitual, llamaremos medida producto de las medidas
ay B (y la denotaremos por a ® ) a una medida contablemente aditiva

a®B: A®E~>U
tal que

(@ ® B) (A xD)=¢, (a(4), (D)),

paracada AxDEAR Y.
Se prueba en [13] (pédgs. 78-79) que la medida producto, si existe, es
unica. (Notesc que U es Hausdorff.)

3. Observaciéon.— Supongamos que « es Mackey-acotada y que § tiene
la (##*, ¢, )-propicdad. Sea \: @ = IR* una aplicacion (acotada) verificando
las condiciones scfialadas en 2.1.

- Sedemuestraen [10] y en [13] que, con estas hipotesis, existe B € By
tal que, cualquieraque sea G € @ ® %, la aplicacidon
a(G) FE» X
s > a(Gy)
—siendo Gy = {t € Q | (¢, s) € G} (s € E)— es (8, B)-integrable, y

pB (& (Gg)) < N\ (Gy), paratodo s €FE. Ademis, la medida producto a ® §
existe y estd dada por

(a®5)(G)=fEa(G.)d5 (GEA®F).

4. Proposicién.— Supongamos que « es Mackey-acotada, y que f tiene
la *=*-propiedad respecto de ¢;, para i =1, 3.
Entonces, paracada GEAZ ® ¥ y z €Z, la aplicacion

¢, (z, (G)): E—-V
dada por
$2 (z, a(G)) () =9, (z, a(Gy)) (s €E)
es B-integrable, y

[ 62 a@nds=6s(z [ aG)as).

Demostracién.— Sean \: d - R* y B € #By como en la Observa-
cion 3. Fijado cualquier z € Z, pongamos

C=¢, (z,B)={¢, (z,x) [ x €B}.

Se comprueba trivialmente que C es acotado, convexo y equilibrado;
que ¢, (z, Xp) = Vo; y que pc (¢, (z, X)) S pp (x), paratodo x € Xp.
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Sea % el conjunto de los G € @ ® ¢ tales que la aplicacion
¢, (z, ®(G.)) es (B, O)integrable, y ademas

[ o2 G.a@nas=s(z. [ o«Gra).

De la Proposicion 1 resulta que @ X € C %,. Por otra parte, no es
dificil probar, utilizando las propiedades de A, asi como el Teorema 1 de
R. Chivukula y Sastry [10](*), que % es una g-dlgebra. Y, por consiguiente,

%, =2 €. C.Q.D.

De la Proposicion 4 resulta el siguiente:

5. Teorema.— Supongamos que « es Mackey-acotada y que 8 tienc la
x*x-propiedad (respecto de ¢, y ¢3).
Si F: § x E— Z esuna funcién simple, se verifica:

5.1. La aplicacion
F(,s): Q- Z
t >F(t,s)

es simple, para cada s € E.
5.2. La aplicacién

LF(-,—)dcx: E— vV
s _)fn F(,s)da

es B-integrable.
5.3. jan Fd(@® B)=]E ( [Q F(',—)da)dﬁ.

6. Lema.— Con las hipotesis hechas en la Observacion 3, si ¥V esun es-
pacio normado (con norma q), la medida « tiene la *'-propiedad (respecto de
$,)(**), y la medida B tiene la *'-propiedad (respecto de ¢3)(***), entonces
la medida producto a ® B tiene la *'-propiedad (respecto de ¢4).

Demostracion.— Sean BE B, y r €W,
Pongamos By = {x €V [ q (x) < 1}. (B} € By, obviamente).

(*)  Obsérvese que la medida g tiene la **-proyicdad respecto de @3 (y ¢1), por hipdtesis.

(**) Obsérvese que, al ser V normado, la («', ¢,)-propicdad es equivalente a la (s*', $2)-
propiedad.

(***) También por ser ¥ normado, la (', @3)-propiedad es equivalente a la (x, $3)-propicdad.
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Por

hipotesis, existen medidas finitas contablemente aditivas

pp: @ >R' y v,: € >R talesque llallgq <mp ¥ ”B”Bé <y
Del Teorema 4.7 de [13] (teorema 2 de [10]) resulta que la medida pro-

ducto ug ® v,: @ ® ¥ - IR* existe, es finita, contablemente aditiva y
positiva, y estd dada por

(u3®v,)(G)=fEuB Grdy,  (GEa®P)

Veamos que ja® Bllg, <up ® v,.

1)

2)

3)

Un célculo permite probar la desigualdad

lie® Bligr (G) < sup leligq (Gs) - M1Bll g, (D) +
o sup leligq (Gs) - NBll gy, , (E D), (6.1)

paratodo GEX ®% y De €.

Denotemos por % al conjunto de todos los GE€ @ ® € tales que
la aplicaciéon |[jallgq (G.): E - IR* —dada por |lallgq (G.) (5)=
= |laligq (Gs) (s € E)— es medible (en el sentido de las imdgenes
inversas).

Ya que |lallgq < mp, setiene que %% es una clase mondtona; y
puesto que contiene al dlgebra engendrada por @ x %, debe ser
%=A®%.

Del Teorema de Egoroff resulta ahora, teniendo en cuenta la desi-
gualdad (6.1) (obsérvese que |lallgq < up, ¥ “ﬁ“B},,r <v,) que,

si (G,)peny CA®F esunasucesion disjunta, entonces la sucesion
le® Blls, (U G))
( B Br i>n ! n€N
CONVeErge a cero.

Puesto que u g v v, son medidas positivas, se tiene que, si
[ esGran=wsmr(@=0 (Geaa®),

entonces existe L €% talque v, (L)=0 y ug (Gy) =0, para
todo s€FE — L. Y, por tanto, ||6||B(1?’r (L)=0; y llallgq (Gs) =0,

paratodo s€FE — L.
Se sigue de la desigualdad (6.1) que ha de ser |la ® Bl g, (G)=0.

Se deduce de 1) y 2) que [la ® Bllgr < up ® v, como queria-
mos probar.
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6.1. Observacién.— Con las hipétesis anteriores, si tanto @ como g tie-
nen la *#-propiedad —con relaciéon a ¢, y ¢3, respectivamente—, entonces
o ® f también la tiene —respecto de ¢z —.

7. Sobre la “‘asociatividad” del producto de medidas.— Sean (M, Z)
un espacio medible,y y: £ - Z una medida contablemente aditiva.

Se comprueba facilmente que, si identificamos los conjuntos M x (2x E),
Mx QxE y (Mx S2) x E de la manera habitual, entonces

ZR®(A®E)=0(ExAXxE)=(Z®A)® €.

7.1. Teorema.—

7.1.1. Si las medidas producto (y® a) ® 8 yv v ® (a® f) existen,
entonces coinciden.

7.1.2. Si V es normado, las medidas vy a son Mackey-acotadas, « tiene
la (**, ¢,)-propiedad, y B tiene la **-propiedad respecto de ¢, y ¢3, enton-
ces las medidas producto y® o, a® 3, (Y@ ) ® B y v® (o ® ) existen.

Demostracion.— Se comprueba ficilmente que las medidas contable-
mente aditivas (y ® @) ® 8 y v ® (a® B), siexisten, coinciden sobre
2 x & x%; de donde se sigue 7.1.1.

Supongamos ahora que se verifican las hipdtesis de 7.1.2.

Por ser v Mackey-acotada y tener a la (*#, ¢,)-propiedad, la medida
producto ¥y ® a: Z ® A - V existe (ver 3). Ademds, es Mackey-acotada,
puesto que V es metrizable. Y ya que § tiene la (**, ¢5)-propiedad, se sigue
que la medida producto (y® a) ® f: (E®A)® € - W existe.

Por otra parte, o es Mackey-acotada y § tiene la (**, ¢, )-propiedad; por
tanto, la medida a® B: @ ® € — U existe. Puesto que ¥V es normado, y las
medidas o y f tienen la **-propiedad con relacidén a ¢, y ¢3, respectivamen-
te, resulta (ver 6.1) que a® § tiene la (**, ¢4 )-propiedad.

Como ademas v es Mackey-acotada, existe la medida producto

Y® (@®B): T® (AB®L) > W. C.Q.D.

7.2. Corolario.— Con las hipo6tesis de 7.1.2, las aplicaciones

Y(Go): QxE—~> Z y v(Gy): &~ Z
(t,v) >7v(Gq v) t >v (G )

son integrables con respecto a las medidas @ ® f y «a, respectivamente, para
cada GEZQ® (AB®E)=(Z®A)®F ycada s €E; laaplicacion
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Y® ®)(G) E———V
s> @®) (6= [ (6. da
es B-integrable;y se verifica que

fﬂxEV(Go)d(a‘@ BH=(r® @®p)(G)=((r® x)®p) (G)=

=fE(fy®a)(G,)dﬁ=fE (jﬂ ’Y(G,_)doc)dﬁ (GEO(ZxA X%)).

(Con lo cual obtenemos un nuevo resultado de tipo Fubini.)

8. Un teorema de Fubini.—

8.1. Definicién.— Diremos que una funcion F: Q x E > Z es fuerte-
mente integrable si existen una sucesion (F,), ey de funciones simples (de
QxE enZ), BE B, y K>0, tales que:

i) FQXxE)CZg y F, (82xE)CZg, paratodo n €N.

ii) La sucesion (pg (F — F,)),en converge puntualmente a cero.

iii) Sup pg (F, (t,5)) <K, paratodo n €N,
(L) EQXE

Obsérvese que, si la medida producto a ® B existe y tiene la (', ¢4 )-
propiedad, entonces toda funcion fuertemente integrable es (« ® B)-integra-
ble en el sentido de Rao Chivukula y Sastry [10] (ver también [4]).

Notese también que las funciones fuertemente integrables forman un
espacio vectorial; y que, si F' es fuertemente integrable, entonces F X,
también lo es, para todo GEA ® ¥.

8.2. Teorema.— Supongamos que V es un espacio de Banach (con nor-
ma q), la medida « es Mackey-acotada y tiene la (*', ¢,)-propiedad(*), y la
medida B tiene la **-propiedad respecto de ¢; y 3.

Si F: Q x E—Z esuna funcion fuertemente integrable, entonces se
verifican:

8.2.1. Fes(a® P)-integrable.
8.2.2. La aplicacion

F(,s): @~ Z
t >F(t5)

(*) Por ser ¥ normado, la (+, ¢4)-propiedad es equivalente a la (++', ¢,)-propiedad.
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es a-integrable, para cada s €F.

8.2.3. La aplicacién
f F(C,-)da: E— vV
Q
s ->f F(,s)da
Q
es f-integrable.

8.2.4, anEFd(a®ﬁ)=fE (L F(',—)da)dﬁ.

Demostracion.— Por ser F fuertemente integrable, existen un conjunto
Be #B,, K> 0, yunasucesion (F,),en de funcionessimples(de Q2 x E
en Z), verificando las condiciones i), ii) y iii) de 8.1.

8.2.1. F es evidentemente («¢ ® B)-integrable(*), y ademds se tiene que

f Fd(@® )= lim f F,d@® p). (8.1)
QxE n-o+w QO x E

8.2.2. Se comprueba inmediatamente que la aplicacion F (+,5): 2 —>Z
es fuertemente integrable (y, por tanto, «-integrable), para cada s € F; y que

f F(,s)da= 1im f F, (0, s) da (s €E). (8.2)
Q na+o Y0
8.2.3. Del Teorema 5 resulta que la aplicaciéon
[ F, (,-)do: E~> vV
Q
s ——)LF" (,s)da

es B-integrable, para cada n € N (pues las F,, son simples).
Ademds, se verifica (ver [10]) que

a ([ Feae)<k g, @,

para todo s€E y n€N. Y llallgq (2) <+oo, yaque atiene la (*', ¢,)-
propiedad.

(*) Obsérvese que o ® g tiene la (', ¢4)-propiedad (de hecho, la (x*', ¢4)-propiedad), seglin
resulta del Lema 6.
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Puesto que V es normado (con norma ¢q), y la medida § tiene la
(**, ¢3)-propiedad, el Teorema 1 de [10] nos asegura que la funciéon

fn F(, —)yda: E~>V

es B-integrable, y que

fE(an(',—)da)d5=1fm fE(fn Fo(,—)da)dg  (83)

n->+oo

8.2.4. Dc las igualdades (8.1) y (8.3) resulta, aplicando el Teorema 5
(ya que las F,, son simples, y W es Hausdorff), que

meFd(“QBFfE (an(',—)doc)dﬁ. C.Q.D.

8.3. Observacion.— En el caso de ser 2 y E espacios topolédgicos local-
mente convexos y separados; & y € sus o-dlgebras de Borel respectivas; X,
Y, Z, Uy W espacios de Banach; las medidas « y § de variacién acotada, y
B (E) separable, el anterior Teorema 8.2 se deduce del Teorema II1.2 de
Huneycutt [9].

9. Un nuevo teorema de tipo Fubini.— Supondremos que V es un espa-
cio de Banach (con norma q), la medida ® es Mackey-acotada y tiene la
(*, ¢2)-propiedad (*), y la medida B tiene la **-propiedad respecto de
o} y ®3.

9.1. Definicion.— Diremos que la medida producto « ® f tiene

la #*-propiedad fuerte si existen dos medidas finitas contablemente adi-
tivas u: @ > IRY y v: € > R* talesque |lallg, <K, ||B||B(11r<v, y

la ® Bllg,, © 1 ® v (esdecir, [a® Bllp,,(G)=0 siysélosi (u® V) (G)=
=0 (GEA ®¥)), para cualquier BE 8B, y r € W(**).

9.2. Teorema.— Supongamos que & ® f tiene la #%-propiedad fuerte.
Si F: Q x E—=> Z esuna funcién (o ® f)-medible y (o ® f)-esencial-
mente acotada(***), entonces se verifica:

(*)  Puesto que V es normado, la (x, @2)-propiedad cs equivalente a la' (%%, ®2)-propiedad.
(**) Obsérvese que [la® Bllg,<u ® v, segin se vio en la demostracién del Lema 6.
(***) Ln el sentido de [10].



TEOREMAS DE FUBINI EN INTEGRACION BILINEAL 111

9.2.11 Fes (a® B)-integrable.
9.2.2. Existe un conjunto D €%, fBnulo (respecto de ¢;), tal que la
aplicacidén
F(,9): Q> Z
t »F(t,5s)

es o-integrable, para cada s €EF — D; y ademas:

9.2.3. La aplicacion

h=an(.,o)da:E Vv

jﬂ F(,s)da, si seE—-D
s =>h(s)=
0 , si sED
es P-integrable.

9.24. fQXEFd(a®B)=jE (]QF(',o)doc)dﬁ.

Demostracion.-- Ya que F es (a ® f)-medible y (o« ® f)-esencialmente
acotada, existen (ver [10]) un conjunto B € #Bz, una sucesion (Fp)pen
de funciones simples (de £ X E en Z), un conjunto HEA® €, y K> O_,
verificando:

i)y FQQxE)CZg,y F,(Q2xE)CZg, paratodo n€Z.
ii) Hes(a® f)-nulo.

iii) La sucesion (pg (F — Fy))nen converge puntualmente a cero en
QQxXE-—H.

iv) Sup pp (F, (t,s)) <K, paratodo n €N.
(t,EQXE-H

Puesto que la medida producto o ® [3 tiene la #*-propiedad fuerte,
existen medidas finitas contablemente aditivas u: @ - R* y »: €->R*
tales que llallp,q <u, IlﬁllB;r, <v, y lla® Bllg,, © # ® v, para todo

r€% y B' € $B,.

9.2.1. Se comprueba inmediatamente (ver [10]) que F es (« ® B)-inte-
grable, y que
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f Fd(a@;s):f Fd@® g)=
Qx E Qx E-H

= lim [sz EF,,d(Ol®ﬁ). 9.1

n-+o

9.2.2. Yaque Hes(a® f)-nulo,y |la® Bllg, © 1 ® v (para cualquier
seminorma r € 9), se verifica que

fE#(H-)dv=(M® V) (H)=0;

de donde resulta (obsérvese que tanto u como v son medidas positivas) que
existe D€ % talque v(D)=0y u(Hs) =0, paracada s€E — D.

Por tanto, D es B-nulo (respecto de ¢3);y si s € E — D, entonces H;
es a-nulo.

Se sigue que la aplicacion F (v, s): S —> Z es a-medible y a-esencial-
mente acotada (por tanto, o-integrable), para cada s €E — D; y que

fQF(',s)da=[n_HsF(',s)da=

= lim fn F, (¢, 5) da (s €E - D). (9.2)

n-+oo

9.2.3. Puesto que las F, son simples, del Teorema 5 resulta que la
aplicacién

f F,(,-)da: E-~> |4
Q

s —>f F, (,s)du
Q

es B-integrable, para cada n € N.
Ademads,

a ([ Fcoae)=a ([ Fut5da)<K-llals, @),

paratodo s€F - D ytodo nE€N.

Y llallgq (82) <+oo, porque llallgq <p.

Ya que D es B-nulo (respecto de ¢3), B tiene la (**, ¢3)-propiedad, y
V es normado (con norma q), del Teorema 1 de Rao Chivukula y Sastry [10]
resulta que la aplicacién
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h=j F(C,0)da: E -V
9}

fn F(,8)da, si seE-D

s >h(s)=
0, si sE€D

es f-integrable, y que

[E (fn F(',O)da)dﬁ=fE_D (fQ F(',o)da)dﬁ:

= 1im_ | (jn Fa (-, —) dot ) d. (9.3)

n-o+ee

9.2.4. De las igualdades (9.1) y (9.3) resulta, aplicando el Teorema 5

(las ', son simples), que

LxEFd(a®ﬁ)=_/; (fﬂ F(',O)da)dﬁ,

como queriamos demostrar.
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