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1. INTRODUCCIÓN 

En [ 1 ] Beardon resolvió el problema de la construcción explícita de un 
polígono hiperbólico de n lados con ángulos prefijados en sus vértices. Los 
ángulos son menores que TT y tales que su suma es menor que {n — 2) TT. 
Para cualquier colección ordenada de ángulos en estas condiciones puede 
construirse el polígono y es único salvo isometrías del plano hiperbólico. El 
polígono obtenido tiene además la propiedad adicional de que las bisectrices 
de los ángulos se cortan en un punto, es decir, hay una circunferencia inscrita 
en el polígono. Surge de modo natural la cuestión de estudiar las condiciones 
que deben satisfacer los ángulos para que sea posible construir un polígono 
hiperbóHco con dichos ángulos en sus vértices y con una circunferencia cir
cunscrita al mismo. Este problema lo resolvemos en este trabajo. Obtenemos 
que los ángulos no pueden ser arbitrarios y hallamos las condiciones que 
deben cumplir. Si el polígono puede construirse, es único salvo isometrías 
cuando n es impar, pero su construcción depende de un parámetro en el caso 
de n par. Inicialmente resolvimos el problema cuando eí centro de la circun
ferencia circunscrita es un punto interior del polígono [3]. En este trabajo 
veremos también los casos cuando el centro de la circunferencia es un punto 
del borde del polígono o es un punto exterior a él. Por último, expresamos 
el radio de la circunferencia circunscrita en función de los ángulos. 

2. POLÍGONOS 

Como modelo del plano hiperbólico usaremos el disco unidad. Sin pér
dida de generalidad podemos suponer que el centro de la circunferencia cir-

o 
cunscrita coincide con el origen O. Entonces puede ocurrir que O E P, 

o 

o E dP ó que O ^ P donde Py dP designan el interior y el borde del polí
gono P respectivamente. 

Una condición necesaria para la existencia de un polígono hiperbóHco 
con ángulos f/, i=\,...,n, es[2, p. 155], 
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A= ( « - 2 ) 7 r - Z f , . > 0 (2.1) 
1 

Si alguno de los ángulos es nulo, entonces el radio de la circunferencia 
circunscrita es infinito y, por tanto, todo ángulo debe ser nulo. Así pues, su
pondremos en lo que sigue, 

0<?,-<7r i=l,...,n (2.2) 

Designamos por Sj la suma de los ángulos para / impar y por Sp la suma 
de los ángulos para / par. Sea, 

Z, = f , - f , - i + . . .±^1 

y sea, 

X = (0, n/2) n ( n (zi - TT/2, Zi)) n (n (-z,-, n/l - Zi)) 

impar par 

podemos enunciar entonces el siguiente teorema. 

Teorema L— Dada una colección ordenada de ángulos f/ que satisface 
las condiciones (2.1) y (2.2) existe un polígono hiperbólico P con ángulos 

o 

f / en sus vértices y con circunferencia circunscrita de centro p E P si y 
solo si, 

a) Si n es impar entonces [(5/ — Sp)/2] G X. 
b) Si n es par entonces Sj = Sp y X ^ 0. En este caso para cada 

6 EX podemos construir un polígono. 

Demostración.— Primero supongamos que el polígono existe. Por la fi
gura 1 se tiene que el sistema, 

0 i + 0 . = f i (2.3) 
0 | - i + 0 / = fi / = 2,.. . ,n 

ha de tener solución con O <di <7r/2, para todo / = 1, ..., n. Resolviendo 
(2.3) obtenemos, 

0^ = Zi — dn para / impar (2.4) 

Q.=Zi-\rdn para f par (2.5) 

además, dj^ =(Sj — Sp)l2, sin es impar ó Sj = Sp sin es par. 
En el primer caso el sistema tiene solución única. En el segundo el siste

ma es indeterminado y podemos tomar 0„ como parámetro. De (2.4) y (2.5) 
obtenemos. 



POLÍGONOS HIPERBÓLICOS CON CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA 93 

FIGURAI. 

Zf — 7r/2 < 0„ < Zi si / impar 

-Zi <dn < vr/2 - Zi si / par 
(2.6) 

Por tanto, si n es impar 0„ = (Sj - Sp)/2 ha de pertenecer a X Si n 
es par, iS} ha de ser igual a 5p y 6 =6n ha de pertenecer a X 

Veamos ahora que las condiciones son suficientes. Si n es impar, sea 
Sn ~ (*S/ — 'Sp)/2. Si w es par, sea dn un valor cualquiera de X Sean los OÍ 
definidos por (2.4) y (2.5), entonces los 0/ pertenecen al intervalo (O, 7r/2). 
Definimos la función 

(j) (t) = X arctg (cotg di / cosh t) 
1 = 1 

Esta función es continua y decreciente para í > 0. Además, 

lím 0 (O = O y 
^ -> oo 

0(O)=7r+ y , 

Por tanto, existe un valor r tal que 0 (r) = TT. ASÍ pues, 

S a¿ =7r, 
1 
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donde 
oc. = arctg (cotg 0¿ / cosh r). 

Tenemos garantizada la existencia de triángulos como el de la figura 2, 
que pegados alrededor de O nos dan el polígono. D 

FIGURA 2. 

Teorema 2.— Dada una colección ordenada de ángulos f̂- que satisfacen 
las condiciones (2.1) y (2.2) existe un polígono hiperbólico P con ángulos 
^i en sus vértices y con circunferencia circunscrita de centro O G dP si y 
solo si Sj =Sp y para todo / < n, z^ pertenece al intervalo (O, TT/2). 

Demostración.— Supongamos que el polígono existe. Observando la 
figura 3, tenemos que el sistema, 

FIGURA 3. 
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Oi-1 +di = ̂ i para i=2,...,n- 1 (2.7) 

ha de tener solución con O < 0/ < 7r/2, para todo i= I, ..., n — \, Resol
viendo el sistema (2.7) obtenemos que Sj ha de ser igual a Sp y 0/ = Z/. Por 
tanto los Zi han de pertenecer a (O, 7r/2) para / < n. 

Recíprocamente, si los f/ satisfacen las condiciones, consideremos la 
función, 

n-i 

(t> {t)= 2 arctg (cotg 6/ / cosh t) 

Esta función es continua y decreciente para t>0. Además, 

l ím0(O = O y 0 ( 0 ) = ^ + — . 
t-*=« 2 2 

Por tanto, existe un valor r tal que 0 (r) = 7r/2. Procediendo como en el 
Teorema 1, obtenemos el polígono. • 

Definimos ahora el siguiente conjunto, 

X* = (O, 7r/2) n ( n (-Z,, 7r/2 - z,)) n ( n (z, - 7r/2, z,)) 

impar par 

Teorema 3.— Dada una colección ordenada de ángulos f̂- que satisface 
las condiciones (2.1) y (2.2) existe un polígono hiperbólico con ángulo f̂-
en sus vértices y circunferencia circunscrita de centro O ^P si y sólo si, 

a) Si n es impar entonces d = {Sp — Sj) E X* y tg 0 es menor que 

(^2 cotg0/] , 

b) Si n es par entonces Sj = Sp y X* 4^ 0. En este caso para cada 
0 E X * con 

t g 0 < (^2 cotg0/j 

existe un polígono. 

Demostración.— Como en los casos anteriores, supongamos que existe 
el polígono. Observemos la figura 4, 
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FIGURA 4. 

Tenemos que el sistema, 

^i-i + 6i = ^i para / = 2, ..., n - 1 (2.8) 

ha de tener solución con O < df < 7r/2, para todo / = 1, ..., n — 1. Resol
viendo (2.8) obtenemos. 

(2.9) 
$. = zi + d para / impar 

df = Zi-9 para / par 

donde 6 = (Sj ^ Sp)/2 si n es impar. Si n es par entonces Si = Sp. 
Obtenemos, por tanto, 

—Z/ <d <7r/2 — Z/ para / impar 

Z/ — 7r/2 <d <Zi para / par 

Supongamos que los f, satisfacen las condiciones. Sea 6 igual a 
(iSp — Sj)/2 si /Î es impar, o bien sea 6 E X* si ?7 es par. Sean los df defini
dos por (2.9). Consideremos la función, 

n-í 

(¡>{B)= S arctg (tg 0 tg 5 / tg 0/) 
1 = 1 

Esta función es continua y decreciente para O <B < ir/l — 6. Además 
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(I>i0) = 0 y (j) Í7t/2 - 0) = (7r/2 - 0) + A/2 

Por otra parte tenemos 

n - 1 

(¡)'iO)= X co tga / tg0 y 0 " ( 5 ) > O . 

Entonces si 0 ' (O) < 1 existe un valor p, 0<P< (TT/I -6) tal que 0 (jS) = 
= jS, pero si 0 ' (0) es mayor o igual que 1 esto no es posible. Sea r definido 
por cosh r = cotg jS cotg 0. Se tiene entonces que 

1 = 1 

Procediendo como en los anteriores Teoremas, obtenemos el polígono. D 

Observación.— En la construcción de [1] si se realiza una permutación 
de los ángulos f,- se puede todavía construir un polígono P ' con ángulos 
fff (I) (Que en general no será congruente conP). Pero en nuestro caso puede 
suceder que no exista el polígono para los ángulos f̂^ (,•). Por ejemplo, dados 
los ángulos 40, 50, 30, 20 y 10 podemos construir un polígono con estos 
ángulos ya que satisfacen las condiciones del Teorema 1. Sin embargo, para 
los ángulos 40, 30, 50, 10 y 20 no es posible ya que ahora X = 0. 

Para los triángulos hiperbólicos obtenemos el siguiente Corolario, 

Corolario 1.— Sea T un triángulo hiperbóUco de ángulos no nulos f̂ , 
f 2 y f 3. Entonces las mediatrices de los lados de T se cortan en un punto 

O, donde O GP, P E dP ó bien O ^P si y solo si, respectivamente, cada 
ángulo es menor que la suma de los otros dos, existe un ángulo igual a la 
suma de los otros dos, o existe un ángulo, digamos f2 ? niayor que la suma 
de los otros dos y tal que 

t g [ a 2 - - a i + r 3 ) ) / 2 ] < 

< [cotg ((?! + r̂  - f3)/2) + cotg ((?3 + ?2 - ri )/2V. 
La última condición implica que existen triángulos hiperbólicos que no 

poseen circunferencia circunscrita ya que las mediatrices no se cortan en un 
punto del disco unidad. 

3. EL RADIO 

Calculamos aquí el radio de la circunferencia circunscrita a un polígono 
de los dos primeros tipos. Sea Tj^ la suma de todos los posibles productos 
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de ^ elementos formados con las tgo:̂ -. Se tiene la siguiente identidad, 

t g ( . 2 a , j = {T, -Ts + Ts - ...) / (1 - 7̂2 + ^ - ...) 
o 

Si o E JP entonces 

por tanto 

Si O ^dP entonces 

por tanto 

2 oii = 7r, 
1 = 1 

T, -n + Ts - . . . = 0. 

n-l 

2 a,. = 7r/2, 
z = l 

r2 4- n - . . . = 0. 

Como tg a/ = cotg 6^ / cosh r podemos expresar cosh r en función de 
los df y por tanto de los f̂ . El radio alcanza un mínimo cuando el polígono 
es regular [4]. 

En el caso particular de triángulos y cuadriláteros tenemos los siguientes 
resultados, 

Corolario 2.— Sea T un triángulo hiperbólico cuya circunferencia cir
cunscrita tiene radio r. Entonces, 

coshr = (tg0i •tg02 + t g 0 i -tg^a + t g 0 2 'tgd^y''^ 
ó 

coshr = (tg0i •tg02r^^^ 
o 

según que O ^T ó bien O ^dT. 

Corolario 3.— Sea C un cuadrilátero hiperbóHco cuya circunferencia 
circunscrita tiene radio r. Entonces 

coshr= í 2 t g 0 j / í 2 n tgdM (si OGQ 

o 

coshr= í 2 t g 0 J / í n tg0,.M (si OEdQ 
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