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Abstract 

In this work we obtain all possible orders of the automorphisms of bordered Klein sufaces of-

genus 1, andi besides the signatures of NEC groups associated to these automorphisms are characte

rized. 

1. INTRODUCCIÓN 

En este trabajo se obtienen todos los órdenes posibles de los automor
fismos de las superficies de Klein con borde U/T (U semiplano complejo su
perior; r grupo NEC de superficie), de género 1, así como la caracterización 
de las signaturas de los grupos NEC F' tal que T'/F nos de el automorfismo 
para U/T de orden deseado. 

En el caso de superficies de género O, estos órdenes fueron estudiados 
por Heins [7] y Bujalance [4]. En el caso de superficies con género topológi
co 1, May [10] obtuvo que si $ es un automorfismo, de un todo con k com
ponentes en el borde dotado de estructura de superficie de Klein, entonces 
el orden de $ es menor o igual que máx {6, K}. 

2. GRUPOS NEC Y SUPERFICIES DE KLEIN. 

Un grupo NEC es un subgrupo discreto F del grupo de isometrias del 
plano no euclideo U(U = {z ^ C: /mz > 0}) con espacio cociente compacto^ 
incluyendo elementos que invierten la orientación. 

Los grupos NEC se clasifican de acuerdo con su signatura, que es un 
símbolo que presenta la forma : 

(g;±; [mi.... m,]; {(n^i... n^,.) i = 1.... k}), 

donde g es el género de la superficie C//F, el signo ± indica si la superficie 
es orientable o no, los m̂- > 2 (períodos propios) representan el orden de ra
mificación de los puntos del interior de la superficie para la proyección ca
nónica p: U -^ U/T^ los rifj > 2 (períodos de los ciclo—periodos) representan 
los órdenes de ramificación de los puntos de la frontera de la superficie para 
la aplicación canónica anterior, y k es el número de agujeros de la superficie. 
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La signatura de un grupo NEC determina una presentación del mismo 
dada por los generadores 

0 
ii) 
iii) 

iv) 

y las relacio 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

Xi , . . . . , Xf 

ei,....,ek 
CÍO ,..., Cis ^ ,"',Cko ,'", Cksjç 

(si el signo es +) « i , &i,..., c^ , bg 
(si el signo e s - ) c/i, , dg , 

mes 

^ i = 1, / = 1 ...t 

c^j^i =q'f = ( Q / - I Cíjfif = 1 ( 

^'^ CioeiCu. = 1, / = 1..../C 

(si el signo es + ) Xi.. Xt ei.. Ck ai 

1, ,..,k; j= \,.,.,Si) 

a'i b'i ..Og bg á^ b'g = 1 

(si el signo es""))xi ..XfCi ,.eiçdi'^..,d^ = 1. 

A partir de ahora las letras x, a, b, c, d, e, se usarán para designar los 
generadores del grupo. 

Una superficie de Klein es una superficie con o sin frontera dotada de 
una estructura dianalítica; los automorfismos de estas superficies son homeo-
morfismos dianalíticos. 

La relación entre grupos NEC y superficies de Klein es una consecuen
cia de los resultados siguientes debidos a Preston [ i l ] , AUing—Greenleaf [ 1] 
y May [9]: 

—Si X es una siperficie de Klein de género algebraico p '> 2, entonces 
X puede ser representada por ÍZ/F, donde T es un grupo ^£"0 con signatura 
(g; ±; [—]; {(_)...^... (—)}) (grupo de superficie con k componentes en la 
frontera). 

—Si r es un grupo NEC entonces el espacio cociente U/T puede ser do
tado con una estructura de superficie de Klein si T es un grupo de una super
ficie con borde. 

—Un grupo H es un grupo de automorfismos de una superficie de Klein 
U/T si y sólo si H ^ F ' /F donde F' es un grup NEC tal que F <Î F'. 

3. AUTOMORFISMOS DE SUPERFICIES DE KLEIN. 

Proposición 3.1.— Sea X = U/T una superficie de Klein, donde F tiene 
la signatura (g; +; [ - ] ; {(-)„\„(-)}). 

Supongamos que X posee un automorfismo ^ de orden Â  y que 
< # > ^ F' /F. Entonces el género g' de U/T' verificará las siguientes aco
taciones: 

l ) S i A ^ e s i m p a r / < fe- 1)/A^+ 1 
2) Si Â  es par y F' tiene signo +, / < (o- __ i)/A + 1 
3) Si N es par y F' tiene signo - , g' < 2(g - 1)/A + 2 
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Demostración: 

1) Sea Â  impar; por [2], F es un subgrupo normal de un grupo NEC F' 
con signatura 

fe'; + ;[NAi,...,iV/^,] ; { ( - ) . . / . . . ( - )> ) ; 
además la relación entre las áreas de las regiones fundamentales para P y P' 
es(K. [2]) 

t 

2gN-lg+{N-\){s-t-2)+ 2 N{\-\ln)t„ + 2 (A^-^-) = 0 (1), 
n\N 1=1 

puesto que 
t 

s N{\-\ln)t„ + 2 {N-ki)>Q, 
n\N 1=1 

el valor negativo máximo de (1) es —2g — 2JSI + 2, cuando s — t =" 0, luego g' 
será máximo cuando 2g'N anule dichos términos, es decir 2 + 2gN — 2g — 
-2N = 0; ésto implica g =l+(g- l)/N, luego g' < 1 + (g - l)/N 

2) Si Â  es par y F' tiene el signo +, F es un subgrupo normal de F' y 
por [5] tiene la signatura 

(g';+;[N/k^,..,,N/k^];{i-),J.,X-)i2"L2)^ i=l.,.k'}) 
y 

2g'N -2g+{T +p)N + iN- l)(s-t' -p -2) + 
t 

2 N(l -l/n)tn + ^ iN-ki) = 0. 
nlN 1=1 

njíí^N 

3) Si N es par, F es un subgrupo normal de un grupo NEC F que por 
[5] tiene signatura 

{g;-;[N/k^,,.,,N/k,];{i-).J...i--)(2'L2yi i= l..,k'}) 
y 

g A ^ - 2 g + (r +p)N + in-l)(s -t' -p -2) + 
t 

+ S N{l-l/n)t„+ 2 (•N-ki) = 0. 
n\N i=l 

n ^í,N 

En ambos casos, haciendo un razonamiento idéntico al hecho en 1), 
se obtienen las cotas de 2) y 3) para g . 

Por un procedimiento análogo al anterior, se tiene 

Proposición 3,2.— Sea X = U/T una superficie de Klein, donde F tiene 
la signatura (g; - ; [ - ] ; { ( - ) . . / . . . ( - ) }) 

Supongamos que X posee un automorfismo $ de orden Â  y que 
< * > ^ F/F' . Entonces el género g' de U/V verifica las siguientes acota
ciones: 
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1) SiTV es imparg < fe - 2)/A^ + 2 

2) Si N es par y F' tiene signo —; g' ^(g — 2)/N + 2 

3) Si TV es par y F' tiene signo + ; g' < (? — 2)/2A^ + 1 

Proposición 3.3.— Sea X = Í//F una superficie de Klein, donde F tiene 
la signatura (g; +;[—]; { (—) (—)}), que posee un automorfismo ^ de or
den Â  par y < í> > ^ F /F , entonces el número de cicloperíodos no vacíos 
d e F ' e s r < ( 2 g - 2 ) / T V + 2 . 

Demostración: Si Â  es par, F es un subgrupo normal de un grupo 
NEC F' entonces por [5] F' tiene la signatura 

t 

(g'•,±;[N/k,,...,N/kth {{-)...'...(-) (2Z2Y' i= 1 ...k'}), 
donde 

r = 2 Ti. 

Si F tiene signo + en su signatura, entonces 

2giV- 2^ + (r + p)iV + (A^- 1) (s - í' - p - 2) + 
t 

2 Nil -l/n)tn + ^ (N-ki) = 0 (2). 
nlN i=í 

puesto que 

S N(l-.l/n)tn + 2 iN-kt)>0, 
n\N 1=1 

n fl,N 

el valor negativo más grande de (2) es "~ 2g ~ 2A' + 2, cuandos - / -~p = O 
luego T será máximo si TN anula dichos términos, es decir TA'̂  = 2^ + 
2(N - 1), por lo tanto T>(2g- 2)/N + 2. 

Si el signo de la signatura de F' es "~, el resultado es idéntico. 
De forma análoga se obtienen las siguientes proposiciones: 

Proposición 3.4.— Sea X = U/F una superficie de Klein, donde F tiene 
la signatura (g; - ; [ - ] ; ii-)...^.,.{- ) », que posee automorfismo $ de orden 
TV par y < $ > ^ F'/F, entonces el número de cicloperíodos no vacíos de 
F ' e s T < f e - 2 ) / A ^ + 2 . 

Proposición 3.5,— Sea X = U/T una superficie de Klein donde F tie
ne la signatura (g; +'• [ - ] ; { ( - ) ( - ) }). 

Si X posee un automorfismo * de orden TV y < # > ^ F' /F, llamando t 
al número de los períodos propios de F se tiene que 

l ) í < 3 ( l +(g~ 1)/TV) siA^ es impar 

2)t<4(l +(g- l)/A^)siTVespar 
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Proposición 3.6.— Sea X = Í7/F una superficie de Klein donde F tiene 
la signatura (g; - ; [ - ] ; { ( - ) ...^... ( - ) » . 

Si posee un automorfismo ^ de orden Â  y < $ > ^ F ' /F , siendo t el 
número de períodos propios de F' , se tiene que: 

1 ) Í < 3 + (3/2) {g - 2)1 N si N es impar 

2)t<4+2(g - 2)1 N siA^es par 

Teorema 3.7.~ Sea X = Í//F in toro con Z' componentes en la fronte
ra y con estructura de superficie de Klein. Si X posee un automorfismo F 
de orden N^ N par, y < $ > ^ F ' /F , entonces es 2, 4, 6, ó divide a /: y la sig
natura de F' es una de las siguientes: 

- ] ; { ( - / ' ( 2 . . 7 Í ...2)}),k/N=t' + T\l4,N=2 y i V ^ 4 

- ] ; { ( - f }), i' = /̂A ,̂ A^==2, N¥^4 

- ] ; { ( - / ' } ) , t'=k/N 

2, 2 ] ; { ( - / ' " M ) , i' = a - 2 ) / 2 , 7 V = 2 

2 ] ; { ( - f }), i' = ( fc-2) /4 , TV = 4 

2 , 2 , 2 ] ; ( - f }), t'={k-l)/2, N^2 

2 , 4 ] ; { ( - f ^ ' }), t'^(k-l)l4, N = 4 

4];{(-f}),t' = (k-3)l4, TV-4 

2,3];{(-f }), t' = (k-l)/6, TV = 6 

2];{(-f*' }), t' = ik-3)/6, TV = 6 
2, 2, 2, 2 ] ;{ ( - )"}) , t' = kn, TV = 2 

2, 4, 4] ; { ( - / ' } ) , í' = -«í/4, TV = 4 
4, 4 ] ; { ( - / ' " ' }), i ' = (fc-2)/4, TV =4 

2, 6, 3 ] ;{ ( - ) "}) , /' = Â:/6, A^ - 6 

6 , 3 ] ; { ( - f }), t'^ik-3)/6, N^6 

6,2];{{-f }), t'^{k-2)l6, N=6 

6 ] ; { ( - f }), t'^(k-5)/6, TV = 6 

- ] ; ( - f (2.. .V...2)}), ^ / A ^ = Î ' + T ; / 4 , A ^ = 2 

Demostración: Puesto que X — U/T tiene k componentes en el borde, 
r debe tener la siguiente signatura (1 ; + ;[—];{(—) (—)}). 

Como TV es par, la signatura de F' puede presentar signo + ó - . 
Si la signatura de F' tiene signo menos, entonces por [5] tiene la forma 

(g';-; [N/k, ,...,N/k,]; { ( - ) . . / . . . ( - ) (2 ../' '... 2y' }i = l ... k'). 

(2 

(1 

(1 

(1 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 
(0 

- ; [-

— ;[-

,—; [ -

+ ;[ 

+ ;[ 
+ ;[ 
+ ;[ 
+ ;[ 

+ ;I 
+ ;[ 
+ ;[ 
+ ;[ 

+ ;[ 
+ ;[ 

+ ;[ 
+ ;[ 
+ ;[ 
+ ;[ 

,+ ;[ 
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Vor{5]k=s-t'-p + X t^N/n+ X (r,-T//4W, donde í' = 2 tn , 
n\N i= 1 n\N 

y entonces se verifica 

t 

g'N-2 + ÍT-l-p)N+iN-Dis-t'-p-2)+ X (N-Iq) + 
i= 1 

2 M l -lln)tn = 0 . 
n\N 

Los pasos que se van a dar a continuación son: en primer lugar encon
trar las posibles soluciones de la ecuación anterior (obsérvese que estas solu
ciones determinan el orden de Ci módulo F, donde e/ son los generadores 
de conexión para cada uno de los ciclo—períodos vacíos de F'), depués in
tentaremos establecer un epimorfismo 0 : F' -> Z/(N) con ker 6 ^ F, tenien
do en cuenta las condiciones establecidas para los €(. 

Por la proposición 3. 1, se tiene quQg = 1 ó 2. Sig' == 2 entonces 

2N-2 + (T+p)N+iN~l)(s-t'-p-2)+Y=0 (3) 

(en adelante se denotará por Y la cantidad positiva o nula 
t 

2 (A^~^-) + 2 N(l - l/n)tn). 
/= 1 n \N 

Teniendo en cuenta las limitaciones establecidas por las proposiciones 
3.3, 3.4, 3.5, y 3.6, en este caso, sis —p — t' = 2, se tiene de (3): 

2Â  _ 2 + (r + p) ;V + r = O, 

puesto que T > O, (p + T)N > O y 2N - 2 > O, no presenta solución. Si 
s ~t' ~p = 1, se tiene de (3) 

N - l +(T +P)N+ 7 = 0, 

que no presenta solución (por la razón de que iV > 2, (r + p)N > O y F > 0). 
Cuando s —p — t' = 0,se tiene de (3) la expresión 

(r + p)N + r = O, 

y la única solución e s r + p = 0, Y = 0; ahora, teniendo en cuenta que 
F > O, la única solución para Y = O será 

ki =N, i= 1 .../ ', tn =0,n\Nyn¥=l,N; 

además, debido a que r y p son enteros positivos, será T = p = 0. 
Se deduce así, de la expresión de k, la relación k = t^N; por lo tanto 

la signatura de F' es 

(2 ; - ; [ - ] ; { ( - )" } ) . 

Dado un grupo NEC F' con esta signatura, vamos a ver si existe un epi
morfismo 0: F' ^ Z/(N) con kerd ^ F, verificando las condiciones deseadas. 
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Si existe este epimorfismo, entonces Z/(N) ^ T'/kerd es un grupo de auto 
morfismos de U/kerd. _ 

Como k = t'N] entonces, por [6] Oiq) = 6 {ei)= 0, / = 1 ... i ' . Ya que 
6 tiene que ser un epimorfismo,/iiene que existir algún elemento de F' tal 
que su imagen bajo 6 genere Z/{N); se tiene entonces que didi) = p (don
de p genera Z/(N)) y puesto que el epimorfismo d tiene que conservar las 
relaciones básicas entre generadores 

die I ...e^f.d\dl)=Q 

y como consecuencia6 (d2) = (N — 2p)/2. 

Si N = 2 pero N ¥" 4, entonces (A^/2) — p es un número par y por lo 
tanto existe un número o¿ impar tal que 9 (jf ) = O, luego d2 ^ kerd ; por [8] 
kerd tendría signo — en su signatura, luego kerd ¥= F. 

Si Â  = 4 se tiene, por [8], que kerd tiene signo + en su signatura; por 
la relación de las áreas de kerd y F, por [5] y [3], se tiene que kerd ^ F. 

Operando de forma semejante al caso anterior se obtienen las restantes 
signaturas del enunciado del teorema. 

Un razonamiento análogo al efectuado en el teorema anterior, nos per
mite obtener los siguientes resultados: 

Teorema 3.8.— Sea X = U/T un toro con k componentes en la fronte
ra y con estructura de superficie de Klein. 

Si X posee un automorfismo $ de orden Â , n impar y < # > ^ F ' /F, 
entonces Â  = 3 o divide a ^ y la signatura de F' es una de las siguientes: 

( 0 ; + ; [ 3 ] ; { ( - r M X t' = ik-2)/3, N=3 

(0 ;+ ; [3 ,3 ] ;{ ( - f -^^ }), t' = ik-l)/3, N=3 

( 0 ; + ; [ 3 , 3 , 3 ] ; { ( - f }), t'= k/N 

( 1 ; + ; [ - ] ; { ( - - ) " } ) , t' = k/N 

Teorema 3.9.— Sea X = U/T un plano proyectivo con k componentes 
en la frontera y con estructura de superficie de Klein. 

Si X posee un automorfismo $ de orden Â , impar y <í>> ^ F'/F, en
tonces Â  divide a ^ — 1 y ^, y la signatura de F' es una de las siguientes: 

( l ; - ; [ - ] ; { ( - y ' ' ' }), t' = ik-l)/N 

( l ; - ; [A^] ;{( - / ' } ) , t' = k/N. 

Teorema 3.10.— Sea X = U/T un plano proyectivo con k componentes 
en la frontera y con estructura de superficie de Klein. 

Si X posee un automorfismo $ de orden Â , par, y < $ > ^ F'/F, enton
ces Â  divide a /c y /: — 1, y la signatura de F' es una de las siguientes: 
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( 0 ; + ; [ - ] ; { ( - f ^ ^ ( 2 , . 7 i . . , 2 ) } ) , {k-\)lN^ t' ^ r\¡A 

( 0 ; + ; [ - ] ; { ( - r ^ M ) , t' = {k-\)IN 

(0 ;+ ; [7V] ;{ ( - / ' ^^ }), t'=klN 

( 0 ; + ; [ i V ] ; { ( - / ' ( 2 . . 7 i . . . 2 ) } ) , klN = t' -¥T\I4 
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