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Abstract 

The main result in this paper is the following: Let AF (X, Q4, M, gjç) be a separable echelon 
Ko the space with l < p < o o , p ^ 2 . Then, A^ has a A'-monotone basis if an only if there is a 
family of mutually disjoint, erf-measurable subsets {4/}/ e j , / C IN, with M 04̂ -) > 0, z ^ /, and 
there are X^^ jç^^, i ^ I, A: ^ IN, such that 

Si (F, T) es un espacio de Fréchet con base {^w}«eiN, y 
{Il. Ilfcjfce IN ^s una familia de seminormas que definen la topología T de F, 
diremos que la base {x„}„ es iT-monotona respecto de la familia de semi­
normas {|l.tlfc}Ar, si para cada /c, n E IN, y cada familia {a^f^i C ]R, es 

1 " 
s üiXi 

11 = 1 1 
< 

1 k 1 

1 « + i 1 
2 UiXi 

\ î = i 1 
(1) 

El concepto de base X'-monótona ha sido manejado con anterioridad 
por otros autores. Russo llama monótonas a las bases de un espacio de 
Fréchet que verifican (1), y demuestra que la condición de monotonía es 
equivalente a la de e-Shauder [11]. También Dubinsky ha trabajado en espa­
cios con bases monótonas en el sentido de Russo [6]. (Es necesario señalar 
que Kamthan usa el término de base monótona en un sentido distiiato de (1); 
esto nos ha inducido a no adoptar la terminología dé Russo en nuestro tra­
bajo.) Bellenot es otro autor que ha obtenido resultados en espacios dé 
Fréchet con bases ^-monótonas, que él llama 1-bases [1 ]. 

El propósito de este trabajo es el de caracterizar los espacios escalona­
dos de Kothe A^ (X, od, M, gk)^ Que poseeabase^^-monótona respecto de 
las seminormas p-aditivas. 

1980MSC.46A35. 



56 J. C. DIAZ 

11/1 = ( ¿ \f\''gicd¡xj"', f&ísP 

En un artículo posterior, estudiaremos algunas propiedades topológicas 
de los espacios escalonados de Kôthe con base i^-monótona, y proporciona­
remos importantes ejemplos de espacios escalonados de Kôthe que son iso-
morfos a espacios escalonados de Kôthe con base X^-monótona. 

En general, hemos usado las notaciones habituales de la teoría de espa­
cios localmente convexos, (ver Shaeffer [12]). Si SCE entonces (S) es el 
subespacio vectorial generado por S y (S) el subespacio vectorial cerrado 
generado por S. La restricción de una aplicación / : X -^Y a un subconjun-
to A C X se denotará por f/A. Los espacios vectoriales en consideración 
se suponen siempre sobre el cuerpo de los niimeros reales IR. 

1. PRELIMINARES 

Trabajaremos con espacios medida (X, erf, M) localizables y con la pro­
piedad de los subconjuntos finitos (rf. [14]). Í2 (X) representa el conjunto 
de las funciones reales erf-medibles definidas en X. Identificando dos funcio­
nes que son iguales casi por todas partes respecto a la medida/x (iguales ju-cpd) 
se obtiene el conjunto cociente í^o (^)- En general no haremos distinción 

entre un elemento g do ^ (X) y su clase g on ^Q (X); esta ambigüedad 
no influye enlas demostraciones ni en los resultados que se obtendrán. 

Dada / G Í2 (X) se define el soporte de /como el conjunto 

S(f)={teX;f{t)^0} 

Dadas dos funciones medibles / y g, el cociente (f/g) (O se supone definido 
como O cuando t ^ S (g). La función característica de un conjunto A C X 
se denotará por XA . 

Dado un espacio medida (X, ©«/, M), sea {gk}k^iN una sucesión en 
Í2 (X), tal que 0<gk (t)<gk + i (O, M-cpd, para cada /c E IN, y 

X= U S(gk) M-cpd 

Para cada /? E IR, p > 1, se define el espacio escalonado de Kôthe de orden 
p como 

={/^í2o(^); \\f\\k= \^f^ \f\'gkdfij <oo^ V ^ G N } 

Escribiremos A para p = 1. A^ se supone dotado siempre de la topolo­
gía T inducida por la familia de seminormas {li.lU}^:? Y del orden defini­
do por f < g sil f (t) <: g (t) ju-cpd; (A^ , 7 ) es un retículo de Fréchet 
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orden completo, y las seminormas II.IU son seminormas de retículo 
p-aditivas (ver [9]). 

Si M es la medida definida en la cr-álgebra de las partes de IN tal que 
M ({n}) = 1, para cada n G N, obtenemos un espacio escalonado de sucesio­
nes que denotaremos X̂  ó X̂  (Un ). 

Dado un espacio escalonado de Kôthe A^ (X, od^y^^gu) y un conjunto 
A G od, se llama subespacio seccional de A^ por A al conjunto 

A^M = { / E A ^ S{f)C:A] 

Se comprueba con facilidad que A^/^ es un subreticulo de A^, y la aplica­
ción identidad es un isomorfismo (es más, un orden isomorfismo) entre 
AF¡A y el espacio escalonado de Kôthe F^ {A, od, M, gk/A). 

Definición.— Sea (F, T) un espacio de Fréchet cuya topología viene 
dada por una familia de seminormas {II.IUl/c, y supongamos que F posee 
una base (por base entendemos base de Shauder) {x„}„; entonces {x«} 
se dice K-monótona respecto de {II.lU) si, para cada k G¥¡, w G N, y 
cada familia {ai}f=i C IR es 

n 
2 üiXi 

/ = 1 
< 

n + l 

1 = 1 

Si no hay lugar a confusión no haremos referencia al sistema de seminormas 
respecto del que {x„} es íT-monótona —si F es un espacio escalonado de 
Kôthe A^, la ^-monotonía de una base se entiende respecto del sistema de 
seminormas asociado a los escalones g;̂ —. 

Veamos unos resultados generales sobre bases AT-monótonas. 

Proposición I.— Sea F un espacio de Fréchet y {||. \\jç} una sucesión 
de seminormas que definen su topología. F posee una base AT-monótona res­
pecto de {IMi/f} sii existe una sucesión {Gn}n^m de subespacios de F, 
tal que 

1) dim G^=n, G „ C G „ + i, V^EIN. 
oo 

2) U G„ es denso en F. 
w = l 

3) V/?EIN, existe una proyección JP„: F->Gn talque 

\\PnMh<\\x\\k, V x G F , keiN 

Demostración.-- Esquemáticamente, supongamos que F posee una base 
jST-monótona {x„}„; consideramos G„ =< {xi, ..., x„}), ^EIN, y para cada 
X E F, como 
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definimos 

z = l 

n 
P^ (x) = 2 UîXî, V /7 E N 

1 = 1 

Es fácil comprobar que se verifican entonces 1), 2) y 3). 
Recíprocamente, dados {G„} y {P„}, verificando 1), 2) y 3), toma­

mos Xi G Gi, Xi 9̂  0, y para cada n> \, tomamos x^ ^Gn ^ Ker (P„_i ), 
Xn =7̂  0. De la condición 3) (y de Jarchow [7], pág. 298) se deduce que 
{Xn] es una base AT-monótona de F. 

c.q.d. 

El siguiente resultado es fácil de comprobar (la demostración es análoga 
al Teorema 3.1 de Kamthan [8]). 

Proposición 2.— Sea F un espacio de Fréchet y {11.11̂ }̂  una sucesión 
de seminormas que define su topología, y {x„} una base de F. Entonces 

oo 

{Xyi) es ^-monótona sii, para cada / r G l N y x E j p x = I ! ÜÍXÍ se tiene 
/ = i 

n 
r diXi 

i = l 
<llxiu, Vnem 

Definición.— Sea {(F„, r„)}„ una sucesión de espacios de Fréchet y 
sea { Il. \\k^ ri}k una sucesión de seminormas crecientes que definen la topolo­
gía Tn, para cada n E TN. Se define la suma de tipo £^ de la familia 
{(Pn,Trt)}n COmO 

( - " ) 

h^n\ =•{(/„)^ n F„; s ii/„ii^,„<oo, v^eiNJ 

es un subespacio vectorial de II F„. Lo consideramos dotado de 

la topología inducida por la familia de seminormas 

ll(r„)IU=( 2 \\fn\\l.rS'\ A: GIN ( \ l / p 

Un argumento estándar prueba que I S F„ I con dicha topología es un 

espacio de Fréchet (rf. [2]). 



BASES K-MONOTONAS EN LOS ESPACIOS ESCALONADOS DE KOTHE, L 59 

Más adelante enunciaremos un resultado sobre la relación entre los es 
pacios escalonados de Kôthe y la suma de tipo ^^ . Ahora, probaremos un 
resultado de estabilidad de las bases i^-monótonas con respecto a la suma de 
tipo SF , que necesitaremos con posterioridad. 

Proposición 3.— Sea {F„}„ una sucesión de espacios de Fréchet y 
{ II • \\k, n}k una sucesión de seminormas que definen la topología de F„, para 
cada nG^. Si F^ posee una base jST-monótona (con respecto a { l|. Ik, «}/c), 

para cada TÍ E IN, entonces ( S F„* i posee base ^-monótona (con respec­

to a {||(.)lb}). 

Demostración.— Indicado, sea {hn,r}n una base ^-monótona en Fr, 

y sea Hir el elemento en ÍE F„) que es igual a /z/,r en la coordenada 

r-sima e igual a cero en las restantes, con /, r E IN. Ahora definimos una 
biyección ^: IN x IN -> IN en forma "diagonal", es decir 

H l , l ) = l , H l , 2 ) = 2, H 2 , l ) = 3, H l , 3 ) = 4, ... 

y sea {H^ (/̂  y) }̂ (j-̂  )̂ ^ ^ la sucesión doble {Hi^Ji^ ^e IN ordenada mediante 

^; veamos que {^^ (̂j-,.)} es una base de í 2 F„ ) . 

En efecto, sea x E F : = ( S F „ ) y sea x" = (Xi, ..., x„. O, O, ...). 

Sean /:E]N y e > 0 . Existe T Í Q ^ I N tal que, si n>no es 

\\X-X^h=( 2 l|Xy||^,yy'''<e/3 

oo 

Por hipótesis x„ = 2 ce (/, n) hi^n para cada n EIN. Escogemos ;ÍI E N 
1 = 1 

tal que, si t'>nx^ se tiene 

2 oc(ij')hi^j 
i>t 

<( lM) i /^ (£ /3 ) , V/=l , . . . , /2o 

Sea 5 = máx (HQ ? ^i )? ô "= '̂  (̂ -S" — 1) = H^^ — 1 ? O- Entonces, para 
cada t> ÍQ , existen n>2s — I y 5 (/) EIN (/ = 1, ..., /?) tal que 

^0\i)<t, V l < / < n , l < / < 5 ( / ' X y ^(/•)>^, 7 = 1,...,/7o 

y se tiene, si t>to 

Hhi)=i ^ ^ 
< 



60 J. C. DIAZ 

< l l x - x « o | k + 
« 0 S(f) 

/ = i 1 = 1 
+ 

+ 
n s (J) 
2 2 a(iJ)Hij 

/ = « 0 + l ï = l 

El primer sumando es menor que e/3; además 

no s (J) 
x«o - 2 2 a {i J) Hi J 

7 = 1 / = 1 

,^(1) 5(«o) 
2 a (/,!)///, 1,..., 2 oL{i,no)hi^rtç,,0,..A 

Ï = 1 / = 1 '̂  

= ( 2 Xy- 2 OL{iJ)hijl ) 
^/ = 1 11 / = 1 II A: ^ 

P ^ l / P 

< 
^7 = 1 

2 a {i J) hi J 
p v l / p 

) < 

< ( 2 ( e / 3 F ( l / ^ o ) ) = e / 3 

donde la última desigualdad es cierta por ser s (j) > s > HQ, / = 1, ..., «o-
Por último, por la ^-monotonía de las bases {/Í̂ , ^ }/, se tiene 

n s(J) 
2 2 a{ij)Hij 

7 = « 0 + 1 í = l 

5(/) (0,...,0,...,^2 a(/,/)/2,,y, ...,0,...) 

/=M0+1, .". « 

=(J 
7 = « 0 + 1 

< 

sQ) 
2 OL{iJ)hij 

/ = i 

P v l / P 

) < ( 2 llxyll?) 
i / p 

< 

7 = « 0 + 1 

De donde se deduce que 

(. 2 11̂7 lli?) = l l ^ - ^ "HU<e /3 
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en la topología de F. La unidad de la anterior expresión se prueba haciendo 
uso de la continuidad de la proyección canónica de F sobre F^, r G IN. Así, 
{H^ Qf)} es una base de F. 

La ^-monotonía de la base se comprueba con facilidad haciendo uso de 
la Proposición 2. 

c.q.d. 

2. LEMAS NECESARIOS 

En un retículo vectorial F, el ortogonal en orden de un conjunto 
DCF Qs 

D^={xeF; |x |A|j ; | = 0, VyGD} 

Si F es orden completo, por el Teorema de Descomposición de Riesz se tiene 
que Lr- : = (ly-y- es la banda engendrada por D y que existe una proyec­
ción Jj^ de F sobre /) (ver [15]). Si D= {x} abreviaremos escribiendo x 
yJ^.En este caso se cumple 

'^x (y) ~ sup y'^ /\n \x\ - sup y" /\n \x\ 

Si F es un espacio escalonado de Kothe A^, se tiene 

Jf(h) = hXs(fh Vf,heAP 

Dado un conjunto X y una a-álgebra en X, ©RÍ Ç # (X), diremos que 
jS es una sub-a-álgebra de GÍ̂  en 7 si es una a-álgebra en el conjunto 
F E<# (X) y P C od. Diremos que S C # (X) es un a-anillo si la diferencia 
de dos elementos de S y la unión numerable de elementos de 2 está en 2. 
Dado un a-anillo X C od, y un elemento A ^ ^, la restricción de 2 a 4̂ 
es la sub-a-álgebra de G^ en ^ 

i:iA = {A ns] sex} 

Sea A^ (X, od, IJi, g^) un espacio escalonado de Kothe. Un operador 
lineal P: AF -> A^ se dice que es una proyección si es continuo y P^ =P. 
Se dirá que es una K-proyección si es una proyección y además 

f \P{f)\^g^dn< í ¡/["g^di^, VfeAP, k ilN 

Representaremos con R (P) el rango de P. Un subespacio M de A^ se dice 
K'Complementado si el rango de alguna AT-proyección. 

Haremos uso del siguiente lema demostrado en [10]. 
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Lema A.— Sea A^ un espacio escalonado de Ko the, p ^ 2, y sea i 'una 
A^-proyección en A^. Si / ^ / ? {P) se tiene 

a) PJ,(f)=J,(fl VgERiPl 

b) Si p > l, PJf = Jf P. Si p = l, PJf = Jf PJ/ 

Si A^ es un espacio escalonado de Kôthe y P: AP ^ AP una ^-proyec­
ción, definimos el conjunto 

2 ( P ) = U G c ^ ; 3 g E i ? ( P ) , y 3 g E ^ tq S {g) = A] 

Entonces 2 (P) es un a-anillo (si no hay lugar a error escribiremos £ ó 2 Q ) . 
En lo que sigue, dado el espacio medida (X, od, ¡JÍ) y si jS es una 

sub-c7-álgebra de od en X, representaremos con s 0^ M) (.) el operador espe­
ranza condicional respecto a la medida M y la cj-álgebra jS. Como es sabido, 
por el Teorema de Radon-Nikodym, si / E L^ (X, od, M), entonces 
£ (|3, M) (f) es la única función j3-medible tal que 

f fdfi= í e0,fJt)(f)dlJi, VAe^ 
-^A ^A 

El siguiente resultado, que usamos más adelante, está demostrado en 
[2] (ver también [4]). 2^-representa ^o/S(f). 

Lema B.— Sea A^ (X, od^ l^, gk), P ^ 2, un espacio escalonado de 
Kôthe y P una J^-proyección definida en A^. Dadas / , /2 E A^, con f^R (P) 
y Sih)CS (fX entonces 

X^(^^)£(2^, \f\'gk)(h/f) = Xs(g0e(X^, \f\'gk-^i)(h/fl V/ :EIN 

y se tiene 

P (h) = / l í m Xs (g„) e (2^, i/I" g^) (h/f) 
k 

Seguidamente enunciamos unos resultados sin demostración; los mis­
mos constituyen una generalización de ciertos Teoremas de Dor y Odell [5 ]. 
Una demostración detalla puede encontrarse en [2]; también en [5] se 
encuentran los resultados necesarios para dicha demostración. 

Lema C.-~ Sea A^ (X, od, M, gk)^ p i^l, un espacio escalonado de 
Kôthe y P una jST-proyección en A^. Sea / la proyección banda sobre 

R {P) , Entonces PJ es la única ^-proyección que verifica 

a) R{PJ)=RiP). 

b) PJiR(P)^)={0}. 
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Además, si p =7̂  1, P = PJ. Para p = 1, Q es una jfiC-proyeccion con el 
mismo rango que P si y sólo si Q = PJ ^ A, donde A es un operador lineal 
de A en A, verificando PA = A, AJ = O y \\A (h)\\jç < \\h\\k, V/z E A, 
y kem. 

Lema D.- Sea (X, ed, ju) un espacio medida a-finito, A^ (X, od, ii, gj^) 
un espacio escalonado de Kothe con escalones g;̂  integrables y Z'una ^^-pro­
yección de la forma 

siendo Xsigk) ^{^,gic^i){h) = Xsigk) ^{^,gk)ih), V / : E IN, /zGA^, 

y 2 es una sub-a-álgebra de ed en un conjunto B E: ed, tal que S (g) C. B 
para cada g ER (P). Entonces R (P) es un subretículo de A^. 

Lema E.— Sea {Pn}n > i una sucesión de iÇT-proyecciones en un espacio 
A^ (Z, ed, fJi, gjç) separable, pi=2, tales que 

PiP¡=Pmin{ij) 

Existe entonces una función / E A^, una sucesión {2„} de sub-a-álgebra 
de©íí en conjuntos 5'(2„), wE]N, talque 

2i C 22 C ... C 2„ C ... C G ^ 

y una sucesión de operadores lineales Af. J\F -> A^, verificando PÍAÍ = AÍ, 
ArfR(P-)=0, y \\Ai (h)\\k < WhWk, para cada /: E]N, /2 EA^, tales que 

Pt (h) =flím Xs (gj,) e ( 2 , , l/l^ gj,) (h/f) + Ai (h) 

para cada i>l, /zEA^ (siendo Ai = 0 si p^^l, para cada /EJN). 

Por último, dos comentarios que nos serán de utilidad. 

Nota 1.— Si A/ es un subretículo de A^, entonces el conjunto 

§M = {AEed\ 3 | EM y 3gEg tqS{g)=A] 

es una sub-a-álgebra de ed en algún conjunto £, (rf. [10]). S\ M es finito 
dimensional, entonces ^M es puramente atómica, y tiene m átomos, donde 
m=dim(M) (rf. [2], y [13]). 

Nótese también que si M es el rango de alguna Á^-proyección de la forma 

P{.) = \ímXsig0e{^f. l/l^^fc)(.) 

entonces 2 -̂ coincide con ^M -
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Nota 2.— Hemos demostrado en [3] que dado A^ (X, od^ l^.gk) y dado 
BG Gd^ M ( 5 ) > 0 , existe A^od^ ACIB^ con XA ^ A ^ , lx{A)>0. 

3. RESULTADO PRINCIPAL 

En este apartado enunciamos y demostramos la caracterización de los 
espacios escalonados de Kothe con base ^-monótona {p i=' 2). En primer 
lugar probaremos la condición necesaria de dicha caracterización. Usaremos 
de forma decisiva nuestro siguiente resultado ([3]). 

Teorema A.— Sea A^ {X, od, M, gk) un espacio escalonado de Kothe 
y sea S C SP un subespacio cerrado generado por una sucesión de funciones 
{/„} de soportes disjuntos dos a dos. Entonces, S es ^-complementado si y 
sólo si los escalones gy^ son proporcionales dos a dos sobre cada conjunto 
S{fn), M-cpd. 

Necesitaremos desde ahora el concepto de X'-isomorfismo. 
Dos espacios escalonados de Kothe A^ (X, od, ¡JÍ, g^) y T^ (Y, P, 

V, hk) se dice que son íT-isomorfos si y sólo si existe una biyección lineal 
G: A ^ - > r ^ , talque 

f \G{fWhkdv=^ f \f\PgkdlJi, V / G A ^ kejN 

Es claro que un .ST-isomorfismo es un isomorfismo topológico. 
En adelante, í^f representará Xs(gy.)f, f^^{X). 

Teorema i.— Sea A^ (X, G^, M, gk), P =̂  2, un espacio escalonado de 
Kothe que posee una base J^-monótona {yn^n- Existe entonces una familia 
iAí}i e j , / ^ IN, de conjuntos G^-medibles, disjuntos dos a dos, de medida 
positiva no nula, con 

X= U Au 

y existe X/, /i G IR, / E I, A: E ]N, tal que 

XAigk = ^i,kXAigk+i M-cpd, V / E I , kem 

Demostración. — 

Paso i.— En primer lugar, veamos que puede suponerse que el subespa­
cio generado por los n primeros vectores de la base es un subretículo, para 
cada /7 E IN. 

Supongamos primeramente 1 <p <°o, p ^ 2 , y sea x E A^; entonces 

file:///f/PgkdlJi
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oo 

i = l 

y consideramos 

n 

Qnix)= 2 aiyi, V ^ G N, x G A^ 
î = i 

A^ es separable y {Qn} está en las hipótesis del Lema E (usando la Propo­
sición 1), luego existe una función / G A^, y para cada ^ G IN, existe una 
sub-a-álgebra de e^, sea ^k, en un conjunto S (i///c), tal que S^ C 22 C ..., 
y tal que 

Qnih)=flímh eCErr, \f\'gk)(h/f), /̂  G A ^ nEJN 
k 

Observemos que, por el apartado 2 de la Proposición 1 y por la Nota 2, debe 
ser S (f) = X M-cpd. Podemos definir por tanto 7}-: A^ -^ F^ (X, od, [JL, 
l/i^ gk) aplicando h^ AF en ////G F^. Entonces 7/ es un -íT-isomorfismo, 
y si consideramos las jST-proyecciones Pn = TfQnTp^ : F^ -^ F^, se tiene, 
aplicando el Lema C 

P „ ( n = l í m 4 £ ( 2 „ J / | P ^ ^ ) a ) , V f G F ^ ^ G I N (1) 
k 

Sea ahora x„ = 7/ (y„), /Í G IN. Por ser Tf un ^-isomorfismo, {x„}„ es 
una base ^-monótona en F^, y la sucesión de proyecciones asociada a la 
misma es {Pn} (es decir, R (Pn) ^ U ^ i , ..-j^w})). Se verifica por (1) y el 
Lema D que {{xi, ..., x„}> es un subretículo. (Obsérvese que los elementos 
de R (Pn) son funciones 2„-medibles, por la definición de esperanza con­
dicional.) 

Supongamos ahora que p= I y demostraremos de nuevo que, salvo un 
jSr-isomorfismo, podemos suponer que ({xi, ..., x„}) es un subretículo. 

En efecto, aplicando el Lema E, existen / G A, operadores lineales 
An'. A -^ A que contraen las seminormas, « G ]N, y una sucesión de sub­
a-álgebras, 2 i C ^2 C ...̂  en conjuntos S (S j ) C S (^2) C ...̂  verifi­
cándose 

Qn(h)=flímhe(i:n, \f\gk)(h/f)+An(hl V/7GA, nGlN 
k 

De la misma forma que antes, debe ser S (f) = X ju-cpd, y podemos defi-
finir Tf de forma análoga, T): A (X, od, ju, gk) "̂  T (Z, , ju, l/l gk)-
Consideramos las ^-proyecciones P'n = Tf Qn Tf^, y se comprueba con faci­
lidad que los subespacios R (Pn) junto con las proyecciones P,̂  verifican 
las propiedades 1), 2), 3), de la Proposición 1 ; además, para cada /z G A es 

P;^ (/2) = l í m 4 e ( 2 „ , \f\gk)(h)+r'An (hf) 
k 
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Sea ahora/„ la proyección banda asociada a R (P¿) , y consideramos 
las ^-proyecciones en F, Pn =PnJn, ^ ^IN. Entonces, como AnJn-0 y 
(Jn {hf))lf -Jn (h) y como esta función coincide con la restricción de/z a 
S (2„), se tiene entonces 

Pnih)=TfQniJnihf)) = 

= l ím h e(Xn , \f\gk) {(Jn (h/nm + TfAnJn (hf) = 
k 

= límh e (2„ , \f\gk){h) (2) 

k 

verificándose además, por el Lema C 

R(Pn)=RiPk) 
luego, por nuestra anterior observación, los subespacios {R (Pn)}, con las 
proyecciones asociadas {Pn} verifican 1), 2), 3), de la Proposición 1 y 
podemos construir, siguiendo la técnica de la condición suficiente de dicha 
Proposición, una base jST-monótona {xn} para la cual las proyecciones aso­
ciadas son {Pn}', por tanto {{x^, ..., x„}> = R {Pn) es un subretículo, en 
virtud de la fórmula (2) y por el Lema D. 

En adelante trabajamos en el espacio F^ (X, ojé, M, l/l^ gk) que 
hemos obtenido. 

Paso 2.— En este apartado veremos que la base ^-monótona {x«} 
puede reordenarse en la forma siguiente 

{z;,,; i El, jEJii), / , / ( O C I N } 

tal que 

iu (5 ' (z i , , )n5(z i , , ) ) = 0, ri^s (3) 

S(Zjj)CSiz^j) /x-cpd, "^¡^Jd), i El (4) 

Comenzamos con Xi que tomamos como ^1,1. 
Tomamos ahora X2. Si se tiene 5 (^2 ) C S (Xj ) jit-cpd, entonces toma­

mos X2 como elemento Z2,1. Si 

M ( 5 ( x 2 ) - 5 ( X i ) ) > 0 

veamos que se verifica /u («S* (Xj ) H 5 (^2)) = 0. 
En efecto, como Xi,X2 E R (P2), debe ser Jx^X2 E R {P2), luego 

Ahora, por b) del Lema A, si p =/= 1, es 

file:///f/gk
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Pi (Jx,X^y=Jx,Pi iX2)=0 

y si p = l, se tiene, por ser Jx^ =Ji (Ji es la proyección banda sobre 

R (Pi)^^, /GIN) 

Pi iJlX2)=iP[Jl)iJlX2)^P[ iJlX2) = Pl (^2)=0 

de donde, en cualquier caso, â  = O, y JxiX2 =<22X2. Si ÚÍ2 # 0 se tiene 
i 

S {X2) = S (a2X2) = S {Jx^X2)C S (xi) ju-cpd 

en contra de nuestra hipótesis, luego debe ser â  = O de donde 

^iiS{x,)nS{X2))=0, 

y en este caso tomamos ^2 como el elemento ẑ ^ 2 • 

Supongamos que hemos reordenado {x/ }f= 1, en la forma 

verificando las condiciones (3), (4). 
Sea ahora Xjç + i G R {Pk + i) = {{x^ , .,.,Xk + i}). Supongamos en primer 

lugar que 

M (Sixk^i)^ U S(Xi))>0 

y veamos que debe ser \i{S{Xk^\)C\ 5'(Xf))= O, z= 1, ..., k. 
En efecto, por hipótesis de inducción se tiene que 

U S{Xi)^ U Siz^j) 
i=i / = 1 

r 

y esta segunda unión es disjunta M-cpd. Llamemos z al elemento 2 z^j, 

entonces z E R (Pk + i) Y será Jz (Xk + i) G i? (Pk + i), luego 

k + i 

Jz (Xk + i)= 2 úf/X/ (5) 

Sea ahora / G {1, ..., k}. Como i? (P/) C R {P^.)^ i<k, y además es claro 
que Jz~ Jk , se tiene, aphcando el Lema C si p ̂  1 

V z (X/c + l ) = ^/./ / {JzXk^i)=Pí (JiJzXfç + i)= Pi iJiXk+i)=Pi (Xk + i)= O 
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y si p = 1, es 

Pi (JzXk+ 1 ) = PfJi (JzXjc+i ) = Pi (JiXk+ 1 ) — PiJi^k+i ~ Pi (^k+l ) — 0 

de donde, aplicando en (5) la igualdad anterior desde / = 1 hasta k, se ob­
tiene a/ = 0, /= 1,...,/:,. luego 

Jz {Xk + i) = ak + iXk + i 

De nuevo, si a^ + i ^ 0 
r 

S (Xk + i) = Siak + iXk^i) = S(JzXk^i) ^ S iz)= U 5'(zi,0 /x-cpd 

1 = 1 

contra nuestra hipótesis, luego ha de ser ak + ^ = 0 , y así 

lxiSiXk^,)nS(zij)) = 0, i=l,...,r 
y tomamos x^ + j como Zif. + i' 

Por otra parte, si fuese 

i = l 

veamos que existe un / E {1, ..., r} tal que S (xjç + i) C S (^i,/), que por 
tanto deberá ser único. 

Por la construcción del paso 1 y los comentarios de la Nota 1, se tiene 
que i? (Pjç) es un subretículo de A^ con funciones E/t-medibles donde 2^ 
es una a-álgebra en un conjunto Ŝ* (Pjç) con k átomos. Análogamente, 
R (Pk + i) ^s un subretículo cuyos elementos son funciones S^ + i-medibles, 
donde S/̂  + i tiene k + l átomos y contiene a S^, luego S^ + i se obtie­
ne a partir de S^, tomando un átomo de ésta y partiéndolo en dos. Veamos 
en primer lugar que cada átomo de 2;^ está contenido en un solo conjunto 
^ ( ^ 1 , / ) . 

En efecto, sea A un átomo en E/t, y tomamos f^R (Pjc) tal que 
S (f) = A (Nota 1); sea ahora /E{1, . . . , /*}, entonces ZiiER(Pjc) luego 
JfZ^j^R (Pj,), pero 

SiJfZ,j)=S(z^jXs(f)) = SiztjXA)=A nS(z,j) 

luego A O S (zij) EX]ç, y como yl es un átomo en S/c debe ser 

^x{A nS(Zij)) = 0, ó A=A r)S(zij) M-cpd 

de donde se sigue nuestra afirmación. 
Sean ahora Ai, ..., Ajç los átomos de S^ y supongamos, sin pérdida 

de generalidad que sea Ak el que partimos en dos, sean A^ Y Al, para 
obtener ^k + i- Entonces, como X/̂  + j es 2A: + i-medible, debe ser 
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k + l 

Xk+l = 2 ÜÍXAÍ + biXA'k + b2XA'¿ 
/ = 1 

y por otro lado, de (2) 
i 

0 = Pfc (Xfe+i) = lím/„ £ (2fe, |/|P g„)(Xfc+i) 
n 

luego aplicando la primera parte del Lema B es 

y por definición de esperanza condicional, dado / G { 1, ...,/:— l) es 

0= í e (Xj,, \ff gn)ixk^n\ff gn dli= [ x^^, l / r gn dfx = 

= í atXAi \ff gn dyL=ai f \ff gn dfi 
^Ai JAÍ 

para cada 2̂ E N, luego tomando HQ E¥¡ tal que ¡JL {Af O S {gn^)) > O, 

se deduce que <̂- = O, / = 1, ..., k - \, luego 5 (x̂ ^ + i ) C Ajc, que como 
hemos visto antes está contenido en un solo conjunto S (^i,/), luego 
S (Xk + i) ^ S (^i,;)j y 61̂  ^ste caso tomamos el elemento Xjç + i como 

Continuamos el proceso de inducción y la base de reordena en la forma 
anunciada. Para ordenar el conjunto de índices {(/, Oí i ^ I, j ^J (/)} 
usamos el orden de aparición en el anterior proceso, y lo denotamos por ^. 
A los conjuntos / , / (O, O" ^ I), se les supone el orden inducido por IN. 

Paso 3.— Haremos notar brevemente que, dado ¿o ^ I? entonces el con­
junto {Zf i ; / E / (/o)} es una base iíT-monótona del subespacio seccional 

En efecto, dada f&T^¡S (zi,/^ ), debe ser 

oo oo 

/ = r â^x„ = 2 a(ij')Zj'^i (6) 

Componiendo en la anterior expresión con Jz^ . , se comprueba, a partir de 

las propiedades (3) y (4), y teniendo en cuenta que /̂ ^ . (f) = / , que en 

la serie de (6) son nulos todos los coeficientes que no afecten a funciones 
del conjunto íz/,/^ ; i EJ (ÍQ)}, y se deduce que éste es una base de 

r^/S (zi,/o ). La ^-monotonía se obtiene con facilidad a partir de la Pro­
posición 2. 
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Paso 4.— En este último apartado demostraremos que el subespacio 

({^i,/}/^/) esiT-complementado enr^ . 
'En efecto, dada / G T ^ , 

y definimos 

P: r ^ - > <{zi,,},) 

/ -^ 2 ¿%(/,/) Zi,/ 

Observemos en primer lugar que (por la nota 2, y (3)), se tiene que X es 
la unión disjunta de los conjuntos {S (Zj^i)\ i El} , luego 

(7) / = 2 Jz, i if) 

y además, por el apartado 3), se tiene 

Jz, .(f)= 2 a^(/,/) Zjj 

siendo {ẑ ^ i}jŒj(i) una base J^-monótona para cada / G I, Se tiene enton­
ces, usando lap-aditividad de las seminormas, la Proposición 2, y (7) 

\p(fm = 2 %( / , 1) Zlj 
k i e i 

- WfUP m < 2 II/,, . (f)h = 2 /,, . (f) 
I e / ' II / ̂ / ' 

de donde se deduce que P es una iT-proyección. 

Para finalizar, como ({Zijji^j) es un subespacio generado por fun­
ciones mutuamente disjuntas, aplicamos el Teorema A, y se tiene, si llama­
mos 74̂- al conjunto S{Zif), iEI^ que existen Xfj^ EIR, talque 

i / r gjc XAÍ =hk \ff & + 1 XAÍ M-cpd, ViEI, kejN 

y como S(f) = X ju-cpd, es 

gk XAÍ = h,k gk^i XAÍ M-cpd, V / E / , kGTN 

con lo que obtenemos el resultado. 
c.q.d. 
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Se deduce del anterior resultado que si el conjunto / es finito entonces 
A^ es normable, luego supondremos, por comodidad, que A^ no es norma-
ble y que / = Â . 

Dado un espacio escalonado de Kothe A^ (X, od, lJi,gk), una matriz 
0^n,k)n,k^m 5 y una sucesión de conjuntos G^^-medibles, mutuamente dis­
juntos, de medida no nula, sea {A^Jn , tal que X = U {An ; n G IN}, verifi­
cando la condición del Teorema anterior, entonces (\n,k) se llamará matriz 
asociada a A^ respecto de la familia [An]. Un espacio A^ se dirá que posee 
una matriz asociada si posee una matriz asociada (Kn,k) respecto de alguna 
sucesión de conjuntos {An}. 

Para nuestro próximo resultado necesitaremos hacer uso del siguiente 
hecho sobre las sumas de tipo £P (rf. [2]). 

Lema F.— Sea A^ (X, od, ¡JL, gjç) un espacio escalonado de Kothe, 
1 < p < oo y {An}n una succsión de conjuntos mutuamente disjuntos, con 
An ^ od, IX {An) > O, para cada n G IN, y tal que X = U {An ; n G IN}. 
Entonces existe un isomorfismo T: A^-^ (I!„ A^ M„ )j2̂  talque 

\\T{h)\\^ = \\hU, V^GIN, /2GA^ (8) 

Teorema 2.— Sea A^ (X, od^ix^gk), 1 ̂ p <^, un espacio escalonado 
de Kothe separable, con matriz asociada (kn,k) respecto de una familia de 
conjuntos {^„}„. Entonces A^ posee uñábase jST-monótona. 

Demostración.— ApHcando el Lema E, obtenemos que existe un iso­
morfismo T entre A^ y el espacio (2„ AP/An)í¿P. Como T conserva las 
seminormas (8), lleva bases ^-monótonas en bases Á'-monótonas. Así, basta 
probar que (S„ AP ¡An )£P tiene una base iT-monótona. Para ello, por la Pro­
posición 3, es suficiente que exista base ^-monótona en AP ¡An, para cada 
n G IN. Pero esto último es inmediato porque, de la definición de matriz 
asociada se deduce que hPjAn es un espacio normable —y separable por 
hipótesis—, cuya topología viene dada por una sucesión de normas que son 
múltiplos unas de otras, con lo que es fácil probar que posee una base 
J^-monótona (ver [5]), para cada n G fsf. 

c.q.d. 

Como consecuencia inmediata de los Teoremas 1 y 2, se obtiene la ca­
racterización que buscamos. 

Teorema 3.— Sea A^ (X, © ,̂ fx, gk), p =7̂  2, un espacio escalonado de 
Kothe separable. Entonces, A^ tiene una base AT-monótona si y sólo si posee 
una matriz asociada. 
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