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Abstract

The main result in this paper is the following: Let AP (X, A, 1, gg) be a separable echelon
Kothe space with 1 < p < o, p % 2. Then, AP has a K-monotone basis if an only if there is a
family of mutually disjoint, ef-measurable subsets {4,- },- ep I C N, with u (4 >0,i€1], and
there are Nk € R, ;€I k€ NN, such that

81%A4; = M,k 8k+1 X4 p pepd, i€1, kEN.

Si (F, T) es un espacio de Fréchet con base {Xplnemw, VY
{l.lx}xemn esuna familia de seminormas que definen la topologia T de F,
diremos que la base {x,}, es K-monoOtona respecto de la familia de semi-
normas {|l.llx}x, siparacada k, n €N, y cada familia {a;}}F}! CR, es

n

> a;x;
i=1

(D

El concepto de base K-mondtona ha sido manejado con anterioridad
por otros autores. Russo llama mondétonas a las bases de un espacio de
Fréchet que verifican (1), y demuestra que la condicién de monotonia es
equivalente a la de e-Shauder [11]. También Dubinsky ha trabajado en espa-
cios con bases mondtonas en el sentido de Russo [6]. (Es necesario sefialar
que Kamthan usa el término de base mondtona en un sentido distinto de (1);
esto nos ha inducido a no adoptar la terminologia d¢ Russo en nuestro tra-
bajo.) Bellenot es otro autor que ha obtenido resultados en espacios dé
Fréchet con bases K-moné6tonas, que €1 llama 1-bases [1].

El proposito de este trabajo es el de caracterizar los espacios escalona-
dos de Kéthe AP (X, o, U, gx), que poseen base K-mondtona respecto de
las seminormas p-aditivas.

1980 MSC. 46A35.
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1/p
If Ik = (fX FIP dn) e

En un articulo posterior, estudiaremos algunas propiedades topologicas
de los espacios escalonados de Kothe con base K-monotona, y proporciona-
remos importantes ejemplos de espacios escalonados de Kothe que son iso-
morfos a espacios escalonados de Kéthe con base K-mondtona.

En general, hemos usado las notaciones habituales de la teoria de espa-
cios localmente convexos, (ver Shaeffer [12]). Si S C E entonces (S) esel
subespacio vectorial generado por S y (S) el subespacio vectorial cerrado
generado por S. La restriccion de una aplicaciéon f: X = Y a un subconjun-
to A C X se denotard por f/A. Los espacios vectoriales en consideraciéon
se suponen siempre sobre el cuerpo de los niimeros reales IR.

1. PRELIMINARES

Trabajaremos con espacios medida (X, o4, M) localizables y con la pro-
piedad de los subconjuntos finitos (rf. [14]). £ (X) representa el conjunto
de las funciones reales.ef-medibles definidas en X. Identificando dos funcio-
nes que son iguales casi por todas partesrespecto a la medida u (iguales u-cpd)
se obtiene el conjunto cociente $2, (X). En general no haremos distincion

entre un elemento g de £ (X) vy su clase § en £24 (X); esta ambigiiedad
no influye enlas demostraciones ni en los resultados que se obtendran.
Dada f€ £ (X) se define el soporte de f como el conjunto

S()=1tex;, f@&)#0}

Dadas dos funciones medibles fy g, el cociente (f/g) (¢#) se supone definido
como 0 cuando ¢ ¢ S (g). La funcidn caracteristica de un conjunto 4 C X
se denotard por X4 .

Dado un espacio medida (X, o¥, &), sea {gklxem una sucesion en
Q (X), tal que 0<gx (¢) <gk+1 (¢), Mcpd, paracada kEN, y

X= U S #-cpd
KEWN

Para cada p €IR, p = 1, se define el espacio escalonado de Kothe de orden
p como

AP =AP (X, o4, 1, 8x) =

1/p
={feno X nfuk=(fX lfl”gkd#) < oo, VkélN}

Escribiremos A para p = 1. AP se supone dotado siempre de la topolo-
gia T inducida por la familia de seminormas {||.llx}x, v del orden defini-
doporf<g sii f(t)<g (t) p-cpd; (AP, T) esun reticulo de Fréchet
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orden completo, y las seminormas Il.llx son seminormas de reticulo
p-aditivas (ver [9]).

Si 4 es la medida definida en la 0-dlgebra de las partes de IN tal que
u ({n})=1, para cada n € IN, obtenemos un espacio escalonado de sucesio-
nes que denotaremos N2 & N (ak).

Dado un espacio escalonado de Kothe AP (X, o4, 4, gx) y un conjunto
A € 4, se llama subespacio seccional de AP por A4 al conjunto

APJA={fEAP; S(f)C A}

Se comprueba con facilidad que AP /A esun subreticulo de A?, y la aplica-
ciéon identidad es un isomorfismo (es mds, un orden isomorfismo) entre
AP [A vy el espacio escalonado de Kothe I'? (4, of, K, gx/A).

Definicion.— Sea (F, T) un espacio de Fréchet cuya topologia viene
dada por una familia de seminormas {ll.llx}x, y supongamos que F posee
una base (por base entendemos base de Shauder) {x,},; entonces {xn}
se dice K-monétona respecto de {ll.llx} si, paracada Kk €EIN, n €N, y
cada familia {g;}/2! CR es

ntl

z a;xX;
i=1

n
2z a;x;
i=1

<
k

Si no hay lugar a confusién no haremos referencia al sistema de seminormas
respecto del que {x,} es K-mondtona —si F es un espacio escalonado de
Koéthe AP, la K-monotonia de una base se entiende respecto del sistema de
seminormas asociado a los escalones g, —.

Veamos unos resultados generales sobre bases K-mondtonas.

Proposicién 1.— Sea F un espacio de Fréchet y {]l.|lx} una sucesion
de seminormas que definen su topologia. F posee una base K-mondtona res-
pecto de {|l.llx} sii existe una sucesiéon {G,},emn de subespacios de F,
tal que

1) dim G,=n, G, CG,s;, ¥neEN.

2) U G, esdensoenfF.

n=1

3) ¥n €N, existe una proyeccién P,: F— G, tal que
1P )k < llxll, VxEF, kEN
Demostracion.— Esquematicamente, supongamos que F posee una base

K-monétona {x,},; consideramos G, =({xy, ..., x,}), n €N, y para cada
x €F, como
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x= X a;x;,
i=1
definimos

n

Py (x)= 2 awx;, VnE€EN

i=1

Es fécil comprobar que se verifican entonces 1), 2) y 3).

Reciprocamente, dados {G,} y {P,}, verificando 1), 2)y 3), toma-
mos x; € Gy, x; # 0, y para cada n = 1, tomamos x, € G, N Ker P, _,),
x, # 0. De la condiciéon 3) (y de Jarchow [7], pdg. 298) se deduce que
{x,} esunabase K-mono6tona de F.

c.q.d.

El siguiente resultado es facil de comprobar (la demostracién es andloga
al Teorema 3.1 de Kamthan [8]). :

Proposicién 2.— Sea F un espacio de Fréchet y {ll.llx}x una sucesion
de seminormas que define su topologia, y {x,} una base de F. Entonces

{x,} es K-monétonasii,paracada kEIN y x €EF x= 2 a;x; se tiene
i=1

n

2 a;x;
i=1

< lxllg, YneEN
k

Definiciéon.— Sea {(F,, T,)}, una sucesion de espacios de Fréchet y
sea {ll.llg, n}x una sucesién de seminormas crecientes que definen la topolo-
gia T,, para cada n € IN. Se define la suma de tipo 27 de la familia
{(Fn ] Tn )}n como

(ZFn) ={(fn)€ O Fpy Z fpllf n <ee, ’V‘kEIN}
n eP n=1 1 _

n=s

(Z F,,)Qp es un subespacio vectorial de II F,,. Lo consideramos dotado de
n n

la topologia inducida por la familia de seminormas

el 1/p
Il(fn)l|k=( 21 Ilfnllﬂ,n) ; k€N

n=

Un argumento estdndar prueba que (E F,,)Qp con dicha topologia es un
espacio de Fréchet (rf. [2]). "
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Mids adelante enunciaremos un resultado sobre la relacidn entre los es-
pacios escalonados de Kothe y la suma de tipo & . Ahora, probaremos un
resultado de estabilidad de las bases K-mondtonas con respecto a la suma de
tipo %, que necesitaremos con posterioridad.

Proposicion 3.— Sea {Fp}, una sucesiéon de espacios de Fréchet y
{II.llx, n} & una sucesion de seminormas que definen la topologia de Fp, para
cada n €IN. Si F, posee una base K-mondtona (con respecto a {|l.|lx, ntx),

para cada n € IN, entonces (E F,,’)Q‘ posee base K-mondtona (con respec-
n

14
toa {[I()I&}).

Demostracion.-- Indicado, sea {h, ,}» una base K-monétona en Fy,

y sea H; , el elemento en (E F")SZ que es igual a /; , en la coordenada
n

14

rsima e igual a cero en las restantes, con i, » € IN. Ahora definimos una
biyeccion & IN x IN - IN en forma ‘““diagonal”, es decir

EA, D=1, &1,2)=2, £, D=3, §(,3)=4,

y sea {Hg @ ,)}ear)=, lasucesiondoble {H;,}; ,ew ordenada mediante
£;veamosque {Hg ,)} esunabasede (2 F, o
n

En efecto, sea x € F: = (Z F,,)Qp, y sea x" = (X1, ..., Xn, 0,0, ...).
n
Sean k€EIN y € >0. Existe ng €EIN talque,si n=>ny es

1/p
llx —x" i =( z IIlelﬁ,j) <€/3

j>n
Por hipétesis x, = X « (i, n) h; , paracada n €IN. Escogemos n; €IN
i=1
tal que,si £ =n,, se tiene

Tl k| <AMYP(ER), W=,
i>t k

Sea s =méix (ny,n,), to =s(2s—1)=§&(2s -1, 1). Entonces, para
cada t=>1¢,, existen n=>2s — 1 y sG)EN (=1, ..,n) talque

£(G,0)<t, VI<j<n 1<i<s(@§), vy s@G=s, j=1,..,n
y se tiene, si ¢t =t
t

X— T a()H,q;
£G,7) =1 §60

<
k
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no s()
x"o _Z > a(i,j)H,-,,-

j=1 i=1

Slx —x"0f, +

+
k

n s()
z 2z o, j)Hy,;

j=no+1 i=1

+

El primer sumando es menor que €/3; ademds

no s(j)
x"o — E E a(l’j)Hl’]

j=1 i=1

s(1) s(ng)
(x1>---’xn0503'")'—(‘21 O((i, l)hi,l:-"a 'El Ol(l, nO)hi,nozoy ---)
i= i=

n

<(nz°

i=1

k

s ()

p.1/p
Xj— Z (i, ) h;; <
i=1 k

Z o, ) h;

p\1/p
) <
i>s() k

ngy 1/p
<(Z (eBPUmny)) =¢3
7=1

donde la ultima desigualdad es cierta porser s (j) = s =ny, j=1, ..., ng-
Por ultimo, por la K-monotonia de las bases {4; ,};, se tiene

b > Ol(l',].)Hi,]'

j=ng+1 i=1

L Beaon]

)
=1(0,-:0, .., T @Gy .0, )| =
i=1 k
\_/V\__/

j=ng+1,..,n

( n s () p)l/p ( n )l/p
jemesr |12 (1) hy,j . Jo llx; 11§
° 1/p
< ( Z o x; H/’c’) =|x — x| <¢/3
j=ng+1

De donde se deduce que
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X= o2 ANy p
en la topologia de F. La unidad de la anterior expresién se prueba haciendo
uso de la continuidad de la proyeccion candnica de F sobre F,, r €IN. Asi,
{H¢ ¢ j} esunabase de F.
La K-monotonia de la base se comprueba con facilidad haciendo uso de
la Proposicion 2.
c.q.d.

2. LEMAS NECESARIOS

En un reticulo vectorial F, el ortogonal en orden de un conjunto
DCF es

pt={xeF; IxInlyl=0, ¥yeED}

Si F' es orden completo, por el Teorema de Descomposicién de Riesz se tiene
que D“‘: = (DJ’)J' es la banda engendrada por D y que existe una proyec-

cion J, de F sobre pit (ver [15]). Si D= {x} abreviaremos escribiendo xH
y J,. En este caso se cumple

J, )= sup y'Anlx|— sup ¥y Anlx|
n€IN n€IN

Si F es un espacio escalonado de Kothe A? | se tiene

Dado un conjunto X y una o-dlgebra en X, of C&P (X), diremos que
B es una sub-c-dlgebra de o4 en Y si es una o-dlgebra en el conjunto
YEL(X) y BC cd. Diremosque = C (X) esun O-anillo si la diferencia
de dos elementos de Z y la unién numerable de elementos de Z estd en .
Dado un o-anillo £ Ced, y unelemento 4 € Z, la restriccién de Z a A4
es la sub-o-dlgebra de of en 4

Z/A={4ANS;, S€=}
Sea AP (X, od, M, gx) un espacio escalonado de Kothe. Un operador

lineal P: AP — AP se dice que es una proyeccion si es continuo y P2 =P,
Se dird que es una K-proyeccion si es una proyeccion y ademds

flP(f)lpgkdu<f 11?7 g du, YfEA, KEN
x X

Representaremos con R (P) el rango de P. Un subespacio M de A? se dice
K-complementado si el rango de alguna K-proyeccion.
Haremos uso del siguiente lema demostrado en [10].
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Lema A.— Sea AP un espacio escalonado de Kéthe, p # 2, y sea P una
K-proyeccion en AP, Si fER (P) se tiene

a) PJg (f)z']g (f), YgER (D).

b)Si p>1, P,=J,P. S p=1 Pl=J Pl

Si A? esun espacio escalonado de Kothey P: AP - AP yna K-proyec-
¢ién, definimos el conjunto

ZP)={A€et; JEERP), ¥y Fg€F tqS(g)=A4}

Entonces Z (P) esun 0-anillo (si no hay lugar a error escribiremos Z 6 ).

En lo que sigue, dado el espacio medida (X, of, u) y si 8 es una
sub-0-dlgebra de of en X, representaremos con € (B, &) (.) el operador espe-
ranza condicional respecto a la medida i y la 0-dlgebra B. Como es sabido,
por el Teorema de Radon-Nikodym, si f € L' (X, o, M), entonces
€ (B, m) (f) esla tinica funcién f-medible tal que

[ rau= [ e@wran,  vaes
A ‘A

El siguiente resultado, que usamos mds adelante, estd demostrado en
[2] (ver también [4]). Z,representa Zo/S (f).

Lema B.-- Sea AP (X, o4, 1, gx), P # 2, un espacio escalonado de
Kothe y P una K-proyeccion definida en A?. Dadas f, h € A?, con fER (P)
y S (h) CS (), entonces

Xs @) € (Zr, IF17 86) (M) =Xs @) € (Zr, 1P 8x+1) (W), VEEIN
y se tiene

P (h) =f11’l£n Xs @) € (Zr, 1P gx) (BIF)

Seguidamente enunciamos unos resultados sin demostraciéon; los mis-
mos constituyen una generalizacién de ciertos Teoremas de Dor y Odell [5].
Una demostracién detalla puede encontrarse en [2]; también en [5] se
encuentran los resultados necesarios para dicha demostracion.

Lema C.— Sea AP (X, o4, M, &), P # 2, un espacio escalonado de
Kothe y P una K-proyeccion en AP, Sea J la proyeccién banda sobre

R (P)J“L. Entonces PJ es la tinica K-proyeccioén que verifica

a) R (P))=R (P).
b) PJ(R (PyY)= {0}
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Ademids, si p# 1, P=PJ. Para p=1, Q esuna K-proyeccién con el
mismo rango que P siy sélosi Q=PJ + A, donde A es un operador lineal
de A en A, verificando PA=A, AJ=0 y IlA Wlx < hllx, ¥ h €A,
y kE€N.

Lema D.— Sea (X, o4, k) un espacio medida o-finito, A? (X, o4, K, gx)
un espacio escalonado de Kothe con escalones g integrables y P una K-pro-
yeccion de la forma

P (h)=1im Xs @) € (2, gx) ()

siendo Xg @k) € (2, 8k+1) (W) =Xs@r) € (Z,8c) (h), YEKEIN, h €EAP,

y 2 es una sub-0-dlgebra de of en un conjunto B € o4, tal que S(g) CB
para cada g €R (P). Entonces R (P) es un subreticulo de AP,

Lema E.— Sea {P,}, 1 una sucesiéon de K-proyecciones en un espacio
AP (X, oA, 1, gx) separable, p # 2, tales que

PiP; = Pmin ¢, j)

Existe entonces una funcion f € AP, una sucesion {Z,} de sub-0-dlgebra
de 4 en conjuntos S (Z,), n €N, tal que

$ C2C..C2,C...Ced

y una sucesion de operadores lineales A;: AP = AP verificando P;A; = A;,
Adr @y =0, v ll4; MWl < lhllx, paracada k €N, h € AP, tales que

Py () =fHm Xs @) € (Z;, If1P gx) (M/f) + A; ()

paracada i =1, h € AP (siendo A;=0 si p ¥# 1, paracada i €EIN).
Por tltimo, dos comentarios que nos serdn de utilidad.
Nota 1.— Si M es un subreticulo de A?, entonces el conjunto
Bu=1{A€ecd; 32 EM y 3g€E 1qS(g) =4}
es una sub-o-dlgebra de o4 en algin conjunto B, (rf. [10]). Si M es finito
dimensional, entonces f; es puramente atémica, y tiene m dtomos, donde

m=dim (M) («f. [2],y [13]).
No6tese también que si M es el rango de alguna K-proyeccioén de la forma

P()= Hi{n Xs @) € (Zs, If1Pg1) ()

entonces Zy coincide con Sy .
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Nota 2.— Hemos demostrado en [3] que dado A? (X, o4, M, &%) y dado
BE od, u(B)>0, existe A € ed, ACB, con X4 EAP, u(4)>0.

3. RESULTADO PRINCIPAL

En este apartado enunciamos y demostramos la caracterizaciéon de los
espacios escalonados de Kothe con base K-mondtona (p # 2). En primer
lugar probaremos la condicidon necesaria de dicha caracterizaciéon. Usaremos
de forma decisiva nuestro siguiente resultado ([3]).

Teorema A.— Sea AP (X, o4, M, gx) un espacio escalonado de Kothe
y sea S C AP un subespacio cerrado generado por una sucesion de funciones
{fu} de soportes disjuntos dos a dos. Entonces, S es K-complementado si y
s6lo si los escalones g; son proporcionales dos a dos sobre cada conjunto
S (fn), u-cpd.

Necesitaremos desde ahora el concepto de K-isomorfismo.

Dos espacios escalonados de Kothe AP (X, o4, M, gx) v T'P (Y, B,
v, hy) se dice que son K-isomorfos si y s6lo si existe una biyeccidén lineal
G: AP ->TP, tal que

e mar= [ f1pgean,  ¥rer, ke
Y X

Es claro que un K-isomorfismo es un isomorfismo topolégico.
En adelante, I.f representard Xg ) f, €  (X).

Teorema 1.— Sea AP (X, od, i, gx), P # 2, un espacio escalonado de
Ko6the que posee una base K-monétona {y,},. Existe entonces una familia
{4;Yier, I C NN, de conjuntos ef-medibles, disjuntos dos a dos, de medida
positiva no nula, con

X=U Ai:
i€
yexiste A\;» €IR, i €1, Kk €N, tal que
XA;8k= Nik X 4;8 k41 p-cpd, Vi€l, kEN

Demostracion. —

Paso 1.— En primer lugar, veamos que puede suponerse que el subespa-
cio generado por los n primeros vectores de la base es un subreticulo, para
cada n € N.

Supongamos primeramente 1 <p <oo, p #2, y sea x € AP; entonces
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oo

x= Z apy;,

i=1

y consideramos

n
On (X)= 2 awi, VneEN, x €AP
i=1

AP es separable y {Q,} estd en las hipdtesis del Lema E (usando la Propo-
sicién 1), luego existe una funcién f € AP, y para cada k € IN, existe una
sub-g-dlgebra de od, sea 2, en un conjunto S (Yx), talque Z; C X, C ..,
y tal que

On (h)=fh;cmlk € (Zn, IF17 gx) (W], h&AP, n€N

Observemos que, por el apartado 2 de la Proposiciéon 1 y por la Nota 2, debe
ser S (f) =X u-cpd. Podemos definir por tanto Tr: A? >T'? (X, o, u,
If1? gx) aplicando 7 € AP en h/f €T'?. Entonces Ty es un K-isomorfismo,
y si consideramos las K-proyecciones P, = 770, Tz': I'P > TP se tiene,
aplicando el Lema C

Py, (§)=11;lek€(2n, If1P &) (), VEET?, n€N (1)

Sea ahora x, = Ty (y,), n € IN. Por ser Tr un K-isomorfismo, {x,}, es
una base K-mondtona en I'?, y la sucesion de proyecciones asociada a la
misma es {P,} (es decir, R (P,) ={{xy, ...,x,}). Se verifica por (1) y el
Lema D que {{xy, ..., x,}’ es un subreticulo. (Obsérvese que los elementos
de R (P,) son funciones Z,-medibles, por la definicidon de esperanza con-
dicional.)

Supongamos ahora que p =1 y demostraremos de nuevo que, salvo un
K-isomorfismo, podemos suponer que {{x;, ..., X,}) es un subreticulo.

En efecto, aplicando el Lema E, existen f € A, operadores lineales
An: A~ A que contraen las seminormas, n € IN, y una sucesién de sub-

o-dlgebras, Z; C Z, C ..., en conjuntos S (Z;) C S (Z;) C ..., verifi-
candose
On (h) =f11'km1k € (Zn, Iflge) (W) + An (R), VYhEA, n€N

De la misma forma que antes, debe ser S (f) =X u-cpd, y podemos defi-
finir Ty de forma andloga, Ty: A (X, ed, u,8) > T (X, ,u, If]8k).
Consideramos las K-proyecciones P, =T;Q, Tf”l , v se comprueba con faci-
lidad que los subespacios R (Pp) junto con las proyecciones Py verifican
las propiedades 1), 2), 3), de la Proposicion 1; ademds, para cada 2 € A es

Py (7) =lim [y €(Zn, Iflge) () + 17" An (hf)
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Sea ahora J,, la proyeccion banda asociada a R (P,’,)LL, y consideramos
las K-proyecciones en I', P, =P,J,, n €EIN. Entonces, como A,J, =0 y
Un (W)/f =J, (h) y como esta funcidon coincide con la restriccién de /1 a
S (Z,), setiene entonces

Pn () =T5Qn Un (hf)) =

=lim Iy €(Zn, If18x) (Un BIFNIN + T Andn (h) =

=lim I €(Zn, Iflge) (M) (2)

verificindose ademds, por el Lema C

R (Pn) =R (Pn)

luego, por nuestra anterior observacion, los subespacios {R (P»)}, con las
proyecciones asociadas {P,} verifican 1), 2), 3), de la Proposiciéon 1 y
podemos construir, siguiendo la técnica de la condiciéon suficiente de dicha
Proposicién, una base K-monétona {x,} para la cual las proyecciones aso-
ciadas son {P,}; por tanto ({x,, ..., x»}) =R (Pn) es un subreticulo, en
virtud de la férmula (2) y por el Lema D.

En adelante trabajamos en el espacio I'? (X, o4, u, |IfI” gx) que
hemos obtenido.

Paso 2.— En este apartado veremos que la base K-monétona {x,}
puede reordenarse en la forma siguiente

{z;,; I€I, j€J (@D, I,J () CIN}
tal que
#(S(Zl,r)ns(zl,s)):(), r¥*s (3)
S(zj,:) €S (z41,1) m-cpd, VieJ @), i€l 4
Comenzamos con x; que tomamos como Z, ;.
Tomamos ahora x,. Sise tiene S (x,) CS(x;) p-cpd, entonces toma-
mos x, como elemento z, ;. Si

B(S(x3) =S (x1))>0

veamos que se verifica u (S (x;) NS (x,))=0.
En efecto, como x;,x, € R (P,), debe ser Jx x, € R (P,), luego

Jx, X2 =a; Xy +ayx,

Ahora, por b) del Lema A, si p #1, es


file:///f/gk
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y si p =1, se tiene, por ser Jx, =J; (J; esla proyeccion banda sobre
R@EH)H ieNy

Py (J1x,)=(PyJ) (U1 x)=P) (J1x,)=P; (x,)=0

de donde, en cualquier caso, a; =0, y Jx X, =a,x,. Si a, #0 se tiene
$(6,)=8 @x)=S U, x,)C S (xy)  pecpd
en contra de nuestra hipétesis, luego debe ser @, =0 de donde
B(S(x)NS(x,))=0,

y en este caso tomamos X, como el elemento z,,, .
Supongamos que hemos reordenado {x; }¥-, , en la forma

r
{Zj(i),i; i=1,.,r, j®O=1,.,50, Z S(i)=k}
i=1

verificando las condiciones (3), (4).
Sea ahora Xg+1 €ER (Pr+1)={{X;, ..., Xg+1}). Supongamos en primer
lugar que

K
i (S 0ae) — U SE)>0

i=1

y veamos que debe ser u (S (xx+1)N S x;:))=0, i=1, ..., k.
En efecto, por hipotesis de induccién se tiene que
k r
U Sx)= U S(zq,1)
i=1 i=1

¥
y esta segunda union es disjunta u-cpd. Llamemos z al elemento 2z, ;,

i=1
entonces z € R (Px+1) vy serd J; (Xgk+1) € R (Px+1), luego

k+1
Jr (Xe+1)= ‘21 aiXi (5)

i=
Sea ahora i € {1, .., k}. Como R (P;) CR (P), i<k, y ademds es claro

que J, =Jg, se tiene, aplicando el LemaCsi p# 1

Pt (Xk+1)= Pl (UoXk41)=P; (Jio Xk 41)= Pi (Jixg+1)=Pi (xg+1)=0
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ysi p=1, es

Pi (Joxk+1) =P Uzx41)=Pi Uixis1)=PiJixrs1 =Pi (xk+1)=0

de donde, aplicando en (5) la igualdad anterior desde i = 1 hasta k, se ob-
tiene ¢; =0, i=1, ..., k, luego

Jz Xks1) = re1 X041
De nuevo, si ax4, 70

r
S(xk+1)=S(ak+1xk+1)=S(szk+1)CS(Z)ziL:J1 S(z1,1) m-cpd

contra nuestra hipotesis, luego ha de ser ax,, =0, y asi
RS (Xks1) NS (21,))=0, i=1,..,r

y tomamos Xg,; COMO Zj ,4q.
Por otra parte, si fuese

S(xk+1) - 'Ul S(Zl,i)a
i=

veamos que existe un j € {1, ..., r} tal que S (xx4+;) € S (z1,5), que por
tanto deberd ser (inico.

Por la construccion del paso 1 y los comentarios de la Nota 1, se tiene
que R (P;) es un subreticulo de AP con funciones -medibles donde Z;
es una g¢-dlgebra en un conjunto S (Py) con k 4dtomos. Andlogamente,
R (Px.,) esun subreticulo cuyos elementos son funciones Xy, ;-medibles,
donde X;,, tiene k + 1 4dtomosy contienea Xy, luego X, se obtie-
ne a partirde X, tomando un dtomo de ésta y partiéndolo en dos. Veamos
en primer lugar que cada 4tomo de X, estd contenido en un solo conjunto
S(z4,7).

En efecto, sea 4 un dtomo en X, y tomamos f € R (Py) tal que
S (f)=A (Nota 1); sea ahora i € {1, ...,r}, entonces z;,; ER (Px) luego
Jrzy,i €ER (Py), pero

SUrz1,)=8Sz1,iXs¢)) =S (21,iXa)=A NS (21,2
luego A NS (z4,;) €EZk, y como A esun dtomo en Xy debe ser
A NS(z1,0)=0, 6 A=ANS(z1,:) wcpd
de donde se sigue nuestra afirmacion.
Sean ahora A, ..., Ax los dtomos de Zx y supongamos, sin pérdida

. . ! n
de generalidad que sea Ay ¢l que partimos en dos, scan Ay y Ag, para
obtener Xy ,,. Entonces, como xx,, c¢s Zg, -medible, debe ser
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k+1
Xk+1 ='El aiXAl' +ble;c +b2XA%
i=

y por otro Iad(:, de (2)

0="P (ck+1)=1iml € Cr, If1P g0) (Kr+1)
n

luego aplicando la primera parte del Lema B es

I, € 2k, IfIP 8,) (Xk+1) =0, vYne€N

y por definicién de esperanza condicional, dado i €{1, ..,k — 1} es

0= @, 1P &) e IFP &0 di= [ xiws 1P g =
Aj Aj

=f G Xa; | [P & d/u=aif If1P & du
Ai Aj

para cada n € N, luego tomando no € N tal que u (4; NS (8x,)) >0,
se deduce que ¢ =0, i=1,..,k— 1, luego S (xx+1) C Az, que como
hemos visto antes estd contenido en un solo conjunto S (z4;), luego
S (% +1) € S (z4,7), y en este caso tomamos €l elemento xz4+; como
Zs Gy+1,j-

Continuamos el proceso de induccidén y la base de reordena en la forma
anunciada. Para ordenar el conjunto de indices {(j, 7); i €1, j €J (i)}
usamos el orden de aparicion en el anterior proceso, y lo denotamos por §.
A los conjuntos I, J (i), (i €I), se les supone el orden inducido por IN.

Paso 3.— Haremos notar brevemente que, dado iy €1, entonces el con-
junto {z;; o> 1€ J (ip)} es una base K-mondtona del subespacio seccional
FP/S (Zl,io )

En efecto, dada fET?/S (24,4, ), debe ser

f=Z ayxp= I a(i,)z,; (6)
n=1 £ G,i)=1

Componiendo en la anterior expresion con J, 1ig 2 S€ comprueba, a partir de
las propiedades (3) y (4), y teniendo en cuenta que J;, f (f)=Ff, queen

la serie de (6) son nulos todos los coeficientes que no afecten a funciones
del conjunto {z io; i €J (ip)}, vy se deduce que éste es una base de

I'?/S (z4,i,). La K-monotonia se obtiene con facilidad a partir de la Pro-
posiciéon 2.
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Paso 4.— En este ultimo apartado demostraremos que el subespacio

({zyi}ier? esK-complementado enI'? .
En efecto,dada fET? |

= > P A
f E(]',i)=l af(lv]) 7,1
y definimos

P T? > <{Zl,i}i>

[ = Z up 2y,
i€r

Observemos en primer lugar que (por la nota 2,y (3)), se tiene que X es
la unién disjunta de los conjuntos {S (z, ;); i €I}, luego

=% 5 () (7

ier
y ademads, por el apartado 3), se tiene

J = > Ae (i N Zi 1
zl',-(f) ie€T @ £G,7) 4

siendo {z ;}je s(»p una base K-monétona para cada i €1. Se tiene enton-
ces, usando la p-aditividad de las seminormas, la Proposicion 2,y (7)

14
|wowzﬂy2%@nzuu =3 llag oy 28 <
i€l k i€

<zim,gmm=Hz-@iv)
€7 ’ ier ’

i

P =re
k

de donde se deduce que P es una K-proyeccion.
Para finalizar, como ({z;;};e;? es un subespacio generado por fun-

ciones mutuamente disjuntas, aplicamos el Teorema A, y se tiene, si llama-
mos 4; al conjunto S (z4;), i €1, que existen A;  €IR, tal que
1P & Xa; =Nk 1f1P uy Xa;  H-cPd, Viel, kEN
ycomo S (f)=X u-cpd, es
8 Xa; =Nijk 8k+1 Xay u-cpd, Vi€l keEN

con lo que obtenemos el resultado.
c.q.d.
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Se deduce del anterior resultado que si el conjunto / es finito entonces
AP es normable, luego supondremos, por comodidad, que A? no es norma-
ble y que /=N.

Dado un espacio escalonado de Kothe AP (X, o, u, &), una matriz
(Am, x)dn, ke, Yy una sucesion de conjuntos ed-medibles, mutuamente dis-
juntos, de medida no nula, sea {A,},, talque X=U {4, ; n € N}, verifi-
cando la condicion del Teorema anterior, entonces (A, ) se llamard matriz
asociada a AP respecto de la familia {4,}. Un espacio AP se dird que posee
una matriz asociada si posee una matriz asociada (A, ) respecto de alguna
sucesion de conjuntos {A4,}.

Para nuestro préximo resultado necesitaremos hacer uso del siguiente
hecho sobre las sumas de tipo ¢ (rf. [2]).

Lema F.— Sea AP (X, eod, u, g¢) un espacio escalonado de Kothe,
1 <p<e y {4,}, unasucesion de conjuntos mutuamente disjuntos, con
A, € e, u(4,)> 0, paracada n €N, y talque X=U {4,; n €EINJ}.
Entonces existe un isomorfismo T: AP = (Z, AP [A4,)¢P tal que

N7 M) e =1Allk, VY KEN, h €A A (8)

Teorema 2.— Sea AP (X, o4, 1,8%), 1 <p <o°°, un espacio escalonado
de Kothe separable, con matriz asociada (A, x) respecto de una familia de
conjuntos {A,},. Entonces AP posee una base K-monétona.

Demostracion.— Aplicando el Lema E, obtenemos que existe un iso-
morfismo T entre AP y el espacio (Z, AP/A,)e?. Como T conserva las
seminormas (8), lleva bases K-mondtonas en bases K-mondtonas. Asi, basta
probar que (Z, A?/A,)qp tiene una base K-mondtona. Para ello, por la Pro-
posicion 3, es suficiente que exista base K-mondtona en AP/A,, para cada
n € IN. Pero esto ultimo es inmediato porque, de la definicion de matriz
asociada se deduce que AP/A4, es un espacio normable —y separable por
hipo6tesis—, cuya topologia viene dada por una sucesién de normas que son
multiplos unas de otras, con lo que es ficil probar que posee una base
K-monétona (ver [5]), para cada n € N.

c.q.d.

Como consecuencia inmediata de los Teoremas 1 y 2, se obtiene la ca-
racterizacion que buscamos.

Teorema 3.— Sea AP (X, 4, M, &), P #F 2, un espacio escalonado de
Kothe separable. Entonces, AP tiene una base K-mondtona si y sélo si posee
una matriz asociada.
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