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Abstract

Let X be a separable non quasi-reflexive Banach space. In this paper it is proved there is a closed
subspace Y of X such that ¥ and X/Y are not quasi-reflexive and X/Y has a Schauder basis. More-
over, if X* is séparable, Y can taken such than X/Y has a shrinking Schauder basis.

Resumen

Sea X un espacio de Banach separable que no es casirreflexivo. En este articulo se prucba tmc
existe un subespacio cerrado Y de X tal que Yy X/Y no son casirreflexivos y X/Y' tienc una base
de Schauder. Ademds, si X* es separable, se pucde tomar Y de manera que X/Y tcnga una basc de
Schauder contractiva.

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estin definidos sobre el
cuerpo KK de los nimeros reales o complejos. Si X es un espacio de Banach,
ponemos ‘Il para su norma; X* es el espacio de Banach conjugado de X,
X** y X*** son los conjugados de X* y X** respectivamente. Identi-
ficamos X y X*, en la forma usual, con subespacios de X** y X*** res
pectivamente.

Si B es la bola unidad cerrada de un espacio de Banach X, B* es la bola
unidad cerrada de X*. Ponemos

x,uw), xEX** y&X***
en vez de u (x). Si (x,) es una sucesion en X (en X*) escribimos [x,]
para su envoltura lineal cerrada. Andlogamente, si (x,,,) s una sucesion
doble, [xmn] essu envoltura lineal cerrada. Decimos que (x,) ((xmy)) estd
normalizada si

e l=1, n=1,2,., (lemal=1, mn=1,2,.)).

Si (x;) es una sucesion bdsica en un espacio de Banach X, es decir, si
(xn) es una base de Schauder en [x,], ponemos x¥, n =1, 2, ..., para las

* Subvencionado cn parte por CAICYT.
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funcionales de [x,]* asociadas a la base (x,). La sucesion bdsica es con-
tractiva si [x;¥] = [x,]*. La sucesion bdsica es acotadamente completa si
dada una sucesién (a,) en K tal que

n
sup {1 Z ajx;ll: n=1,2, ..} <eo
i=1

o

laserie X a;x; converge en X.
j=1

Si X es un espacio de Banach, la topologia débil-estrella sobre X* es la
topologia de la convergencia puntual sobre cada punto de X. Analogamente,
la topologia débil-estrella sobre X** (X***) es la topologia de la conver-
gencia puntual sobre cada punto de X* (X**). Decimos que un subespacio
E de X es casidenso si cada vector u de X estd en la clausura débil-estrella de
un acotado de E. Si P es una proyeccion en X, P* es la proyeccion en X*
conjugada de P.

Un espacio de Banach X es casirreflexivo si es de codimension finita en
X**_ En particular, cada espacio de Banach reflexivo es casirreflexivo. El
primer ejemplo de un espacio de Banach casirreflexivo y no reflexivo se debe
a R. C. James [4]. En [10] hemos obtenido un método para conseguir espa-
cios de Banach casirreflexivos.

El lema siguiente comprende, como casos particulares, algunos resulta-
dos clasicos sobre sucesiones (ver [1], [5]y [9]). En parte de la prueba se
utiliza un método debido a Mazur que permite construir sucesiones bdsicas.

Lema.— Sea (xmn) una sucesion doble normalizada en un espacio de
Banach X. Sea (un) una sucesion en X* tal que [un] es casidenso en X. Si

lim (.an,uj):O, m,i=],2,
n

existe una subsucesion (Ymnln=1 de (Xmnln=1, m=1, 2, ..., de mane-
ra que

Y11,V 12, V215 s Y s Vo2@m-1)s o5 Y(n-1)2 V1, -..

es una sucesion bdsica de X y el conjunto de las restricciones de los elemen-
tosde [u,)] a [ymn] coincide con [y,].

Demostracion.— Sea A la bola unidad cerrada de X*. Sea F la envoltura
lineal de (u,). Tomamos en F N A un subconjunto numerable denso

{Vl s V2, ey Vi }
Obviamente,
im xXmpu, vp =0, m,j=1,2,..
n
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Podemos B para el conjunto polar de F N A en X. Puesto que [uy] es casi-

denso en X*, es inmediato que B es un acotado de X. Tomamos ahora B

como bola unidad 'de X. Entonces, B* es la clausura débil-estrella de {v;,

V2, oy Vn, ...} en X*. Denotamos por Il la norma asociada a la bola B.
Ordenemos los subindices mn en la sucesion:

11,12,21, .., 1,200 — 1), ..., (n — )2, 1, .., (1)

es decir, el subindice pg esanterioral mn si p+qg<m+n obien p+q=
=m+ny p<m. Tomamos 0 < €,, <1 de manera que

oo

Z gy <o

m,n=ji

Ponémos y;; = x;;. Procedemos por recurrencia y suponemos que
para un cierto subindice pg hemos obtenido los vectores y,,, de manera
que mn coincide con pg o es anterior a él en la sucesion (1). Escribimos
Y,, para la envoltura lineal de dichos vectores. Sea rs el subindice siguiente
al pg en (1). La restricciébn de B* a Y,, coincide con la bola unidad ce-
rrada de Y}, vy, puesto que esta bola es compacta, existe un subconjunto
finito A,, en {vy,v,, .., v,, ..}, quecontienea {V;,V,,...,Vp44}, de
manera que si # es un elemento cualquiera de B¥*, existe unven qu, que
depende de u, tal que

1
sup {Kx,u = x EBNYp} < 1 € (2)

Sea ny el mayor de los enteros positivos m + n tales que x,, pertenece
a Yp,. Puesto que

lim {xp, =0, j=1,2,..,
n
existe un entero positivo n; > ngo tal que
1
(X, W < g €pg, NZny, WEAp 3)

Ponemos Xm, = Vrs. Veamos ahora una propiedad que tiene el vector yys.

Tomamos un vector z en Y,, con lzl=1. Hallamos un vector u en X*
tal que
lull=1, (z,uy=1

Determinamos un vector v en Ap,, que verifique (2). Entonces:

1
Kz, W12 Kz, )| - Kz, v —w)| =1 — 5 Em
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Tomamos un elemento cualquiera A de K. Si |A] =2, se tiene que
lz + Ay, 1= IN ly, = lizIl =1,
Si |Aj <2, resulta, teniendo en cuenta (3) para n=n; y W=, que

Iz + Ayl = Kz + Nyp, I = 1Kz, VY| — I - (s, Y| 2=

1

> —
1+€pq

=1 — €

pq

N | —

1
epq—2g €pg =1 —

Se obtiene de lo anterior para cada y de Y,,, cada Ade K:
IyI<(1 + €p9) Iy + Ayl 4)
Veamos ahora que

Vi1, V12, Y215 o Vins Y2a-1)s Y3 -2)> -+ Y(=2)25 Vnis - (3

es una sucesidon bdsica de X. Tomamos dos subindices cualesquiera pg y
mn en (1) de manera que pg sea anterior a mn. Sea hk el subindice in-
mediatamente anterior a mn. Tomamos

a11,012,421, ..., apq, vers Ahk , Amn

en K con los subindices colocados en el orden (1). Resulta, aplicando suce-
sivamente (4), que

layyy1n + aayie Faaya + .. tapypl<
SA +epg) o (W em) layyy +apyn Tanys +..+
+apqypq +. o tawym +amnymn"

y, por tanto, (5) es una sucesion bdsica en X tal que las proyecciones P
definidas en [y,,,] vy asociadas a la base (5) verifican:

lm 1P, l=1

r+s

A continuacién probaremos que el conjunto de las restricciones de los
elementos de [u,] a [ymn] estd contenido en [y, ], para lo cual basta ver
que dado un entero positivo p, la restriccion v, de Vp a [Ymn] estd en
[y#n]. Dado el subindice mn, ponemos m,n, para el subindice siguiente
al mn en (1). Se obtiene de (3) que

KYmyng > W < Emn s wEAmp.
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Se tiene que v, estien A,,, para m +n>p y,por tanto,

Y mim > V!l < € mns m+n>p,
de donde se deduce que

> Ky myng > Vo) Viimg 1< z Emn <
my+ng >p+1 my+ny >p+1

y, €n consecuencia, la serie

oo

z . Ymn, Vp)y;!;m

mn=

converge absolutamente a v;,, de aqui que este vector pertenezcaa [V, ].
Sea [ymn]l el subespacio de X* ortogonala [y,,]. Seay la aplica-
cion candnica de X* sobre X*/[v,,1-. Siu pertenece a X*, identifica-
mos en la forma ordinaria ¢ () con la restriccion de ua [y,,], es decir,
identificamos [Vynl* con X*/[ymn}t. Hemos visto antes que ¢ ([u,])
estd contenido en [y¥,]. Sea ¥ laaplicacion de [u,] en [y%,] que coin-
cide con ¢ en cada punto de [u,]. Se tiene que ¥ es continua y vamos a ver
ahora que también es casi-abierta [2, pdg. 296]. Tomamos un vector y*
en [y¥,], ly*l=1. Dadoun € >0, hallamos un entero positivo g tal que

€

€
€ S < Z Cn < —
W< sars Wel<ite <

man>q+1
1
fly* —Pﬁ,y*ll< 3 €.

Si ty es la restriccion de Pfyy* a Yy, determinamos un wen Ay,
tal que

sup {1, w —t)l: x EBNY 5} < gy

Si w, es la restriccion de w en [y;,] e I eslaaplicacion idéntica en este
espacio, se tiene que

Iwy —y*I1<lw, — PEy*l+ IPEy* — y*I<
1

< IPfwy + (% = Pl wy —PEpy*l+ S €<
1

Por otra parte,
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1P, wy —y*)lI=sup {I(x, P Wy —y*NI:Xx EBN [yma]} =
=sup {[(Pygx,wy —¥y®:xEBN [y, ]} =
=sup {{Pyx,w —tD: X EBN [y, ]} =

= IPyg I sup {I[(I1PgIFt Pyyx, w —1)]: Xx EB N [V 1} <

SA+e)sup{z,w—t)]:z€EBNY I <(1+e)ey < —3—
I — Py wil=sup {I<x, 0% = PEY Wi x EN [ypp 1} =

=sup {|{x, z q<ymn,w>yraf>'3xeBn[ymn]}<

m+n>1+
€
< z [ Ymn, W< z €mn < T
m+n>1+q m+n>1+q 3

Por tanto,

3

A € € €
lw, —y*¥l< — 4+ — + — =¢
3 3 3

de donde se deduce que Y es casi-abierta y, teniendo en cuenta el teorema
de la grifica cerrada, ¥ es un homomorfismo topolégico de [u,] sobre
hnl yasi ¥ (lun])=[v#al, (ver [3, pdgs:296,297 y 298)).

Q.E.D.

Nota 1.— Si en el lema anterior, Xm, =X,, m,n=1, 2, ..., resulta que
(5) es una subsucesion de (x,). En consecuencia, se tiene: a) Sea (x,,) una
sucesion normalizada en un espacio de Banach X. Sea (uy) una sucesion en
X* tal que [uy,] es casidenso en X. Si

lim {x,, um ) =0, m=1,2, ..,
n

existe una subsucesion bdsica (v,) de (x,) de manera que el conjunto de
las restricciones de los elementos de [u,] a [v,] coincide con [y;¥].

Nota 2.— El resultado b) se encuentra en [4], utilizando sucesiones
en vez de sucesiones dobles: b) Sea Y un espacio de Banach separable. Sea
(Xmn) una sucesion doble normalizada en Y tal que (Xyupn)n=1 converge al
origen para la topologia débil-estrella, m =1, 2, ... Entonces existe una sub-
sucesion (Ympln=1 de (Xmp)i=1, m=1,2, ..., tal que

Y1 ) yl2; Ya1, oy .Vlns y2(n—1)> erey y(’l—l)'z 5 ynla cer (6)
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es una sucesion bdsica débil-estrella de Y*. Si ademds Y* es separable, (6)
puede tomarse acotadamente completa. El resultado b) es un caso particular
de nuestro lema tomando Y* =X vy eligiendo una sucesion (u#,) en Y**
tal que [u,] =Y. Si Y* esseparable, se puede renormar Y en la forma rea-
lizada por Kadec [6] y Klee [7] (ver [8, pdgs. 12-13]) y obtener (6) acotada-
mente completo (ver [5y [8, pdgs. 13]).

El siguiente resultado que se encuentra en [2] lo necesitaremos después:
¢) Si X es un espacio de Banach que no es casirreflexivo, existe un subespacio
cerrado separable Y de X tal que Y y X/Y no son casirreflexivos.

Teorema 1.— Si X es un espacio de Banach separable que no es casirre-
flexivo, existe un subespacio cerrado Y de X que tiene las siguientes propie-
dades:

1. Y no es casirreflexivo.
2. X/Y no es casirreflexivo y tiene una base de Schauder.

Demostracion.— De acuerdo con el resultado ¢), hallamos un subespacio
cerrado T de X tal que Ty X/T no son casirreflexivos. Denotamos X/T
por Z y escribimos Zl para el subespacio de Z*** ortogonal a Z. Iden-
tificamos, en la forma usual, ZL con el conjugado del espacio de Banach
Z**[7. Este ultimo espacio es de dimension infinita y, en consecuencia, po-
demos hallar dos sucesiones (z,) vy (u,) en Z*¥*/Z y Zl, respectivamen-
te, de manera que

lu, =1, (z,,um)=0, n#m, (Z,,u,)=1, mn=1,2, ..
Si ¢ es la aplicacion candnica de Z** sobre Z**/Z, hallamos x, en Z**
talque ¢ (x,)=z,, n=1,2, ..
Sea
{ylay'Za "'9yn’ "~}
un subconjunto denso de Z. La esfera unidad de Z* es densa en la bola uni-
dad de Z*** para la topologia débil-estrella y, por tanto, podemos hallar,

para cada entero positivo m, una sucesion (4,,,) en Z* tal que

"umn"’:l, lfm(xjyumn>=(xj,um>:0, ];l:ma
n
11;1m<xjaujn>:<xfsuj>=1) 11;1m<yjaumn>=<yj’um>zoa m7j=152a o

Entonces (Um,)n=1 converge al origen en Z* para la topologia débil-estre-
lla y, aplicando el resultado b), obtenemos una subsucesion (Vi )n=; de
WUmnIn=1, m=1,2, ..., tal que

Vi1, V125 V215 - Yinos V2(n—1)a ceey V(n—1)2 > Vnts oo (7)
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es una subsucesion bdsica débil-estrella de Z*. Sea Sla envoltura lineal dé-
bil-estrella cerrada de la sucesidon (7) en Z*. Si st es el subespacio de Z
ortogonal a S, se tiene que Z/SL tiene una base de Schauder y suponiendo
que S tiene la norma inducida por Z¥*, Ses el espacio de Banach conjugado
de Z/Sl. Veamos ahora que S no es casirreflexivo. En efecto, (vp,,),=1 €s
una sucesion acotada de Sy, por tanto, tiene un punto de adherencia w,,
en Z*** para la topologia débil-estrella. Obviamente, w,, coincide con
Up enZen {Xy,X,, .., Xp, ...}, m=1,2,... Tomemos los elementos de K:

a,as, ..., a,
y supongamos que existe un « en S tal que
utaw; tayw, +...+taw,=0

Entonces
0=y, utaywy taywy, + . taw)={,, w+a (yp,u+

tay yp,wt . ta, vy, ul)=p,w, r=1,2,..,
y, en consecuencia, ¥ =0. Resulta de aqui que

0=Axp, a1wy tagwy, + .. +aw)=a; xp,uy) tay xp,up)t..+
+a,(xp,u,)=ap, p=1,2,..r.
Por tanto, S es de codimension r en la envoltura lineal de
SU {wy,wy, ..., w1

de donde se deduce que S es de codimension infinita en S** y, consecuen-
temente, Z/SL no es casirreflexivo.
Sea Y la aplicacion canénica de X sobre X/T =Z. Ponemos

Y=yt (sh.

Puesto que Y contiene a T, Y no es casirreflexivo. Por otra parte, X/Y es
isomorfo a (X/T)/SJ- = Z/Sl, que no es casirreflexivo y tiene una base de

Schauder.
Q.E.D.

Corolario 1.1.— Un espacio de Banach X, separable y de dimension infi-
nita, es casirreflexivo si, y sélo si, cada cociente separado de X con base
Schauder es casirreflexivo.
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Teorema 2.— Si X es un espacio de Banach que no es casirreflexivo y
X* es separable, existe un subespacio cerrado Y de X que cumple las siguien-
tes condiciones:

1. Y no es casirreflexivo.
2. X/Y no es casirreflexivo y tiene una base de Schauder contractiva.

Demostraciéon.— Es andloga a la prueba del teorema 1, tomando la suce-
sion bdsica (7) acotadamente completa. Entonces X/Y tiene una base de
Schauder contractiva.

Q.E.D.

El corolario siguiente es consecuencia inmediata del teorema anterior.

Corolario 1.2.— Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Si
X* esseparable, X es casirreflexivo si, y sélo si, cada cociente separado de X
con base de Schauder contractiva es casirreflexivo.
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