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Abstract 

Let X be a separable non quasi-reflexive Banach space. In this paper it is proved there is a closed 

subspace Y of X such that Y and X/Y are not quasi-reflexive and X/Y has a Schauder basis. More­

over, if X* is separable, Y can taken such than X/Y has a shrinking Schauder basis. 

Resumen 

Sea X un espacio de Banach separable que no es casirreflexivo. En este artículo se prueba que 

existe un subespacio cerrado Y áQ X tal que Y y X/Y no son casirreflexivos y X/Y' tiene una base 

de Schauder. Además, si X* es separable, se puede tomar Y de manera que X/Y tenga una base de 

Schauder contractiva. 

Los espacios vectoriales que utilizamos aquí están definidos sobre el 
cuerpo K de los números reales o complejos. Si X es un espacio de Banach, 
ponemos II '11 para su norma; X* es el espacio de Banach conjugado de X, 
X** y X*** son los conjugados de X* y X**, respectivamente. Identi­
ficamos X y X*, en la forma usual, con subespacios de X** y X***, res­
pectivamente. 

Si B es la bola unidad cerrada de un espacio de Banach X, B* es la bola 
unidad cerrada de X^. Ponemos 

{x,u), x G X * ^ wEZ*** 

en vez de u (x). Si (x„) es una sucesión en X (en X*) escribimos [x„] 
para su envoltura lineal cerrada. Análogamente, si {x^n) ^s una sucesión 
doble, [xmn] es su envoltura lineal cerrada. Decimos que (x^) {(Xmn)) ^stá 
normalizada si 

llx„II = 1, n = \,2,..., ( Wxmn II = 1, m, n = 1, 2, ...). 

Si (Xn) es una sucesión básica en un espacio de Banach X, es decir, si 
(Xn) es una base de Schauder en [x„], ponemos x^, n =1 ,2 , ..., para las 

* Subvencionado en parte por CAICYT. 
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funcionales de [x„]* asociadas a la base (x„). La sucesión básica es con­
tractiva si [x*] = [-^«l*. La sucesión básica es acotadamente completa si 
dada una sucesión (a„ ) en K tal que 

n 
sup {II 2 afXjW: n = 1,2, . . . }< ' 

/ = i 

la serie 2 a/X/ converge en X. 
7 = 1 

Si X es un espacio de Banach, la topología débil-estrella sobre X* es la 
topología de la convergencia puntual sobre cada punto de X, Análogamente, 
la topología* débil-estrella sobre X** (X***) es la topología de la conver­
gencia puntual sobre cada punto de X* (X**). Decimos que un subespacio 
E de X es casidenso si cada vector u de X está en la clausura débil-estrella de 
un acotado de E. Si P es una proyección en X, P* es la proyección en X* 
conjugada de P. 

Un espacio de Banach X es casirreflexivo si es de codimensión finita en 
X**, En particular, cada espacio de Banach reflexivo es casirreflexivo. El 
primer ejemplo de un espacio de Banach casirreflexivo y no reflexivo se debe 
a R. C. James [4]. En [10] hemos obtenido un método para conseguir espa­
cios de Banach casirreflexivos. 

El lema siguiente comprende, como casos particulares, algunos resulta­
dos clásicos sobre sucesiones (ver [1], [5] y [9]). En parte de la prueba se 
utiliza un método debido a Mazur que permite construir sucesiones básicas. 

Lema.— Sea (Xmn) una sucesión doble normalizada en un espacio de 
Banach X. Sea (Un) una sucesión en X* tal que [un] es casidenso en X, Si 

lím {xmn, Uj) = 0, m, 7 = 1, 2, ... 
n 

existe una subsucesión (ymn)n=i de (Xmn)n^i, m = 1, 2, ..., de mane­
ra que 

yii,yí2,y2í, •••,ym,y2in-i), •••,y(n-i)2,yni, ••• 

es una sucesión básica de X y el conjunto de las restricciones de los elemen­
tos de [un ] a [ymn ] coincide con [y^^ ] • 

Demostración.— Sea A la bola unidad cerrada de X*. Sea Fia envoltura 
lineal de (t/„). Tomamos en F n A un subconjunto numerable denso 

Obviamente, 
lím {Xmn, vp = O, m,7 = l , 2 , ... 
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Podemos B para el conjunto polar de F C\ A en X Puesto que [t/„] es casi-
denso en X"̂ , es inmediato que B es un acotado de X. Tomamos ahora B 
como bola unidad tie X. Entonces, B* es la clausura débil-estrella de {vi, 
V2, ..., Vn, ...} en X'^. Denotamos por II'Il la norma asociada a la bola B. 

Ordenemos los subindices mn en la sucesión: 

11,12, 21, ..., \n, 2(n - 1), ..., (n - 1)2, ni, ..., (D 

es decir, el subíndice pq es anterior al mn si p + q<m+n o bien p + q = 
= m + n y p <m. Tomamos 0 < Smn ^ 1 de manera que 

2 emn< ^ 
m,n = \ 

Ponemos J n = x^. Procedemos por recurrencia y suponemos que 
para un cierto subíndice pq hemos obtenido los vectores y^n de manera 
que mn coincide con pq o es anterior a él en la sucesión (1). Escribimos 
Ypg para la envoltura lineal de dichos vectores. Sea rs el subíndice siguiente 
al pq en (1). La restricción de 5 * a F^^ coincide con la bola unidad ce­
rrada de Y*¿j y, puesto que esta bola es compacta, existe un subconjunto 
finito Ap^ en {Vi, V2, ..., v„, . . .} , que contiene a {^1,^2,-.^^+^}, de 
manera que si u es un elemento cualquiera de B*, existe un v en Apq, que 
depende de u, tal que 

sup {\{x,u-v)\ : xEBn Ypq}< - Sp^ (2) 

Sea no el mayor de los enteros positivos m + n tales que Xmn pertenece 
a Ypq. Puesto que 

lím{Xm,Vj) = 0, 7 = 1,2, ..., 
n 

existe un entero positivo ni>nQ talque 

\(Xrn.^>\< ~ ^pq, n>ni, w^Apg (3) 

Ponemos x^ ^J^r^- Veamos ahora una propiedad que tiene el vector yrs-

Tomam 
tal que 
Tomamos un vector z en 7p^ con llzll = 1. Hallamos un vector u en X* 

\\u\\=l, <z, u)=l 

Determinamos un vector v en Ap^^ que verifique (2). Entonces: 

| < Z , V ) | > | < Z , Z i > | ^ | < Z , V - - t / > | > l - -pq 
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Tomamos un elemento cualquiera X de K. Si iX| > 2, se tiene que 

llz + X7„ll>|X| WyJ- \\z\\>\. 

Si |X¡<2, resulta, teniendo en cuenta (3) para n='ni y w = v, que 

Hz + \yj>\(z + X;;^, v)\ > \(z, v}\ - |X| • \{y,„ v}\ > 

> i 1 - i ^ ^ 

Se obtiene de lo anterior para cada y de Ypq, cada X de K: 

I b i K d + £p^) lb + X7..ll (4) 

Veamos ahora que 

3^11, 3^12, 7 2 1 , ..-, 7 l « , yiiyi-D^yzin-l)^ •••5 >'(«-2)25 J^«l? ••• (5) 

es una sucesión básica de X Tomamos dos subíndices cualesquiera pq y 
m^ en (1) de manera que pq sea anterior a mn. Sea /zA: el subíndice in­
mediatamente anterior a m^. Tomamos 

en K con los subíndices colocados en el orden (1). Resulta, aplicando suce­
sivamente (4), que 

Il< l̂l3^11 + ^ 1 2 ^ 1 2 +^21>^21 + ... +u?p^Jp¿?l < 

< ( 1 + C/?^) ... (1 + '^hk) llaiiJ^ii +^12^12 +UÍ21/21 + ... + 

+ ^íí^J^pí? + ... + ^ /̂z^ /̂z t̂ + í^m/íJ^mwl' 

y, por tanto, (5) es una sucesión básica en X tal que las proyecciones Py^ 
definidas en [y^„] y asociadas a la base (5) verifican: 

lím IIP,JI=1 

A continuación probaremos que el conjunto de las restricciones de los 
elementos de \Un\ a \ymn\ está contenido en \ymn\, para lo cual basta ver 
que dado un entero positivo p, la restricción Vp de Vp a \ymn\ ^stá en 
\ymn\' Dado el subíndice mn, ponemos Wi/^i para el subíndice siguiente 
al mn en (1). Se obtiene de (3) que 
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Se tiene que Vp está en Amn P^ra m + n>p y, por tanto, 

\(ymint,Vp)\< ernn. rn +n>p, 

de donde se deduce que 

y, en consecuencia, la serie 
2 {ymn,'^p)ymn 

m,n-i 

converge absolutamente a v^, de aquí que este vector pertenezca a [ymn]-
Sea [y^nn ] cl subespacio de X'^ ortogonal a [ymn ] • Sea ^ la aplica­

ción canónica de X* sobre X'^Hymn]- Si w pertenece a X*, identifica­
mos en la forma ordinaria «/? {ü) con la restricción de t/ a [ĵ m î̂l? es decir, 
identificamos [ymnV con X'̂ /Iĵ mwl • Hemos visto antes que ^ {[un]) 
está contenido en [y^/j]. Sea y¡J la aplicación de [t/„] en [y^m] que coin­
cide con (̂  en cada punto de [un]. Se tiene que \¡/ es continua y vamos a ver 
ahora que también es casi-abierta [2, pág. 296]. Tomamos un vector y"^ 
en bm« ] ? Il̂ l̂l = 1. Dado un e > O, hallamos un entero positivo q tal que 

£ 
3 (1 + e) m+n>q + i 3 

Si í¿̂  es la restricción de Pfqy* a F^^, determinamos un w en Ai^ 
tal que 

sup {\{x,w - tq)\: X EB HYtg} < ^tq^ 

Si Wj es la restricción de w en [ymn] c / es la aplicación idéntica en este 
espacio, se tiene que 

llwi ~-yn< llwi -Pf^3;*ll4- llPf^j* - j^ll < 

< llPf̂  (wi ~ y*)\\ + ll(/^ - Pfq) Wi II + " B 

Por otra parte, 
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llPf^(Wi -7^)l í=sup{Kx,Pf^(Wi -y*))\:x^Bn[y^^]] = 

= sup {\{PiqX,w -tg)\:xeB n [ymn]} = 

= WPlq II SUp {||< IIPi^ I h PiqX, W-tcj)\:xeBn [ j ^ J } < 

< ( 1 + E : ) s u p { | < z , w - i ^ ) l : z E 5 n 7 i ^ } < ( l + e)e,^ < - j 

11(7* » Pf, ) wi II = sup { Kx, (/^ - Pf̂  ) wi ) I : X G n [j;^„ ]} = 

= SUp {|<x, 2 (ymn,w}y^)\:xeB n [y^^]} < 
m+n >l+q 

e 
< 2 l < 3 ^ m « , w ) | < 2 ^mn< — 

m+n>l + q m + n>i+q 3 

Por tanto, 

llwi - y*ll < — + — + — = £ , 
3 3 3 ' 

de donde se deduce que \¡J es casi-abierta y, teniendo en cuenta el teorema 
de la gráfica cerrada, ^ es un homomorfismo topológico de [w«] sobre 
[y^n] y así ^P([un]) = [y^n], (ver [3, págs.296, 297 y 298]). 

Q.E.D. 

Nota 1.— Si en el lema anterior, Xmn -Xn, rn,n = \,2, ..., resulta que 
(5) es una subsucesión de (Xn). En consecuencia, se tiene: a) Sea (x„) una 
sucesión normalizada en un espacio de Banach X. Sea {Un ) una sucesión en 
X* tal que [w„ ] es casidenso en X. Si 

lim <x„, Wm > = 0, m = 1, 2, ..., 
n 

existe una subsucesión básica (y^ ) de (x^ ) de manera que el conjunto de 
las restricciones de los elementos de [t/„ ] ûf [7^ ] coincide con [y*]. 

Nota 2.— El resultado b) se encuentra en [4], utilizando sucesiones 
en vez de sucesiones dobles: b) Sea Y un espacio de Banach separable. Sea 
i^mn) ^^^ sucesión doble normalizada en Y tal que (x^„)^=i converge al 
origen para la topología débil-estrella, m = 1, 2, ... Entonces existe una sub­
sucesión (ymn)n=l ^^ i^mn)^^l> ^ = 1,2,..., tal que 

yn,yi2,y2i, --.yin^yiin-i), "-.yin-Di^ym, ••• (6) 
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es una sucesión básica débil-estrella de Y*. Si además Y* es separable, (6) 
puede tomarse acotadamente completa. El resultado b) es un caso particular 
de nuestro lema tomando Y* = X y eligiendo una sucesión (u^ ) en Y'^^ 
tal que [w„ ] = Y. Si Y* es separable, se puede renormar Y en la forma rea­
lizada por Kadec [6] y Klee [7] (ver [8, págs. 12-13]) y obtener (6) acotada­
mente completo (ver [5 y [8, págs. 13]). 

El siguiente resultado que se encuentra en [2] lo necesitaremos después: 
c) Si X es un espacio de Banach que no es casirreflexivo, existe un subespacio 
cerrado separable Y de X tal que Y y X/Y no son casirreflexivos. 

Teorema 1.— Si X es un espacio de Banach separable que no es casirre-
flexivo, existe un subespacio cerrado Y de X que tiene las siguientes propie­
dades: 

1. Y no es casirreflexivo. 
2. X/Y no es casirreflexivo y tiene una base de Schauder, 

Demostración.— De acuerdo con el resultado c), hallamos un subespacio 
cerrado T de Z tal que T y X/T no son casirreflexivos. Denotamos X/T 
por Z y escribimos para el subespacio de Z*** ortogonal a Z. Iden­
tificamos, en la forma usual, Z^ con el conjugado del espacio de Banach 
Z'^*¡Z. Este último espacio es de dimensión infinita y, en consecuencia, po­
demos hallar dos sucesiones (z„ ) y (w„ ) en Z**¡Z y Z-̂ , respectivamen­
te, de manera que 

11^^11=1, <^«,í̂ m> = 0, n-^m, (Zn,Un)=l, m , « = l , 2 , ... 

Si ^p es la aplicación canónica de Z*"^ sobre Z^'^/Z, hallamos x^ en Z** 
talque ^ (x„) = z„, n= 1,2,... 

Sea 

un subconjunto denso de Z. La esfera unidad de Z* es densa en la bola uni­
dad de Z*** pava la topología débil-estrella y, por tanto, podemos bailar, 
para cada entero positivo m, una sucesión (Umn) ^n Z* tal que 

l lw^„ll=l , \ím{Xj,Umn) = <^j,Um) = 0, j^m, 
n 

l ím (Xj, Ujn) = <Xy, Uf) = 1, l ím (yj, Umn) = O'/, ^m ) = O, m, / = 1, 2 , ... 
n n 

Entonces (Umn)n = i converge al origen en Z'^ para la topología débil-estre­
lla y, aplicando el resultado b), obtenemos una subsucesión {Vmn)n=i ^^ 
{Umn)n^\. m = 1, 2, ..., tal que 

(7) 
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es una subsucesión básica débil-estrella de Z"^. Sea S la envoltura lineal dé­
bil-estrella cerrada de la sucesión (7) en Z*. Si S^ es el subespacio de Z 
ortogonal a S^ se tiene que Z¡S^ tiene una base de Schauder y suponiendo 
que S tiene la norma inducida por Z*, S es el espacio de Banach conjugado 
de Z¡SK Veamos ahora que 5no es casirreflexivo. En efecto, iymrdn^i ^^ 
una sucesión acotada de iS* y, por tanto, tiene un punto de adherencia w^ 
en Z*"^* para la topología débil-estrella. Obviamente, w^ coincide con 
u^ enZen {Xi, X2, ..., x^, . . .} , m = 1,2,... Tomemos los elementos de K: 

ú f i , a 2 , . . . , a^ 

y supongamos que existe un w en 5' tal que 

w + úfjWi + a2^2 + ... +a^w^ = 0 

Entonces 

0 = <>̂ p, í̂  +aiWi +a2W2 + ... + ûf̂ ŵ ) = <ĵ p, t/) + ai <7p, ¿/i) + 

y, en consecuencia, w = 0. Resulta de aquí que 

0 = <Xp,ú?iWi +a2W2 + ... +úf^w^) = ai <Xp,í/i) + a2 <Xp, ¿/p> + ... 4-

4 -a^ap , ŵ ) = ap, P = l , 2 , ...,r. 

Por tanto, S es de codimensión r en la envoltura lineal de 

de donde se deduce que S es de codimensión inflnita en S** y, consecuen­
temente, Z¡S^ no es casirreflexivo. 

Sea \í/ la aplicación canónica de X sobre XIT = Z. Ponemos 

Y: = r' (Sh 

Puesto que Y contiene a T, F no es casirreflexivo. Por otra parte, X/Y es 
isomorfo a que no es casirreflexivo y tiene una base de 
Schauder. 

Q.E.D. 

Corolario 1.1.— Un espacio de Banach X, separable y de dimensión infi­
nita, es casirreflexivo si, y sólo si, cada cociente separado de X con base 
Schauder es casirreflexivo. 



BASES Y CASIRREFLEXIVIDAD EN ESPACIOS DE BANACH 53 

Teorema 2. — Si X es un espacio de Banach que no es casirreflexivo y 
X* es separable, existe un subespacio cerrado Y de X que cumple las siguien-
tes condiciones: 

1. Y no es casirreflexivo. 
2. XIY no es casirreflexivo y tiene una base de Schauder contractiva. 

Demostración.— Es análoga a la prueba del teorema 1, tomando la suce­
sión básica (7) acotadamente completa. Entonces X/Y tiene una base de 
Schauder contractiva. 

Q.E.D. 

El corolario siguiente es consecuencia inmediata del teorema anterior. 

Corolario 1.2.— Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Si 
X^ es separable, X es casirreflexivo si, y sólo si, cada cociente separado de X 
con base de Schauder contractiva es casirreflexivo. 
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