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Abstract 

Firstly the intrinsic equations of the relativistic dynamics of the material point is developed. 
Tlie paper presents a unified theory of the relativistic waves of matter and the radiation in a réfringent 
medium and the new Lorcntz transformations of frequence and wavelength are calculated as well as 
the Lorcntz transformations of the partial differentials confirming the invariance of the new equation 
od waves, the physical consecuences are discussed. Fractal objetes in Mechanics and Probability 
Tlieory are introduced, as it is the new concept of a fractal function. Finally the paper analyzes the 
properties of random variables with uniform distribution in the triadic set of Cantor. 

1. LAS ECUACIONES INTRÍNSECAS DE LA DINÁMICA 
RELATIVISTA DE UN PUNTO MATERIAL. 
APLICACIONES AL ELECTROMAGNETISMO 

De la ecuación de la dinámica relativista del punto material: 

d_ / t_ 

dt V l - f ' / c ' "̂  - C/1-.^/.O =^ (1) 
donde m y V son la masa y la velocidad del punto material, c la velocidad de 

la luz en el vacío y F la fuerza, si T, N y B son los vectores unitarios de la 
tangente, la normal principal y la binormal de la trayectoria del punto, te­
niendo en cuenta que el primer miembro de (1) se escribe: 

^ _ -> m dv^ -> mu dT 

"~"^'' il-v'/c^r' Tt ^ V i - v'/c' dt ^^^ 

si p es el radio de curvatura de la trayectoria; por la segunda fórmula de Fre-
net es: 

_>. -.> 
ds dT dT V -^ 

j ^ = _ . = y = - iV (3 ) 
dt dt ds p 
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se Sigue que: 

m du mv^ 
/I 2 / 2 x 3 / 2 ^. -Ptl ^ /1 2 T T ""^^ ^ 0~Fb (4) 

donde Ff, Fn y Ft son las proyecciones de la fuerza sobre T,N y B. Las (4) 
son las ecuaciones intrínsecas de la dinámica relativista del punto material 
libre. 

En el caso en que el movimiento del punto material es forzosamente 
sobre una curva, al segundo miembro de (4) hay que sumarle la reacción nor­
mal Â  de la curva sobre el punto, con lo que las ecuaciones intrínsecas se es­
criben: 

m dv 
— =Ft; 

(1 ^v^fc^Y^^ dt 

En el caso en que el punto material se mueve forzosamente sobre una 
superficie, al segundo miembro de (4) hay que sumarle la reacción normal Â  
de la superficie sobre el punto y proyectando sobre el triedro geodésico de la 
superficie en vez de sobre el triedro intrínseco de la curva, las ecuaciones 
intrínsecas son: 

(1 
m dv 

-v^lc^f'^ dt •" '' 

mv^ 
Pn y/\ - v^/c^ 

mv^ 
= F,-

= Fn+N (6) 

donde los subíndices g y n significan proyección sobre la normal geodésica y 
la normal a la superficie. 

Las tres ecuaciones intrínsecas (4), (5) y (6) difieren de las de la diná­
mica clásica por la aparición de los factores: 

para la aceleración tangencial la primera (7) y para la aceleración normal la 
segunda. Surgen de esta manera los ya conocidos conceptos de masa longitu­
dinal y masa transversal de la dinámica relativista. Ahora bien, teniendo en 
cuenta la definición relativista de masa, si seguimos llamando aceleración a 
la magnitud mecánica que multiphcada por la masa da la fuerza, se sigue que 
la aceleración normal relativista es igual a la clásica y la aceleración tangen­
cial relativista se obtiene multiphcando la clásica por: 
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l-v'lc^ 
(8) 

En el caso del movimiento» sobre una superficie, si las fuerzas aplicadas 

if) 
son nulas, se sigue el mismo resultado que para la dinámica clásica, es 

decir, que el punto sigue una geodésica con velocidad constante porque de 
las dos primeras (6) se sigue: 

dv 1 
— = 0 ; — = 0 =» P=P« (9) 
dt Pg 

y de la tercera: 
mv^ 

Px/nvT? 
= N (10) 

la reacción normal es directamente proporcional a la curvatura, pero mayor 
en valor absoluto que la correspondiente a la dinámica clásica. 

En el caso de una carga eléctrica que se mueve en un campo magnético 
uniforme, las ecuaciones del movimiento son las mismas que para la física 
clásica (ver bibliografía) con tal de sustituir el tiempo ordinario t por el pro­
pio r , por tanto la trayectoria es helicoidal o circular, ya que la ecuación del 
movimiento es: 

mr^'=-P'AB (11)(*) 

donde q es la carga eléctrica y J5 la inducción magnética constante; el acento 
significa derivación respecto a r . De (11) se sigue que la fueza es normal a la 
velocidad, luego: 

dv 
— = 0 =» i; = cte (12) 
dt 

Como no hay aceleración tangencial, tomando módulos en (11) de la 
segunda (5) se deduce: 

- - |1?A5| (13) 

en el caso en que el movimiento es heHcoidal y: 

mv^ q mvc 
/ ^, ^ = - vB => R= / ^, o (14) 

en el caso en que es circular. Las fórmulas anteriores se distinguen de las clá­
sicas en la aparición del factor constante: 

(*) T̂ es el vector de posición. 
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dt 1 
T- = - 7 r = T r r (15) 

es decir, el radio relativista es mayor que el clásico. 
La ecuación relativista tomando como variable independiente t en vez 

d e r d e ( l l ) y ( 1 5 ) e s : 

q ^ ^ dt -± m -^ 
- rAB= — mr= ^ - r (16) 
c dT V 1 ~ ^ /^ 

donde los puntos significan derivación respecto at. 
En el caso de un punto material obligado a moverse sobre una recta, la 

segunda (5) es: 

F „ + 7 V = 0 (17) 

que expresa que la presión que ejerce el punto sobre la recta (igual y 
opuesta a AO es igual a la componente normal de la fuerza aplicada. Una co­
rriente eléctrica rectilínea es la materialización de la trayectoria forzada so­
bre una recta de electrones, y la fuerza ejercida por un campo magnético 
cualquiera, es igual a la fuerza ejercida sobre los electrones en movimiento 
de la corriente por el dicho campo; se sigue que en la física clásica y en la 
relativista son iguales las fuerzas que se ejercen entre corrientes rectilíneas. 
Por tanto la definición de amperio es la misma en la física clásica que en la 
relativista. 

2. INVARIANTES RELATIVISTAS Y TRANSFORMACIONES 
DE LORENTZ PARA LAS ONDAS DE MATERIA Y DE 
RADIACIÓN EN UN MEDIO REFRINGENTE 

En el caso de un punto material de masa m, velocidad F, cantidad de 
movimiento p , energía E, hemos obtenido en memorias anteriores (véase bi­
bliografía) para la frecuencia v, la longitud de onda X, las velocidades de 
grupo VgY ÚQ fase Vf, las fórmulas: 

mc'^ 
£ = ==-- — mc^ =hp; 

y/\ - V^lc^ 
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p hc^ 

m + Ejc'^ \ (hv + mc'^) v=y,- _ , , . . , , , - . . , , . (18) 

en las que c es la velocidad de la luz en el vacío y h la constante de Planck. 
Al igual que existen figuras de difracción de partículas en movimiento si inci­
den sobre un cristal en reposo, existen también, si un cristal en movimiento 
choca con partículas en reposo. 

A una partícula en reposo respectera un observador no hay onda asocia­
da. Si O es un observador que se mueve con movimiento rectilíneo y unifor­
me de velocidad V respecto al observador Oj y en el mismo sentido y direc­
ción que la partícula, entre las medidas de O y O^ por las transformaciones 
de Lorentz para ondas relativistas de materia (ver bibliografía) existen las 
relaciones: 

V me /v, mc\ 1 
- + —^ = (-J- 4- - _ ) C h a - — Sha 
c h ^ c h ^ Xj 

1 1 /Pi me \ V 
- = — C h a - (— 4- - — ) S h a , T h a = — (19) 
X Xj V c /z / e 

y por tanto los dos invariantes relativistas que son consecuencia el uno del 
otro: 

Si en las fórmulas (18) y (20) hacemos: 

Vf = e, ó Xî  = c (21) 

se obtienen las: 

h hv ^ 
m = 0; E = hv\ p=- = —; Vf=V^=c (22) 

X c -̂  * 

que corresponden a las ondas de radiación en el vacío. 
Si en (18) hacemos: 

Vf=-; ó XP=- (23) 
n n 

se obtienen las: 

2ne ___ hv{n'^ — 1) 

E = hv\ W=E + me^ = r 



32 DARÍO MARAVALL CASESNOVES 

h hvfi mVçr 
p = 

y también las: 

"=^ = ̂  = 7 ^ ^ '̂ >̂ 

^Vf-Vg " Vg " y Vi "" ^ ' ,/^ "" ,̂ 2 _ 1 (25) 

en donde en la última (25) t es el tiempo medido por el observador y r por el 
fotón. Las (23), (24) y (25) corresponden a las ondas de radiación en un 
medio de índice de refracción n. Si en éstas hacemos n = 1 se obtienen las 
(21) y (22). 

Obsérvese que: 

Vf<Vg<c (26) 

En estas últimas fórmulas m es la masa del fotón que es nula en el va­
cío y no lo es fuera. W es la energía total del fotón y E la. energía cinética, 
p la cantidad de movimiento, Vg la velocidad del fotón y Vf la velocidad de 
la luz. 

Obsérvese que para una misma frecuencia W,p y m crecen con n, E per­
manece constante, mientras que V/yVg decrecen con n. 

Los invariantes relativistas (20) de las ondas de materia, para las ondas 
de radiación, se transforman en los: 

p^(n^ + lf 1 
4^2 - ^ ; ^(n'~ 1) (27) 

Las transformaciones de Lorentz (19) habida cuenta del valor de m, se 
transforman en las: 

- = — [{n¡ + l ) C h a - n ? + 1 ] - — Sha 
c 2c Al 

1 1 p, 
- = — C h a - - ^ (n? + l ) S h a (28) 
X Al 2c 

y dividiendo la segunda por la primera, habida cuenta de la (23) se obtiene la 
transformada de Lorentz del índice de refracción n, que es: 

2^1 Cha-(n¡ + l ) S h a 
n = —z ' V ' (29) 

{ni + 1) Ch a - «? + 1 - 2^1 Sh a 

También las (28) habida cuenta de la (23) se escriben: 

\{nl + l ) C h a - n ? + 1 ^^ 1 
1̂  = 1̂1 1̂  -77i ShaJ 
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1 i r ni + I 1 
7 = — C h a - — Sha 
X Xi L 2ni J 

2 

(30) 
2ni 

Obsérvese que mientras los invariantes (20) vienen expresados en forma 
de igualdad, los (27) no lo son así. 

Cuando la dirección de propagación de la onda no coincide con la del 
movimiento de O respecto a Oi , si llamamos 1/X, 1/X', 1/X" las proyecciones 
sobre la dirección del movimiento de O respecto a Oi , y sobre dos direccio­
nes perpendiculares a la anterior de la inversa de la longitud de onda, se con­
servan las (28) a las que hay que añadir: 

V = X i ; X» = X ; ; „=£y± + J^ + ^ (31) 

Las fórmulas anteriores dan el efecto Doppler para las ondas relativistas 
de materia y de radiación en un medio de índice de refracción n. 

Obsérvese que en este caso en vez de la (24), para la cantidad de movi­
miento se desdoblan en las tres vectoriales: 

h _ h _ h .^. hvn 
Px = T ' Py= ~ '^ Pz== T^ I \p\= — (32) 

Para un fotón en el vacío el tiempo no existe, no fluye, porque de (25) 
es (ir = O, lo que no sucede si está fuera del vacío. 

Las dos desigualdades de (21) y (23) son equivalentes, porque de (18) 
se sigue que: 

Vf = Xp=— (33) 
P 

No es Vf la que sigue la ley de composición de velocidades de Einstein, 
sino Vg, de modo que: 

V, — V 

se tiene por tanto que: 
^-° ,^VX,lc' '''' 

n^ — \ ' 
y -^ygi Vg Vgi y \ ^2 ^ ^ ^ (35) 

La Vf se transforma a partir de (29) de modo que: 

n \ - \ n \ - \ V 
V <V,, ^ Vf-^ Vf, - V -^—Y- ; « - «1 + - ^ - (36) 

Jéfl \ L C 

el coeficiente de arrastre de Fresnel es la mitad del dado en los textos. Las 
fórmulas anteriores son invertibles, efectuando el cambio de ^, X, ;?, a por 
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La teoría anterior es una teoría unitaria de las ondas relativistas de ma­
teria y de radiación en un medio de índice de refracción /? ; si por el contrario 
admitimos una teoría no unitaria, en la que la energía, cantidad de movi­
miento y masa m del fotón: E,p,m son: 

h hvn 
E=hp; p= 7 = ; m=0 (37) 

A c 

entonces las transformaciones de Lorentz para P y X son: 

1 1 / Shax 
p = Pi (Cha-n Sha) ; - = — ( Ch a - ) (38) 

A Al n 

y es 1̂  la que sigue la ley de composición de velocidades de Einstein. Vg = 

üT y/n — 1 

3. EL EFECTO COMPTON EN UN MEDIO DE 
INDICE DE REFRACCIÓN n 

Según la teoría unitaria desarrollada en el &2, si / y 0 son los ángulos 
que forman la dirección del electrón y del fotón después del choque con la 
dirección del fotón antes del choque, la conservación de la energía conduce 
a la ecuación: 

n^ 4- 1 n^ + ] 1 
hP ^ ^ — ^ =hp' ^^-—^ + - mV^ (40) 

2 2 2 

y la de la cantidad de movimiento a las: 

hpn hp'n hP n 
= COS0 + m F eos S; O = sen (¡> — m F sen S (41) 

c c c 

Eliminando S entre ambas se obtiene: 

^2 2 
^ 2 j , 2 = _ Z L (^2 +^.2 _ 2 ^ Ï ; ' C O S 0 ) (42)(*) 

y de (40) y (42) suponiendo z; = Ï '̂ en (42) ya que difieren muy poco entre 
sí, se sigue: 

, /î^ + l h^p'-n^ 
h(p-p') = r— (1 -COS0) (43) 

2 me 

(*) my V son la masa y la velocidad del electrón. 
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Av = p'-p = ~ — ^ ^ ^ ^ ^̂  sen^ 0/2 (44) 
mc^ (n^ + 1 ) 

y teniendo en cuenta que: 

c Av 
AX = - - — (45) 

se obtiene para la variación de la longitud de onda del fotón con el choque: 

^ (h 2hn h 
AX = 2 X o s e n 2 ^ ; Xo = 7 ^ — — = —zy- (46) 

2 {n^ + \)mc mVg 
siendo X la longitud relativista de Compton. 

Si aplicamos la teoría no unitaria, es decir, las fórmulas (27), entonces 
las (41) se conservan, así como la (42), mientras que la (40) se transforma 
en la: 

(47) 

(44) se 

hv = 

transforma en las: 

A Ï ; = -

hv' -¥ l-
. 2 

mc'^ 

mV^ 

sen^ (48) 

la (15) se conserva y la primera (46), mientras que la segunda (46) se trans­
forma en la: 

hn h 
Xo = = —¡7- (49) 

me mVj. 

4. LA ECUACIÓN DE ONDAS DE UNA PARTÍCULA 
RELATIVISTA EN AUSENCIA DE POTENCIAL 

La primera (20) que puede escribirse también: 

1 p'^ 2mv 

X̂  c^ h 

es la condición para que la exponencial: 

1 r°° 1 
0 ( x , O = — T — / e^'''^''^-^^^ik)dk; k= - (51) 

y^27r -̂ -c» X 
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sea solución de la ecuación de ondas: 

9^0 1 9^0 47rmi dcj) 

9x^ ~ c^ " 9 ^ ~ h Vî 

siendo v la solución positiva de (50), es decir: 

= 0 (52) 

'm^c^ ^ ^ mc^ 
v= / - 7 T ^ +k^c^ - —r- (53) 

Por tanto: 

0 ( x , O = - ^ í e27ri[í(V(m2c4/;z2)^;^^2_(^^2/;,))_;^] ^{k)dk (54) 
-y/27r "̂ -«̂  

^ (k) viene determinada por las condiciones iniciales. Siendo invertible la 
integral (54) para t = 0: 

<p{k) 
1 

V2^ 

y si llamamos: 

/ e^""'^ (¡>{x,Q)dx (55) 

^ (k, t) = e^'^íVím^C^/ft^) .fc^c^ - imchH)) ^ (^) ( 5 g ) 

es 

ct>ix,t)=^í e-^-"^^{k,t)dk (57) 
27r "'-«' 

integral que también es invertible, y por tanto: 

\<p(k)i^dk= \(¡)(x,0)\^ dx = 
- 0 0 w ' — 0 0 

= / 10(JC,OI''c?^=f lv?(^, Ol^c?^ (58) 
•^ — 00 "J — 00 

que muestran que si una de las anteriores funciones subintegrales está norma­
lizada, lo están las otras tres, y que si una de ellas es una función de frecuen­
cias de una variable aleatoria absolutamente continua, las otras tres lo son 
también. Por tanto existen soluciones de la ecuación de ondas (52) de la for­
ma (54)-(55), que son ondas de probabilidad. 

Como para la solución exponencial (51) se cumple que: 

—r- =2Tnv — (59) 
dt^ dt 
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Llevando este valor a (52) se obtiene: 

a^0 / 1 2m\ d^(¡> 3^0 1 a^0 

luego la solución exponencial (51), con la condición (53), de (52) es equiva­
lente a la de (60). 

Como para la solución exponencial se tiene que: 

9 3 
— =2mv; — =--2mk (61) 
dt dx 

la (52) que simbólicamente se puede escribir: 

/ I 9 2mmc \^ 9^ 47r^m^c^ 
{ + / ) - —T = - ^ (62) 
^c dt h ^ dx^ h 

en la que / es el operador unidad, es invariante para las transformaciones de 
Lorentz para las derivadas parciales que resultan de efectuar en (19) el cam­
bio (61), es decir, para las: 

1 9 2mmc / \ 9 2mmc \ 9 
+ / = ( 4- / ) C h a + Sha 

c 'dt h c dti h hxi 

9 9 / 1 9 2 nmcl \ 
C h a + ( + ) Sha (63) 

9x 9xi c dti h 

Para las ondas relativistas de radiacipn en un medio de índice de refrac­
ción n, hay que efectuar en (52), (62) y (63) el cambio de m por su valor 
(24). Las nuevas ecuaciones dependen de la frecuencia v. 

Obsérvese que ^p (k) = ^ (k, 0) es distinta de ^ {k, t), mientras que sus 
módulos son iguales debido a (56), lo que significa que la probabilidad de 
que el cociente de dividir la cantidad de movimiento p por la constante de 
Planck h esté comprendido entre k y k + dk no varía con el tiempo, mientras 
que los fenómenos de interferencia de probabilidades sí varían con el tiem­
po. Por el contrario, tanto (p{x,t) como su módulo, son distintos de 0 (x, 0) 
y de su módulo, por lo que la probabilidad de que la partícula esté entre 
X y X + dx, varía con el tiempo, así como las interferencias de las probabi­
lidades. 

5. LA BARRA TRIADICA DE CANTOR Y 
OTROS OBJETOS FRACTALES EN MECÁNICA 

Objetos fractales geométricos de longitud, área o volumen nulos, do­
tándoles de masa y de una conveniente distribución de la misma, se pueden 
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transformar en objetos mecánicos con la misma característica geométrica, y 
con masa y momentos de inercias finitos y no nulos. 

Vamos a exponer un ejemplo, que señala el método a seguir en otros 
muchísimos casos. El conjunto triádico de Cantor (CTC) como es sabido es 
el conjunto de todos los números reales comprendidos en el intervalo cerra­
do [O, 1], que escritos en el sistema de numeración de base 3, no tienen la 
cifra 1 en su desarrollo trienal, tiene la potencia del continuo, y admite una 
representación geométrica (polvo de Cantor) que es la siguiente: de un seg­
mento cerrado de longitud £, se excluye su tercio central abierto (exclui­
dos sus extremos); de los dos tercios laterales cerrados se excluyen sus ter­
cios centrales abiertos y así sucesivamente, de modo que en operaciones 
sucesivas de cada subsegmento cerrado que queda, se excluye su tercio cen­
tral abierto. 

A partir de este objeto fractal geométrico (polvo de Cantor) de longitud 
nula, formado por un conjunto discontinuo de puntos con la potencia del 
continuo, se puede formar un objeto mecánico fractal que proponemos lla­
mar barra triádica de Cantor, que denotamos por 5oo, que se obtiene de la 
siguiente manera: Sea 5o una barra homogénea de longitud £, masa m, den­
sidad Po, que incluye sus extremos, se extrae de ella su tercio central (exclui­
dos sus extremos), y se reparte la masa total m de BQ uniformemente entre 
las dos partes de la nueva barra Bi. La barra Bi está formada por dos sub-
barras de longitud £/3, densidad Pi = 3m/2£, y masa rrii = m/2; para do­
tar de rigidez a 5 i , se sustituye la parte de barra excluida por otra barra de 
masa nula. 

Si se repite indefinidamente esta operación, se obtiene una sucesión de 
barras {5„ }, tales que el número N^ de subbarras de J5„, sus masas m„, lon­
gitudes £„ y densidades p„ valen: 

m M 3"m 
7V„=2"; m ^ = — ; 2 . = ^ ; ^^ = ^^T^ (64) 

análogamente al caso de Bi, para asegurar la rigidez de5„ , se sustituyen las 
partes excluidas de BQ por barras de masa nula. 

Si llamamos LQ, ..., X„, ..., las longitudes totales de las barras BQ, ..., 
JB„ ,..., de densidad no nula, es: 

Zo=fi; L„=^ (65) 

y la masa total de las barras de la sucesión es siempre la misma m. Se tie­
ne que: 

^ -> oo =í. Â  -> CXD; m„ -> O, £„ -> O, P„ -> °^, Z „ •-> O (66) 

La JBOO es el límite generalizado: 

B^=G-límBn (67) 
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Obsérvese que el infinito a que tiende Â „ es el número cardinal del con­
junto de los números reales, mientras que el infinito a que tiende n es el nú­
mero cardinal del conjunto de los números naturales. 

Vamos a calcular el momento de inercia de 5„ , respecto a su punto me­
dio que es su c.d.g. (centro de gravedad): el momento de inercia/„_i de 
5„_i es la suma de los 2""^ momentos de inercia de las 2""^ subbarras de 
densidad no nula que la integran: 

4 - i = 2 / , „ _ i ; / = 1 , 2 , . . . , 2 " - ^ (68) 

siendo: 

lin-i'^rnn-ixfn-i -^run-i -JT' (69) 

en la que X/„-i es la abscisa respecto al punto medio de las 5 , del punto 
medio de la ísima subbarra deBn-i. 

Como la ísima subbarra de 5„_i por exclusión de su tercio central da 
origen a dos subbarras de las 2" subbarras de B^, por la ley de formación de 
éstas, la contribución a /„ de los momentos de inercia de estas dos subbarras 
suyas es: 

lin =mn Uxin-i + - ^ ) + (x , -„- i - " ^ ) J + 2m„ J^ = 

g2_ £2 
2m„x?„_i +2m„ - ^ + 2m„ -f- (70) 

Î7 1 Z 

y como: 

es: 

2 m „ = m „ - i ; 3£„=£„- i (71) 

13 
Iîn=^n-lXîn-l +^n-l^l-l " ( 7 2 ) 

y de (69) y (72) se sigue que: 

2̂  
/ / «= / /n - i + ^ « - 1 - ^ (73) 

y efectuando la sumación (68) se obtiene: 

£2_ ^g2 

/„=/„-i+2"-im„_, - ^ =/„-! +-̂ îrrr (74) 

fórmula recurrente que permite calcular /„ : 

mC^ mS^ i _ ( i / 9 " ) 
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y como/o =m9.^/l2, se sigue que: 

/oo= — — (76 ) 

que da el valor del momento de inercia de B^; se sigue que este objeto mecá­
nico fractal se comporta como un sólido de masa m, momento de inercia 
m£^/8, longitud entre extremos £, longitud total nula, densidad infinita y 
centro de gravedad su punto medio. 

Se sigue que los objetos mecánicos fractales no tienen representación en 
la mecánica clásica, pero se comportan como si fueran objetos mecánicos 
ordinarios. 

A partir de otros objetos geométricos fractales como pueden ser los ta­
mices de Apolonio y Sierpinski se pueden obtener objetos mecánicos fracta­
les de masa y momentos de inercia finitos no nulos, área nula, densidad infi­
nita, que se comportan como objetos mecánicos ordinarios. En estos casos el 
cálculo de los momentos de inercia habría que hacerlo por ordenador. 

Obsérvese que: 

4 = 2 mnxfn + 2"m„ ^ ; / = 1, 2, ..., 2" (77) 

y como: 

es: 

2 " m „ = m ; l í m e „ = 0 (78) 

/^ = m l í m 2 ^ ; i=\,2,...,2" (79) 
n 

-».oo 2̂^ 

cuyo resultado de dividir por m£^ , es decir 1/8, es el cuadrado del valor me­
dio cuadrático de las diferencias respecto a 1/2 de los números reales que 
componen CTC. 

6. FUNCIONES FRACTALES 

Hemos visto que: 

/

X./2 r^/¿ 

p^(x) dx = lím 1 pn (x) dx •• 
-£ /2 n->«>^_i¿/2 

m 

rSi/2 ç9./2 ^ £ 2 
I ^ p^ (x) x^ dx = lím í ^ Pn (x) x^ dx = —— (80) 

siendo: 
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rm3^/e2", VxeB^ foo, VxECTC 
V.0, Vx EBQ -Bn 10, V x E C T C 

donde CTC es el complementario de CTC. 
Se puede pues definir una nueva clase de funciones que proponemos 

llamar fractales, tales que l a s / (x) correspondientes a CTC, vendrían defini­
das por la propiedad: 

foo, VxECTC r^/^ ^ 
^ ^ \ 0 , VxECTC M-fi/2' ^ ̂  

<oo (82) 

de modo que una sucesión/„ (x) de funciones ordinarias converge en un sen­
tido generalizado a una función fractal/(x) si: 

{ 00 VxeCTC I r^^ I 

^ ' _ - — lím j / , ( x ) 6 / x < o o (83) 
O, V x E C T C «->c«K-£/2 I 

y entonces escribimos: 

f(x) = G- lím / „ (X); / ^ / (x) Jx = lím í „ / „ (x) dx (84) 
?2->oo -^-fi/2 n->oo-'-J2/2 

En (80) tanto p^ix) como x^poo (x) son funciones fractales, siendo su 
cociente la función ordinaria x^. 

Estas funciones generalizan la delta de Dirac, extienden la integración a 
conjuntos de medida nula, y se pueden considerar como distribuciones en 
correspondencia con objetos fractales. 

7. VARIABLES ALEATORIAS REPARTIDAS UNIFORMEMENTE 
AL AZAR SOBRE EL CONJUNTO TRIADICO DE CANTOR. 
LOS OBJETOS FRACTALES EN CALCULO DE PROBABILIDADES 

Se puede definir una v.a.^„ repartida uniformemente al azar sobre 
5„ (&5), cuyo valor medio es 1/2 y su varianza: 

Se tiene entonces que la 

ol 

v.a.|: 

In 

= lím |„ 

(85) 

(86) 
n ^oo 

tiene por valor medio 1/2 y por varianza: 
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O^ = - (87) 

y es una v.a. repartida uniformemente al azar sobre B^ y por tanto sobre 
CTC, lo que confirma la propiedad establecida al final del &6 después de 
(79). La v.a.^ pertenece al dominio de atracción de la ley normal. 

Dada la equivalencia entre valor medio y varianza con el c.d.g. y el mo­
mento de inercia, existe una equivalencia entre los objetos mecánicos frac-
tales y las distribuciones de probabilidad definidas sobre objetos geométricos 
fractales. 

Se puede definir la v.a. anterior ^, por otro procedimiento asintótico 
diferente que es el siguiente: Se echa n veces al aire una moneda que en una 
cara lleva un cero y en la otra un dos, y que tiene la misma probabilidad de 
salir una cara u otra, se escribe en el sistema de numeración de base tres el 
número O, ..., donde cada punto es el resultado de escribir un 2 ó un O, según 
que en la tirada que tiene el mismo número de orden que el punto correspon­
diente salga 2 ó 0; se define así una v.a.X« repartida uniformemente al azar 
sobre el subconjunto del CTC cuyos elementos multiplicados por 3" son nú­
meros enteros. Se tiene pues q.ue: 

lím Xn (88) 
n->oo 

8. FUNCIONES FRACTALES ASOCIADAS 
A FUNCIONES INTEGRABLES 

Si / ( x ) es integrable en el intervalo cerrado [—£/2, £/2l, y si {Sn] es la 
sucesión de los soportes geométricos de la sucesión de barras {5„} (&5), 
entonces hay asociada una función fractal ^ (x) que es el límite generalizado 
de la sucesión de funciones ordinarias </?„ {x) definidas por: 

^«W={oJ / (x)(3/2)« , V x E 5 , 

y como: 

-J2/2 

es: 

f (/?„ (x) dx= \ ^n (^) dx\ lím Sn = CTC (90) 

^{x) = G - lím ^„(x) ; 

\ ^{x)dx = \ím I ^ „ ( x ) ( i x = / <p{x)dx (91) 
J-Sí/2 W-4 00 Js„ - 'CTC 
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donde la última integral extendida a CTC es simbólica. 
Esta asociación de funciones ordinarias y fractales puede extenderse a 

otros muchos objetos fractales. 

CONCLUSIONES 

En el &1 hemos puesto las ecuaciones intrínsecas de la dinámica relati­
vista del punto material y las hemos aplicado al movimiento de una carga 
eléctrica en un campo magnético uniforme y a demostrar que la definición 
de amperio es la misma en la física clásica que en la relativista. 

En &2, 3 y 4, hemos ensayado una teoría unitaria de las ondas relativis­
tas de materia y radiación en un medio réfringente, y hemos obtenido las 
transformaciones de Lorentz para la frecuencia y la longitud de onda y he­
mos mostrado que según esta teoría la masa del fotón es nula en el vacío y 
no lo es fuera del mismo, siendo para una misma frecuencia la energía y la 
cantidad de movimiento del fotón mayores fuera del vacío que en él. Como 
ejemplo hemos tratado el efecto Compton enun medio de índice de refrac­
ción n. Hemos dado las transformaciones de Lorentz para las derivadas par­
ciales que aseguran la invariancia del nuevo tipo de ecuación de propagación 
de ondas de una partícula en ausencia de campo o de un fotón en un medio 
réfringente, y mostrado que existen soluciones de la misma que son ondas de 
probabilidad. Del &5 en adelante hemos introducido objetos fractales en Me­
cánica, investigado las propiedades de distribución de probabilidad en obje­
tos fractales, e introducido el nuevo concepto de funciones fractales como 
límites generalizados de sucesiones de funciones ordinarias. Las funciones 
fractales generalizan la delta de Dirac, y permiten extender la integración a 
conjuntos de medida nula. 

De lo demostrado en el &5 se deduce que la función exponencial es dis­
continua para el número cardinal infinito "aleph cero" de los conjuntos 
numerables. 
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