Ensayo de Teoria Unitaria de las Ondas
Relativistas de Materia y Radiacion.

Las funciones fractales y los objetos fractales en
Mecanica y en Probabilidad

Por Dario MaravaLL CASESNOVES

Recibido: 3 febrero 1988

Abstract

Firstly the intrinsic equations of the relativistic dynamics of the material point is developed.
The paper presents a unifi¢d theory of the relativistic waves of matter and the radiation in a refringent
medium and the new Lorentz transformations of frequence and wavelength are calculated as well as
the Lorentz transformations of the partial differentials confirming the invariance of the new equation
od waves, the physical consecuences are discussed. FFractal objetcs in Mechanics and Probability
Theory arc introduced, as it is the new concept of a fractal function. Finally the paper analyzes the
properties of random variables with uniform distribution in the triadic set of Cantor.

1. LAS ECUACIONES INTRINSECAS DE LA DINAMICA
RELATIVISTA DE UN PUNTO MATERIAL.
APLICACIONES AL ELECTROMAGNETISMO

De la ecuacion de la dindmica relativista del punto material:

d 7
" a (=) T ®

donde m y v son la masa y la velocidad del punto material, ¢ la velocidad de

‘ = > >
la luz en el vacio y Ia la fuerza, si T, N y B son los vectores unitarios de la
tangente, la normal principal y la binormal de la trayectoria del punto, te-
niendo en cuenta que el primer miembro de (1) se escribe:

-.)

- m dv > mv dT
v=uT; . — T+

(1 —v2/¢%)3?  ar V1-v?/c? dt

si p es ¢l radio de curvatura de la trayectoria; por la segunda fé6rmula de Fre-
net es:
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se sigue que:

m dv mv?

_ o .o omt
(1 —v?/c2P? dt 7 p1—vt/c?

donde F;, F,, y Fp son las proyecciones de la fuerza sobre T,N y B. Las (4)
son las ecuaciones intrinsecas de la dindmica relativista del punto material
libre.

En el caso en que el movimiento del punto material es forzosamente
sobre una curva, al segundo miembro de (4) hay que sumarle la reacciéon nor-
mal N de la curva sobre el punto, con lo que las ecuaciones intrinsecas se es-
criben:

m dv
(1 —v? 2 )" dar =Fr;

mv?

———————==Fp +Na; Fp +Np =0 5
pm n n b ’b ()

En el caso en que el punto material se mueve forzosamente sobre una
superficie, al segundo miembro de (4) hay que sumarle la reaccién normal N
de la superficie sobre el punto y proyectando sobre el triedro geodésico de la
superficie en vez de sobre el triedro intrinseco de la curva, las ecuaciones
intrinsecas son:

m d _ mv? —F..
(1—v2/c2P2 dr -7 pgf1 0?2 %
2
muv
=F, +N 6
Pn\/l —v*/c? § (6)

donde los subindices g y » significan proyeccioén sobre la normal geodésica y
la normal a la superficie.

Las tres ecuaciones intrinsecas (4), (5) y (6) difieren de las de la dind-
mica cldsica por la aparicién de los factores:

1 1
(1 _ v2/c2)3/2 ’ 1— v2/c2

)

para la aceleracion tangencial la primera (7) y para la aceleracién normal la
segunda. Surgen de esta manera los ya conocidos conceptos de masa longitu-
dinal y masa transversal de la dindmica relativista. Ahora bien, teniendo en
cuenta la definicién relativista de masa, si seguimos llamando aceleracién a
la magnitud mecdnica que multiplicada por la masa da la fuerza, se sigue que
la aceleraciéon normal relativista es igual a la cldsica y la aceleracidén tangen-
cial relativista se obtiene multiplicando la cldsica por:
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1
1 —v*/c?

®

En el caso del movimientaq, sobre una superficie, si las fuerzas aplicadas

(ﬁ) son nulas, se sigue el mismo resultado que para la dindmica cldsica, es
decir, que el punto sigue una geodésica con velocidad constante porque de
las dos primeras (6) se sigue:

@—0‘ J—‘O#P'P )]
da Pg " |
y de la tercera:

mu?

P/ 1 —v*/c? =N (10)

la reaccidon normal es directamente proporcional a la curvatura, pero mayor
en valor absoluto que la correspondiente a la dindmica cldsica.

En el caso de una carga eléctrica que se mueve en un campo magnético
uniforme, las ecuaciones del movimiento son las mismas que para la fisica
cldsica (ver bibliografia) con tal de sustituir el tiempo ordinario ¢ por el pro-
pio 7, por tanto la trayectoria es helicoidal o circular, ya que la ecuacién del
movimiento es:

7 AB | Cane

S IR

donde g es la carga eléctrica y B la induccién magnética constante; el acento
significa derivacién respecto a 7. De (11) se sigue que la fueza es normal a la
velocidad, luego: ‘

dv

Zi?=0=>v=cte (12)

Como no hay aceleracién tangencial, tomando moédulos en (11) de la
segunda (5) se deduce:

mv?

—=——— = 1 7 ABl (13)
P/ 1 —v?*/c c

en el caso en que el movimiento es helicoidal y:

mu? muc

—_— = g— = =
R+/1 —v?/c* ¢ vB = R gB~/1 —v?/c?

(14)

en el caso en que es circular. Las formulas anteriores se distinguen de las cld-
sicas en la apariciéon del factor constante:

(*) Tes el vector de posicién.
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dt 1

gg:\/l—ﬁ/c’z (15)

es decir, el radio relativista es mayor que el clasico.
La ecuacion relativista tomando como variable independiente ¢ en vez
der de(11)y (15)es:

q - E) dt = m = (16)
~FAB= — mr= —F7———17r
e’ T V1 —v?/c?

donde los puntos significan derivacidén respecto a ¢. v
En el caso de un punto material obligado a moverse sobre una recta, la
segunda (5) es:

F, +N=0 (17)

que expresa que la presibn que ejerce el punto sobre la recta (igual y
opuesta a N) es igual a la componente normal de la fuerza aplicada. Una co-
rriente eléctrica rectilinea es la materializacion de la trayectoria forzada so-
bre una recta de electrones, y la fuerza ejercida por un campo magnético
cualquiera, es igual a la fuerza ejercida sobre los electrones en movimiento
de la corriente por el dicho campo; se sigue que en la fisica cldsica y en la
relativista son iguales las fuerzas que se ejercen entre corrientes rectilineas.
Por tanto la definicion de amperio es la misma en la fisica cldsica que en la
relativista.

2. INVARIANTES RELATIVISTAS Y TRANSFORMACIONES
DE LORENTZ PARA LAS ONDAS DE MATERIA Y DE
RADIACION EN UN MEDIO REFRINGENTE

En el caso de un punto material de masa m, velocidad V, cantidad de
movimiento p, energia E, hemos obtenido en memorias anteriores (véase bi-
bliografia) para la frecuencia v, la longitud de onda A, las velocidades de
grupo V, y de fase V¢, las férmulas:

mc?

STy ~met=hy;

2mc?
2 _ 1 ¥
Vo Voo
L,/ I 1 fam
Vi, V22 Ve o c?
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yeyo—P (18)
T8 T m 4 El2 N (w + me?)

en las que ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y /4 la constante de Planck.
Al igual que existen figuras de difraccion de particulas en movimiento si inci-
den sobre un cristal en reposo, existen también, si un cristal en movimiento
choca con particulas en reposo.

A una particula en reposo respectc a un observador no hay onda asocia-
da. Si O es un observador que se mueve con movimiento rectilineo y unifor-
me de velocidad V' respecto al observador O, y en el mismo sentido y direc-
cion que la particula, entre las medidas de O y O, por las transformaciones
de Lorentz para ondas relativistas de materia (ver bibliografia) existen las
relaciones:

mc mc 1
2+ == (2 + Z5) cha— — sha
c h c

h N
1 vy mc V'
)\I,Choz (c+ h)Sa, Th « - (19)

y por tanto los dos invariantes relativistas que son consecuencia el uno del
otro:

v me 2 1 m2c? h 1 p2
Cror) —m=— =m=5, (- =) @

Si en las formulas (18) y (20) hacemos:

Ve=c, 6 Av=c 2D
se¢ obtienen las: .
h hy
m=0; FE=hp, p=-}:=—c—; V=V, =c 22)

que corresponden a las ondas de radiacion en el vacio.
Si en (18) hacemos:

=55 6 aw== 23)
n n
se obtienen las:
- 2nc m_hv(n’—l) .
£ p241 B 2c? ’
h 241
E =hv; W=E+mcz=—?—£n———)

2
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hvn mlg
c V1=

p= 249

> s

y también las:

|4 c c? dt nt+1.
n= /—f == /— 1. === 25)
W% % VW a

en donde en la Gltima (25) ¢ es el tiempo medido por el observador y 7 por el
fotén. Las (23), (24) y (25) corresponden a las ondas de radiacion en un
medio de indice de refracciéon n. Si en éstas hacemos n = 1 se obtienen las
2Dy (22).

Obsérvese que:

V<V <c (26)

En estas Gltimas férmulas m es la masa del foton que es nula en el va-
cio y no lo es fuera. W es la energia total del fotén y E la energia cinética,
p la cantidad de movimiento, ¥ la velocidad del foton y ¥ la velocidad de
la luz. :

Obsérvese que para una misma frecuencia W, p y m crecen con n, E per-
manece constante, mientras que Vy y ¥, decrecen con n.

Los invariantes relativistas (20) de las ondas de materia, para las ondas
de radiacion, se transforman en los:

2 (n? + 1) 1
T— X;' ; v(n? -1 27

Las transformaciones de Lorentz (19) habida cuenta del valor de m, se
transforman en las:

1
L= (ni+1)Cha-nl+1]- — Sha
2c Ay
1 1 v,
—=—Cha— =~ } +1)Sh 28
N =3 Che— 5 (if + 1) Sha - (28)

y dividiendo la segunda por la primera, habida cuenta de la (23) se obtiene la
transformada de Lorentz del indice de refraccién n, que es:

B 2n; Cha— (n} + 1) Sha
" ¥ 1)Cha—n? +1—2n, Sha

(29)

También las (28) habida cuenta de la (23) se escriben:

[(nf +1)Cha—n? +1
v=v,

—ny Sh a]
2
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-1-=—1*[Choz ni + 1 Sha] (30)
NN 2

Obsérvese que mientras los invariantes (20) vienen expresados en forma
de igualdad, los (27) no lo son asi.

Cuando la direccién de propagaciéon de la onda no coincide con la del
movimiento de O respecto a O, , si llamamos 1/A, 1/\", 1/\" las proyecciones
sobre la direccion del movimiento de O respecto a O, , y sobre dos direccio-
nes perpendiculares a la anterior de la inversa de la longitud de onda, se con-
servan las (28) a las que hay que afiadir:

1 ] I
N=Ap M= n=£\/ t o7t T (31

VA O G

Las formulas anteriores dan el efecto Doppler para las ondas relativistas
de materia y de radiacidén en un medio de indice de refracciéon n.

Obsérvese que en este caso en vez de la (24), para la cantidad de movi-
miento se desdoblan en las tres vectoriales:

h h - vn
SoPyT oo PeT |p|=T (32)

>

bx =

Para un fotdn en el vacio el tiempo no existe, no fluye, porque de (25)
es dr =0, lo que no sucede si estd fuera del vacio.

Las dos desigualdades de (21) y (23) son equivalentes, porque de (18)
se sigue que:

£

Ve=Apv=
d p

(33)

No es V; la que sigue la ley de composicion de velocidades de Einstein,
sino ¥, de modo que: .

Voo — V'
L § Ul (34)

v,
£ 1= V'Vulc?
se tiene por tanto que:

, , n2_1 2
V' gy = Vog=Vyy =V (m—l—) (35)

La V; se transforma a partir de (29) de modo que:

2 2 '

' , n1 —1 ni—1V

VL, = V,=V, -V —7— =~ + ——— — (36
g1 i f1 2n12 n=n, 3 c (36)

el coeficiente de arrastre de Fresnel es la mitad del dado en los textos. Las
férmulas anteriores son invertibles, efectuando el cambio de v, \, n, & por
Ay, vy, ny, —Q
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La teoria anterior es una teoria unitaria de las ondas relativistas de ma-
teria y de radiacién en un medio de indice de refraccidon »; si por el contrario
admitimos una teoria no unitaria, en la que la energia, cantidad de movi-
miento y masa m del fotén: E, p, m son:

h  hvn
E=hy; p=X=T; m=0 (37)

entonces las transformaciones de Lorentz para v y A son:

1 1 Sh «
v=v; (Cha—nsha) =3 (cha— ; ) (38)

1

y es Vf la que sigue la ley de composicion de velocidades de Einstein. V, =
=TV y:
f
it_ n

= —_— 39
dar n? — 1 (39

3. EL EFECTO COMPTON EN UN MEDIO DE
INDICE DE REFRACCION » ‘

Seguin la teoria unitaria desarrollada en el &2, si f y ¢ son los dngulos
que forman la direccién del electron y del fotén después del choque con la
direccion del foton antes del choque, la conservacion de la energia conduce
a la ecuacion:

n* +1 , n?+1

1
n = + -
¥ T S 2

my? (40)

y la de la cantidad de movimiento a las:

~hvn _ hv'n

h
cos¢ +mV cosd; 0= 2 seng —mVsend (41)
c c

Eliminando 8 entre ambas se obtiene:

h?n? 2
m2y? = = @?* +v'" —2vv' cos¢) (42)(*)

y de (40) y (42) suponiendo v = »' en (42) ya que difieren muy poco entre

si, se sigue:

' n*+1 _ n*vin?
2 me?

h(v—v") (1 — cos¢) (43)

(*) my Vson la masay la velocidad del electrdn.
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y de aqui:

Av=p' a2 n? 2 /2 44
v=yp' =" ———
me? (n? +1) sen” ¢ “9

y teniendo en cuenta que:

c Av
AN=— 3 (45)
ny

se obtiene para la variacion de la longitud de onda del fotén con el choque:

_ 2hn _ h (46)
T w2+ 1)yme  mV,

A)\=27\0 S€n2 %’5' ; )\O

siendo A la longitud relativista de Compton.

Si aplicamos la teoria no unitaria, es decir, las féormulas (27), entonces
las (41) se conservan, asi como la (42), mientras que la (40) se transforma
en la:

1
hv=hpv' + 5 my? 47

La (44) se transforma en las:

Ahv?n?
Ap=— P 2 @ (48)
mc? 2

la (15) se conserva y la primera (46), mientras que la segunda (46) se trans-
forma en la:
hn h

= =— 49
M= e = (49)

4. LA ECUACION DE ONDAS DE UNA PARTICULA
RELATIVISTA EN AUSENCIA DE POTENCIAL

La primera (20) que puede escribirse también:

1 v? 2myp o (50)
)\2 - cZ - h -
es la condicidn para que la exponencial:
¢ (x,0)= L[ e2m =k o (k) dk; k= (51)
’ V21 e ’ A
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sea solucion de la ecuacidon de ondas:

92 1 92 dmi 9
—'? iy *? - 2 -9 (52)
ox c* ot h ot
siendo ¥ la solucién positiva de (50), es decir:
m?c? c?
— 2,2
v T + k%c* — P (53)

Por tanto:

¢ (X, t): \/——15; '[—"" 627r1'[t(\/(m204/h2)+k2(:2-(mczlh))-kx] (P(k) dk (54)

¢ (k) viene determinada por las condiciones iniciales. Siendo invertible la
integral (54) para ¢t =0:

1 I
)= o | e 6 (x,0)dx (55)

y si llamamos:

o (K, 1) = 2 VmE i) 12 = (metim) o (1 (56)
€s
1 - —2mikx
80, 0= o= | e o (k,1) dk (57)

integral que también es invertible, y por tanto:

| et ak=] 1¢ 002 ax=

)

= tscnrax=] ok or ak (58)

que muestran que si una de las anteriores funciones subintegrales estd norma-
lizada, lo estdn las otras tres, y que si una de ellas es una funciéon de frecuen-
cias de una variable aleatoria absolutamente continua, las otras tres lo son
también. Por tanto existen soluciones de la ecuacion de ondas (52) de la for-
ma (54)-(55), que son ondas de probabilidad.

Como para la solucién exponencial (51) se cumple que:

2
9 ¢=2mv29

—_— 59
at? ot (59)
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Llevando este valor a (52) se obtiene:

2 2 2 2
M (_1_+221_)a¢=0=a¢_ 1 a¢=0 (60)

9x?2 c? mw/ o ox? 1# o

luego la solucién exponencial (51), con la condicién (53), de (52) es equiva-
lente a la de (60).
Como para la solucién exponencial se tiene que:

0 0
— =i ; — =_27i 1
» miv ™ ik (61)

la (52) que simbolicamente se puede escribir:

2 a2 47r2m2c2
- = — ] 62
ox? h (62)

c ot h

( 1 0 2wime I)

en la que [ es el operador unidad, es invariante para las transformaciones de
Lorentz para las derivadas parciales que resultan de efectuar en (19) el cam-
bio (61), es decir, para las: ,

1 9 2wimce 1 9 2mime o

- =+ =(- — I)Cha+ — Sha

c ot h ¢ 0ot h 0x
0 0 1 o 2mmcel
— =—Cha+ |- 4+ Sh « 63
ox  ox, (3 o1, ) (63)

Para las ondas relativistas de radiacidon en un medio de indice de refrac-
cion n, hay que efectuar en (52), (62) y (63) el cambio de m por su valor
(24). Las nuevas ecuaciones dependen de la frecuencia v.

Obsérvese que p (k) = ¢ (k, 0) es distinta de ¢ (k, t), mientras que sus
moédulos son iguales debido a (56), lo que significa que la probabilidad de
que el cociente de dividir la cantidad de movimiento p por la constante de
Planck 7 esté comprendido entre k y k + dk no varia con el tiempo, mientras
que los fendmenos de interferencia de probabilidades si varfan con el tiem-
po. Por el contrario, tanto ¢ (x, t) como su modulo, son distintos de ¢ (x, 0)
y de su modédulo, por lo que la probabilidad de que la particula esté entre
x y x + dx, varfa con el tiempo, asi como las interferencias de las probabi-
lidades.

5. LABARRA TRIADICA DE CANTOR Y
OTROS OBJETOS FRACTALES EN MECANICA

Objetos fractales geométricos de longitud, drea o volumen nulos, do-
tdndoles de masa y de una conveniente distribucién de la misma, se pueden
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transformar en objetos mecdnicos con la misma caracteristica geométrica, y
con masa y momentos de inercias finitos y no nulos.

Vamos a exponer un ejemplo, que sefiala el método a seguir en otros
muchisimos casos. El conjunto triddico de Cantor (CTC) como es sabido es
el conjunto de todos los nameros reales comprendidos en el intervalo cerra-
do [0, 1], que escritos en el sistema de numeracion de base 3, no tienen la
cifra 1 en su desarrollo trienal, tiene la potencia del continuo, y admite una
representacion geométrica (polvo de Cantor) que es la siguiente: de un seg-
mento cerrado de longitud £, se excluye su tercio central abierto (exclui-
dos sus extremos); de los dos tercios laterales cerrados se excluyen sus ter-
cios centrales abiertos y asi sucesivamente, de modo que en operaciones
sucesivas de cada subsegmento cerrado que queda, se excluye su tercio cen-
tral abierto.

A partir de este objeto fractal geométrico (polvo de Cantor) de longitud
nula, formado por un conjunto discontinuo de puntos con la potencia del
continuo, se puede formar un objeto mecdnico fractal que proponemos lla-
mar barra triddica de Cantor, que denotamos por B, que se obtiene de la
siguiente manera: Sea B, una barra homogénea de longitud £, masa m, den-
sidad pg, que incluye sus extremos, se extrae de ella su tercio central (exclui-
dos sus extremos), y se reparte la masa total m de By uniformemente entre
las dos partes de la nueva barra B;. La barra B; estd formada por dos sub-
barras de longitud %/3, densidad p; = 3m/2%, y masa m; = m/2; para do-
tar de rigidez a B;, se sustituye la parte de barra excluida por otra barra de
masa nula.

Si se repite indefinidamente esta operacién, se obtiene una sucesion de
barras {B,}, tales que el nimero N,, de subbarras de B,,, sus masas m,, lon-
gitudes £,, y densidades p,, valen:

L 3"
N, =27, m,,=——m s = pa = nm
2" 2"9

(64)

andlogamente al caso de B, , para asegurar la rigidez de B,,, se sustituyen las
partes excluidas de B, por barras de masa nula.

Si llamamos Ly, ..., L,, ..., las longitudes totales de las barras By, ...,
B, , ..., de densidad no nula, es:

(65)

y la masa total de las barras de la sucesion es siempre la misma m. Se tie-
ne que:

n—>oo= [N — oo, ‘mn-—>0, Qn—>0, Op >0, L,—0 (66)
La B es el limite generalizado:

B.=G-1imB, 67)

n->oo
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Obsérvese que el infinito a que tiende N,, es el numero cardinal del con-
junto de los ntmeros reales, mientras que el infinito a que tiende n es el nt-
mero cardinal del conjunto de los niimeros naturales. '

Vamos a calcular el momento de inercia de B,,, respecto a su punto me-
dio que es su c.d.g. (centro de gravedad): el momento de inercia /,,_; de
B, _, esla suma de los 2" "' momentos de inercia de las 2" ! subbarras de
densidad no nula que la integran:

In-1=Z iy i=1,2,..,2"" (68)
siendo:
R,

— 2 -
[in—l_mn—lxin~l +mn—1 12

(69)

en la que Xx;,-; es la abscisa respecto al punto medio de las B, del punto
medio de la {sima subbarra de B, ;.

Como la isima subbarra de B, -; por exclusion de su tercio central da
origen a dos subbarras de las 2” subbarras de B, , por la ley de formacién de
éstas, la contribucion a I, de los momentos de inercia de estas dos subbarras
suyas es:

Iin=m, [(x,-,,_1 + tn -1 )2 +(x,-,,_1 - Q"; )2] + 2m,, % =

3
2 'Qrzl—l Qrzt
2MpXin-1 + 2my, +2m, — (70)
9 12
y como:
2r"zrl'—"”'ln—l; 3ang-n--l (71)
es:
Iin=my-1X% -1 +m, 122 13 (72)
in n-1%in-1 n-1%*n-1 108
y de (69) y (72) se sigue que:
2.,
Iin =Iin—1 + mMy-1 27 (73)
y efectuando la sumacién (68) se obtiene:
ne1 2_, mi?
In :[n—l +2 my -1 = n-1 + 3?n+1 (74)
féormula recurrente que permite calcular 7, :
me? CmR? 1 —(1/9™)
Il =Io+ 5 In =Io+ (75)

27 27 1—-(1/9)
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y como Iy =mf?2/12, se sigue que:

I.= - (76)

que da el valor del momento de inercia de B..; se sigue que este objeto mecé-
nico fractal se comporta como un sélido de masa m, momento de inercia
m%?/8, longitud entre extremos £, longitud total nula, densidad infinita y
centro de gravedad su punto medio.

Se sigue que los objetos mecdnicos fractales no tienen representacién en
la mecdnica cldsica, pero se comportan como si fueran objetos mecédnicos
ordinarios.

A partir de otros objetos geométricos fractales como pueden ser los ta-
mices de Apolonio y Sierpinski se pueden obtener objetos mecédnicos fracta- -
les de masa y momentos de inercia finitos no nulos, drea nula, densidad infi-
nita, que se comportan como objetos mecdnicos ordinarios. En estos casos el
cdlculo de los momentos de inercia habria que hacerlo por ordenador.

Obsérvese que:

2

I, = mux? +2"m, 1—2- ; i=1,2,..,2" an
y cOmo:
2"my,=m; 1lim £, =0 (78)
. now
es:
xizn
L=mlim3 J% i=1,2,..2" (79)
n=oo

cuyo resultado de dividir por mQ?, es decir 1/8, es el cuadrado del valor me-
dio cuadrdtico de las diferencias respecto a 1/2 de los nimeros reales que
componen CTC.

6. FUNCIONES FRACTALES

Hemos visto que:

L2 L2
f Po(X) dx =1im / Pn(X)dx=m
-L2 nao /=22

L2 L2 mQ2
f P (x) x* dx =1im [ pn (x) x% dx = (80)
%2 n-oo /=2 8

siendo:
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m3"/Q" ¥ x E€B, o ¥ x €CTC
Pe (X) =

(81
0, ¥x€By — B, 0, ¥x €CTC (81)

pn (X)=

donde CTC es el complementario de CTC.

Se puede pues definir una nueva clase de funciones que proponemos
llamar fractales, tales que las f (x) correspondientes a CTC, vendrian defini-
das por la propiedad:

_ [, ¥x€ECTC ‘ b2
f(x)—{O, vocore g, fo0as

<oo (82)

de modo que una sucesion f,, (x) de funciones ordinarias converge en un sen-
tido generalizado a una funcién fractal f (x) si:

o, ¥ x €CTC Y2
i1 = ’ - 1 dx| < 83
im T ) {o, vx€CTC  m |, n ) dx|<e (83)
y entonces escribimos:
L2 2
fx)=G —1im f, (x); f(x)dx=1im f fn(x)dx (84)
n-o -2 nooo L2

En (80) tanto p., (x) como x2p. (x) son funciones fractales, siendo su
cociente la funciéon ordinaria x2.

Estas funciones generalizan la delta de Dirac, extienden la integracién a
conjuntos de medida nula, y se pueden considerar como distribuciones en
correspondencia con objetos fractales.

7. VARIABLES ALEATORIAS REPARTIDAS UNIFORMEMENTE
AL AZAR SOBRE EL CONJUNTO TRIADICO DE CANTOR.
LOS OBJETOS FRACTALES EN CALCULO DE PROBABILIDADES

Se puede definir una v.a.f, repartida uniformemente al azar sobre
B, (&5), cuyo valor medio es 1/2 y su varianza:

Iy

o5 = gy (85)
Se tiene entonces que la v.a.§:
E=lim &, (86)
n .00

tiene por valor medio 1/2 y por varianza:
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(87)

y 8s una v.a. repartida uniformemente al azar sobre B_ y por tanto sobre
CTC, lo que confirma la propiedad establecida al final del &6 después de
(79). La v.a.£ pertenece al dominio de atracciéon de la ley normal.

Dada la equivalencia entre valor medio y varianza con el c.d.g. y el mo-
mento de inercia, existe una equivalencia entre los objetos mecdnicos frac-
tales y las distribuciones de probabilidad definidas sobre objetos geométricos
fractales.

Se puede definir la v.a. anterior £, por otro procedimiento asintotico
diferente que es el siguiente: Se echa n veces al aire una moneda que en una
cara lleva un cero y en la otra un dos, y que tiene la misma probabilidad de
salir una cara u otra, se escribe en el sistema de numeracién de base tres el
nimero 0, ..., donde cada punto es el resultado de escribir un 2 6 un 0, segin
que en la tirada que tiene el mismo nimero de orden que el punto correspon-
diente salga 2 6 0; se define asf una v.a.X, repartida uniformemente al azar
sobre el subconjunto del CTC cuyos elementos multiplicados por 3" son nii-
meros enteros. Se tiene pues que:

n-oo

8. FUNCIONES FRACTALES ASOCIADAS
A FUNCIONES INTEGRABLES

Si f (x) es integrable en el intervalo cerrado [—£/2, 9/2],y si {Sx}esla
sucesion de los soportes geométricos de la sucesion de barras {B,} (&5),
entonces hay asociada una funcién fractal ¢ (x) que es el limite generalizado
de la sucesion de funciones ordinarias ¢,, (x) definidas por:

fx) @/, ¥xES,

(89)
0, ¥XESy — S

@, (X)=

n

y como:

L2
f Y, (x)dx = f Y, (x)dx; 1lim S,=CTC 90)
-2 Sn N oo
es:

px)=G6— lnfm On (X);

n=oo

Q2
[_9/2 @ (x)dx =1im s, Y, (x)dx = fCTC Y (x)dx on
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donde la Giltima integral extendida a CTC es simbolica.
Esta asociacion de funciones ordinarias y fractales puede extenderse a
otros muchos objetos fractales.

CONCLUSIONES

En el &1 hemos puesto las ecuaciones intrinsecas de la dindmica relati-
vista del punto material y las hemos aplicado al movimiento de una carga
eléctrica en un campo magnético uniforme y a demostrar que la definicién
de amperio es la misma en la fisica cldsica que en la relativista.

En &2, 3 y 4, hemos ensayado una teoria unitaria de las ondas relativis-
tas de materia y radiacién en un medio refringente, y hemos obtenido las
transformaciones de Lorentz para la frecuencia y la longitud de onda y he-
mos mostrado que segiin esta teoria la masa del fotén es nula en el vacio y
no lo es fuera del mismo, siendo para una misma frecuencia la energia y la
cantidad de movimiento del fotén mayores fuera del vacio que en él. Como
ejemplo hemos tratado el efecto Compton enun medio de indice de refrac-
cion n. Hemos dado las transformaciones de Lorentz para las derivadas par-
ciales que aseguran la invariancia del nuevo tipo de ecuacidén de propagacion
de ondas de una particula en ausencia de campo o de un fotén en un medio
refringente, y mostrado que existen soluciones de la misma que son ondas de
probabilidad. Del &5 en adelante hemos introducido objetos fractales en Me-
cdnica, investigado las propiedades de distribucion de probabilidad en obje-
tos fractales, e introducido el nuevo concepto de funciones fractales como
limites generalizados de sucesiones de funciones ordinarias. Las funciones
fractales generalizan la delta de Dirac, y permiten extender la integracién a
conjuntos de medida nula.

De lo demostrado en el &5 se deduce que la funcién exponencial es dis-
continua para el nimero cardinal infinito “aleph cero” de los conjuntos
numerables.
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