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Abstract 

It hast been established the analogy between a variational principle in four dimensions and the 
relativistic movement of an electric charge, and deduced under a relativistic approach the maxwell 
equation and the Lorentz transformations of the electric charge density and intensity. 

We also investigated the properties of a statistical population os particles. 

1. EL LAGRANGIANO DEL MOVIMIENTO DE UNA PARTÍCULA 
ELÉCTRICA RELATIVISTA EN UN CAMPO ELECTROMAGNÉTICO. 
LA EXPRESIÓN RELATIVISTA DE LA FUERZA DE LORENTZ 

El movimiento de una partícula relativista de masa m y carga ^, en un 
campo electromagnético se obtiene anulando la variación de la integral: 

8 fLdz = 0 (1) 

donde L es el lagrangiano: 

+ q i ^ x ' + ^ y ' + ^ z ' - V t ) (2) 
\ c c c ^ 

en la que t es el tiempo medido por el observador del movimiento, T el tiem
po medido por un reloj invariablemente ligado a la partícula, c la velocidad 

de la luz en el vacio, V y A (Ax,Ay,Az) los potenciales escalar y vector, y 
el acento indica derivación respecto a r. -> 

Teniendo en cuenta que el campo eléctrico £" y la inducción magnética 

B valen: 

-> -> -> ' I dA 
B = TotA; E = -gmdV^ —- (3) 

c ot 
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las ecuaciones que anulan la variación de la integral (1) son las tres resumidas 
en la vectorial: 

mr ' = qEt' + -7' /\B (4) 
c 

y la cuarta: 

mc^f = qÊ'7' (5) 

en las que r (x,y,z) es el vector de posición de la partícula. 
Se sigue de (3) y (4) que existe la integral primera: 

X + y + X — c t - —c (6) 

con una adecuada elección de la constante de integración. 
El segundo miembro de (4) es la expresión relativista de la fuerza de 

Lorentz en unidades gaussianas. 
De (6) se sigue que: 

dt . 1^ ŵ  
= r ' = — / " , = 1 + — (7) 

dr / u^ C2 
c^ 

donde v es la velocidad de la partícula respecto al tiempo ordinario t,y u 
la velocidad respecto al tiempo propio de la partícula r , es decir la suma de 
los tres primeros sumandos de (6). 

Introduciendo el resultado (7) en (4) esta última se escribe: 

d í mv \ -^ <7_> -^ 

' ' • ' - ^ 

(8) 

2. CASO PARTICULAR EN QUE LOS POTENCIALES ESCALAR 
Y VECTOR SON INDEPENDIENTES DEL TIEMPO. 
PRINCIPIOS DE MINIMA ACCIÓN RELATIVISTAS Y CLASICOS 
EN LOS ESPACIOS DE FINSLER DEL ELECTROMAGNETISMO 

Si los potenciales escalar y vector son independientes del tiempo, 
la (5) da: 

dV fíic^ 

en donde W es la energía total de la partícula. El paso a las últimas (9) se 
obtiene a partir de (7). 
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La (9) teniendo en cuenta la (6) se transforma en la. 

m(x' +y' +z' )- ^ _ ; ^ =-mc^ (10) 
me 

La (4) habida cuenta del valor de t' de (9) da para el primer sumando 
de su segundo miembro el valor. 

qÊt' = - ^^ ~^^^ grad V (11) 
me 

por tanto tomando como variable independiente el tiempo propio r de la 
partícula en lugar del tiempo ordinario t del observador, el problema relati
vista se transforma en el problema clásico, cuando el potencial escalar es: 

(W-qVf 
- \ 2 . (12) 

cuyo gradiente cambiado de signo es el segundo miembro de (11) dividido 
por í?. Este potencial escalar es paramétrico, porque W depende de los valores 
iniciales de la velocidad y de la posición de la partícula por (9). 

En este caso las ecuaciones del movimiento se obtienen anulando la 
variación de la integral (1), cuando el lagrangiano en vez de (2) es el: 

m ,0 ,7 ,2 
L= — ix' +y' +z'^) + 

^ {A,x' + Ayy' + A,z') + ^-~-, ^ 
c 2mc^ 

+ 7 {A^x' + Ayy' + A,z') + ^^_^ (13) 

El movimiento se obtiene también, a partir de un principio de mínima 
acción en un espacio de Finsler, anulando la varianción de la integral: 

en la que (TÍ es el vector de componentes cartesianas dx^ dy, dz. Las tra
yectorias de la partícula son las líneas geodésicas del espacio de Finsler, cuyo 
elemento lineal es la expresión subintegral de (14). Esto es así porque las 
ecuaciones diferenciales de estas geodésicas, coinciden con las que resultan 
de sustituir en la (4) el primer sumando del segundo miembro por (11), y la 
velocidad con que son recorridas (respecto a z) es: 

/(W-qVy 
2 2 - c^ ( 1 5 ) 

m^c 
que coincide con la (10) habida cuenta de (7) y (10). La (10) es una integral 
primera del movimiento. 



16 DARÍO MARAVALL CASESNOVES 

Si F = O, la velocidad v (respecto a t)y u (respecto a T) son constantes 
y las (4) y (8) se simplifican en las: 

v^ 

m = -UAB; m -— = —^ VAB (16) 
dr c dt c 

y el principio de mínima acción (13) en el: 

/ • 

, ds+ -A -di (17) 
v^ c 

En este caso la expresión relativista de la fuerza de Lorentz, segundo 
miembro de (16), difiere de la clásica en el factor: 

v^ 

c^ 
(18) 

siendo v constante. 
Si en (14) efectuamos la sustitución: 

W = E + mc'^ (19) 

el radical subintegral se transforma en: 

y2™,£-,.)(, + ̂ ^ ) (20) 
y si: 

v<c\ E-qV<mc^ (21) 

en primera aproximación la (14) se transforma en la: 

f q s/2m{E-qV) ds + - A • ds (22) 

que es el principio de mínima acción para la electrodinámica clásica. Si ade
más es V-0, la (22) se escribe: 

/ • 
mu ds -\— A ' d~s (23) 

siendo v constante. 
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3. LA EQUIVALENCIA ENTRE UN PROBLEMA DE CALCULO 
DE VARIACIONES Y LAS ECUACIONES DEL 
ELECTROMAGNETISMO. 
DEDUCCIÓN RELATIVISTA DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL 

Si en el lagrangiano (2) efectuamos la sustitución: 

A->Â' + grad/; v-^V - ^ -f̂  (24) 
c dt 

el principio variacional permanece el mismo, por agregarse a la integral (1) 
la integral de ú?/. _̂  _̂  

Cualesquiera que sea (2), podemos introducir dos vectores E y B defi-
finidos por (3), y entonces: 

-> 1 95 -> 
r o t £ ' = - —•; d iv5 = 0 (25) 

c ot 

que son dos de las ecuaciones de Maxwell. Por otra parte es: 

rot B = rot rot A = grad div A ~ à A 
-> 1 a _̂  

div^ = - A F - - — (divyl) (26)(*) 
c dt 

--> 
A partir de (26) se pueden escoger un vector / y un escalar p que cum

plan la ecuación de continuidad: 

-> do 
div/ + --^ = 0 (27) 

dz 

haciendo: 

- / = r o t 5 - - ^ ; — = d i v ^ (28) 
c c dt e 

que son las otras dos ecuaciones de Maxwell. Estas están escritas utilizando 
unidades electrostáticas para las magnitudes eléctricas y unidades electromag
néticas para las magnitudes magnéticas. 

Lo anterior constituye la deducción relativista de las ecuaciones de 
Maxwell a partir del principio variacional (1). 

De (26), (28) y la segunda (3) se sigue que: 

(*) A es el laplaciano. 
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- - j =AA - — rr- -g rad (div^ + — I 
c c dt \ c ot / 

- — = A F - - ^ + - — (divA-h — ) (29) 

tanto las (3), (25) como las (28) son invariantes para el cambio (24). Si en: 

div^ + • -:- (30) 

c ot 

efectuamos el cambio (24) se obtiene: 

d i v ^ ' + — - + A / _ - ^ - f (31) 
C Oí C ot 

y si hacemos q u e / cumpla la condición: 

se obtiene: 

^ / - - ^ r T J = ( 3 0 ) (32) 
c ot 

d i v ^ ' + ; - = 0 (33) 
c ot 

que es la condición de Lorentz, con lo que las (29) se escriben: 

c^ dt^ c c^ a r £ ' ^ 

Por tanto siempre es posible escoger la lagrangiano L (2) de modo que 

se cumpla la (33) y en consecuencialas (34); / y P son las densidades de co
rriente y de carga. 

Si ^ ' y V cumplen las (33), y <P es una función que satisface la ecua
ción: 

en â </? 

entonces si: 

A"=A' + grad ^; v" = V'- ^ ^ (36) 
c ot 

A" y V" cumplen la (33) y las (34). 
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Obsérvese que mientras la fuerza de Lorentz y en general las fuerzas que 
el campo electromagnético ejerce sobre cargas y corrientes eléctricas, cam
bian de la física clásica a la relativista, no cambian los campos electromagné
ticos engendrados por las cargas y las corrientes eléctricas. 

4. LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ DE LAS DENSIDADES 
DE CARGA Y CORRIENTE ELÉCTRICAS. 
INVARIANTES RELATIVISTAS(*) 

Al efectuar una transformación de Lorentz: 

dx = dxi Cha-h cdti Sha ; 

c dt = c dti Cha + dxi Sha (37) 

donde: 

T h a = - (38) 
c 

en la que v es la velocidad con que se mueve sobre el eje de lasx, el observa
dor Oi respecto al O, y el subíndice indica las magnitudes medidas por el 
observador con o sin subíndice, se obtiene como consecuencia de la invarian-
cia del lagrangiano (2): 

Ax =A^i C h a + Fi Sha ; F = Fj Cha-\-A^i Sha (39) 

y en el vacío (£ = 1, /x = 1) las (34) dan: 

íx =/x2 Ch a + Pi c Sh a; pc = P^c Cha + jxi Sha (40) 

luego las densidades de carga y corriente eléctricas se componen para las 

transformaciones de Lorentz igual que las coordenadas. La magnitud / /p 
se transforma como las velocidades. 

Por tanto son invariantes relativistas, es decir invariantes para las trans
formaciones de Lorentz las expresiones: 

1/ \^-p^c^; | 1 | 2 - F 2 (41) 

Vamos a introducir los momentos electromagnéticos respecto al tiempo 
propio T : 

p^=mx + - A^; py =my ^ - Ax, 
c c 

(*) Los resultados de este parágrafo son para el vacío: G = 1, M = 1, mientras no se advierta 
lo contrario. 
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Pz =mz' -\— Azi Pt = mc^t' + qV (42) 
c 

por (37) y (39) mediante las transformaciones de Lorentz, se transforman 
también como las coordenadas: 

Px =Pxi Cha4- ^^ Sha ; — = ^^Cha + p^i Sha (43) 
c c e 

salvo un factor. 
Por tanto son invariantes relativistas las expresiones: 

P ^ 
Px^ + Py^ + p / - -j- ; Px dx + py dy +pz dz - pt dt 

{p.-'-Ax) +{py-'-Ay) + 

+ (^Pz-^Az) ~ -^ (pr~qV)^=m^c^ (44) 

La condición de Lorentz también es invariante para las transformacio
nes de Lorentz, como es sabido. 

Como lo que en realidad es invariante no es el lagrangiano (2) sino la 
variación de la integral (1), es decir que se puede en todo momento efectuar 
el cambio (24), se sigue que de los invariantes anteriores, el único que tiene 
significación física intrínseca es el primero (41) que se reifere a las densida
des de carga y de corriente eléctrica. 

En caso distinto al vacío, la condición de Lorentz (30) no es invariante 
para las transformaciones de Lorentz, pero se puede reasegurar esta invarian-
cia recurriendo a un cambio del tipo (24). _̂  

Como ya hemos dicho de (40) se sigue que el vector / /p se transforma 
como las velocidades en la relatividad restringida, pero sin que su módulo 

esté sujeto a la limitación de ser inferior a c. En el caso particular en que / 

y la velocidad v tengan la misma dirección (/ =j'x ) de (40) se sigue: 

i45) 

que es la fórmula de composición de velocidades pero sin la hmitación de 
que jx/p ó Jxilp sean inferiores a c, mientras que v, que es una auténtica 
velocidad, siempre ha de ser inferior a c. Se tiene que j^/p y j'xi/P están 

íx 
p 

Jxl , 

Pl 

ixl^ 

PíC^ 
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ligadas por una transformación homográfica sobre una recta definida por 
(45), cuyos puntos dobles son c y —c, y cuyos puntos límites son c^ ¡v y-
—c^lv, de modo que los puntos interiores al segmento [c, —c] se transfor
men en puntos interiores al mismo, y los puntos exteriores al mismo en 
puntos exteriores, es decir: 

P Pi 

i ^ | > c = ^ | ^ ^ | < c (46) 
P Pi 

Tanto en el vacío como fuera del mismo se conservan todas las fórmu
las (37) a (47), pero no se conserva la condición de Lorentz (30). 

5. LAS DOS FORMAS DE LAS ECUACIONES CANÓNICAS 
DEL MOVIMIENTO RELATIVISTA DE UNA CARGA ELÉCTRICA 

Si introducimos el hamiltoniano H (p^, Py Pz, Pt)'-

(47) 

de las (42) se deducen las: 

dx ^ dH 

dr dpx 

dz _ dH 

dr dp^ 

dl^ 
dr 

dt 
dT 

9// 
dpf 

(48) 

y como las ecuaciones de Euler-Lagrange que anulan la variación de la inte
gral (1) son las: 

= q - i^x'+^y'+^z'- Vt) 
dx \ c c c / dT 

y las análogas para y, z, t, se sigue que se cumplen también las: 

dp^ ___ dH dpy _ dH 
dT dx ' dT dy ' 

(49) 
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dpz _ dH dpf _ dH 

"^ ~ ~ "97 ' Ir" ~ "97 ^̂ °̂  

que junto a las (48) son la primera forma de las ecuaciones canónicas del 
movimiento relativista de una carga eléctrica en un campo electromagnético. 

De la integral primera (6) se sigue la integral primera: 

fí(p^,Py,p,,Pt) = --Y~ (51) 

y la (7) es equivalente a la: 

di ^ 
dT ~ 

Como consecuencia de (7) las (42) se escriben: 

mx 

y análogamente para y, z, Q\ punto encima significa derivación respecto al 

tiempo t. Las (53) son invertibles respecto a x, y, z, y se obtienen las: 

mx 

(54) 

^'^J? [(^-7^^) ^(^^-74^ (̂̂ -̂7̂ )̂] 
y análogamente para y, z; las (54) resultan de (7) y (52). 

Por otra parte, de (49) se sigue que: 

dt 
. 3 í^i^^^^A^',_v) (55) 

ox \ c c c / 

y análogamente para y,z. Por tanto si introducimos el nuevo hamiltoniano 
H(p^,Py,p,): 
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H{Px,Py,Pz)=mc 

/ + ̂  [("' - -c^)' Á'' '-c""') Á'' - ̂ -J] ̂ '̂  <"' 
las tres (54) se escriben: 

— - _ ^ dy^ _ bH 

dt "" 3p^ ' û?r "̂  9p^ ' 

y de (55) y (56) se siguen las: 

dp^ _ dH dpy _ dH 
dt 9x ' dt " dy 

dz 

dt 

dpz 
dt 

bH 

àPz 

= — 
bH 

dz 

(57) 

- ^ = - ^ (58) 

que junto a las (57) son la segunda forma canónica de las ecuaciones del mo
vimiento relativista de una carga eléctrica en un campo electromagnético. 

Cuando los potenciales vector y escalar son independientes del tiempo 
existe la integral primera (9) que habida cuenta de las (52) y (56) se escriben 
también: 

H(p^,Py,p,) = W (59) 

que expresa la constancia del hamiltoniano. 

6. LA ESTADÍSTICA RELATIVISTA DE UN COLECTIVO DE 
PARTÍCULAS IDÉNTICAS EN UN CAMPO POTENCIAL 

Si en las ecuaciones anteriores hacemos igual a cero el potencial vector 
A e igual a la unidad q, obtenemos las ecuaciones del movimiento relativista 
de una partícula de masa m. Si el potencial Fes independiente del tiempo, 
hemos obtenido (véase bibHografía) que la función de distribución de un 
colectivo de partículas relativistas idénticas en un campo potencial F, viene 
dada por: 

Aexp(-H/kT); 

H = mc^ Á+Pl±ll±Pl-+V(x,y,z) (60) 

donde A es un factor de normalización, k es la constante de Boltzmann, y 
T la temperatura absoluta, de modo que la integral del producto de (60) por 
dx dy dz dp^ dp y dp^ entre los límites inferiores x, y, z, p^, Py, Pz Y supe
riores X 4- Ax, y + Ay, z 4- Az, p^ + APx, Py + àpy, Pz + Apz, da la 
fracción másica, es decir el cociente de dividir por M (masa total de todas las 
partículas idénticas) la masa AM de todas las partículas cuyos valores de las 



24 DARÍO MARAVALL CASESNOVES 

coordenadas y de los momentos están dentro de los límites de la integral. 
Como la masa en movimiento de una partícula relativista se obtiene 

multiplicando la masa en reposo por dtjdr dado por (52) con las A iguales 
a cero, si se divide la primera (60) por este valor de dt/dr, se obtiene la fun
ción de frecuencia para la fracción numérica en vez de la másica, es decir la 
probabilidad de que una partícula esté en el elemento diferencial de volumen 
del espacio de las coordenadas de los momentos, de modo que si hacemos: 

p ' = / ^ . ' + p / + P z ' (61) 

la probabilidad de que el momento de la partícula esté comprendido entre 
p y p •¥ dp viene dada por: 

donde 5 es un factor de normalización. 
Debido a la relación entre los módulos de la velocidad y y del momento 

p , la probabilidad de que el valor de la velocidad esté comprendido entre 
vy V -^ dv es: 

Cu^ ( l - \ \ exp {-mc^ j kT A - \ \ dv (63) 

donde C es un factor de normalización. 
La probabilidad de que la energía E: 

— me (63a) 
i;2 

de una partícula está comprendida entre E y E + dE es: 

" / ^ ^ ) ='"' ÍTF) <""' 2mc^ / '̂'"^ V kT 

multiplicada por dE, siendo D un coeficiente de normalización. 

7. LA VARIACIÓN DE LA MASA CON LA TEMPERATURA 

Como consecuencia de lo anterior, para un gas relativista de moléculas 
idénticas, la masa de una molécula es una variable aleatoria, cuyo valor me
dio teniendo en cuenta lo dicho en el parágrafo anterior, y el valor de la masa 
en movimiento: 
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m 
(64) ^ 2 2 / y2 

donde m es la masa en reposo, se obtiene multiplicando el valor de la masa 
en reposo por la función / (T) definida por: 

f v^ (I - v^/c^r'^^ exp i-mc^ / kT^\ -v^\c'^) dv 

liT)- _ = 
I i;2 ( 1 - y2/c2)-2 exp {-mc'^ / kT^\ -v^fc^) dv 

-'o 

I p^ exp(-mc^-v/l + p'^/m'^c^ / kT) dp 

/ p2 (1 -{-p'2/m^c^yi/2 exp ( -mc^x / l +P^/m'^c^ / kT) dp 
(65) 

Por tanto definido el mol por un número fijo de partículas, lá masa 
molar M (7^ es función de la temperatura absoluta, y se tiene que: 

8. LA RELACIÓN ENTRE LA DISIMETRÍA DEL ESPACIO 
Y DEL TIEMPO Y DE LOS CAMPOS ELÉCTRICO Y MAGNÉTICO 

La disimetría entre el espacio y el tiempo en la integral (1), hace que 
en las ecuaciones diferenciales que anulan la variación de dicha integral, in
tervengan las derivadas parciales de los potenciales vector y escalar agrupadas 
en seis componentes, que pueden asociarse en dos vectores espaciales tridi
mensionales, de los cuales, solamente uno es un rotacional, que es la induc
ción magnética B. Por esta causa no existen monopolos magnéticos, y si se 
descubriera la existencia de éstos, habría que abandonar las ecuaciones de 
Maxwell, y la teoría relativista aquí expuesta, por ser incompatibles con ese 
hecho físico. Esta disimetría entre electricidad y magnetismo, es consecuen
cia de la disimetría entre espacio y tiempo. 

PRINCIPIO DE D'ALEMBERT DEL MOVIMIENTO 
RELATIVISTA DE UNA CARGA ELÉCTRICA EN UN 
CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

Es: 
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. (T r -> dt q dr -^\ ^_^ 
\-m — +q£ — + :i A Bl Ôr + 

dr c dr / 
dr'^ dr c dr 

/ ^ d'^t ^ d t \ ^ 
+ {mc^ —z-qÉ'-—)bt = 0 (67) 

V dr^ dr / 

porque es cero la cantidad que hay que sumar al último paréntesis de la ante
rior, que es: 

- > . _ 7 - > 

/dr \ dr 

CONCLUSIONES 

Hemos demostrado que las ecuaciones de Maxwell son la consecuencia 
de un principio variacional en el espacio-tiempo, y que la existencia de cam
pos eléctricos y magnéticos y de cargas y corrientes eléctricas, son resultado 
de una predicción de la teoría relativista anterior. Hemos visto también cómo 
puede utilizarse un espacio tridimensional de Finsler en lugar de un espacio-
tiempo cuatridimensional, y obtenido algunos invariantes relativistas, y mos
trado que aun cuando el cociente de dividir la densidad de corriente eléctrica 
por la de carga tiene las dimensiones de una velocidad, no está sujeta a la 
limitación de ser inferior a la velocidad de la luz. Se observa cómo la masa 
de un mol de gas relativista varía con la temperatura absoluta, a través de la 
mecánica estadística relativista. 
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