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Abstract

In this paper we introduce some geometric games on a lattice and we relate these with other
well-known games.

All these games are solved using the same method. The method is based upon some transforma-
tions in the lattice and this method is applicable to other geometric games.

1. INTRODUCCION

Un juego geométrico G sobre un conjunto dado L es un juego de dos
personas

G=X,Y,M)
donde los conjuntos X, Y son subconjuntos de las partes del espacio L

XC® (L), YC® (L)

M: XxY—->R

es una funcién acotada de valores reales que se define apoydndose en la posi-
ble estructura del conjunto L.

Los conjuntos X, Y se llaman respectivamente conjuntos de las estra-
tegias de los jugadores I y II, y M recibe el nombre de funcién de pago y
representa la ganancia del jugador Iy la pérdida del jugador II.

En este trabajo L va a ser un conjunto finito y por tanto X, Y son for-
zosamente finitos.

La extension mixta

= (X%, Y* M*¥)

del juego G =(X, Y, M) esun nuevo juego en el que X*, Y* son los conjun-
tos de las distribuciones de probabilidad sobre X ¢ Y respectivamente, y para

gEX*,  peyr
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M* estd definida por

M* (E,’fl)=_[XxyM(A,B)dE dn

Nosotros representaremos las distribuciones de probabilidad sobre X
mediante la funciéon puntual de probabilidad, es decir § € X* serd una fun-
cidén no negativa

' £ X R
tal que
z A)=1.
AZx £(4)

Lo mismo diremos para n € Y*. Por ser X, Y finitos esto no representa
ninguna limitacién. Es f4cil ver que puede considerarse X C X*, Y C Y*,
y que M* es una extension de M al dominio X* x Y*, por lo que para M*
puede utilizarse la misma notacidén M sin riesgo a confusion,

M(E,n)=A§XM(A,B)E(A)n(B)
BEY

En las secciones 2 y 3 estudiaremos las transformaciones de un espacio
L y su relacidén con un juego geométrico sobre .

En la seccidén 4 estudiaremos algunos nuevos juegos definidos sobre un
reticulo rectangular, resolviéndolos utilizando los resultados obtenidos en las
secciones precedentes. También relacionaremos estos juegos con otros ya
conocidos.

2. JUEGOS RELACIONADOS CON UNA TRANSFORMACION

En el estudio de los juegos geométricos sobre un conjunto finito son
utiles ciertas transformaciones de L en si mismo.

En relaciéon con el juego geométrico

G=(X,Y,M)
sobre L haremos uso de transformaciones
T- L—~>L

que cumplan las condiciones

1. T esuna biyeccion.

2. T(X)=X, T()=Y.
3. M(TA,TB)=M (A, B) paratodo A €X, BEY.
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En primer lugar interesa extender esta transformaciéon a los conjuntos
X* Y* de las estrategias mixtas.
Dada £ € X* se define T¢ mediante

TE(A)=E(T14) paracada A €X

y evidentemente resulta ser 7§ una distribucion de probabilidad sobre X,
o sea, '

T¢EX*

La definicion de Tm para 1 € Y* es correlativa.
Ahora se tiene para todo §E€EX* ne€Y*

M (T%, Tn) =M (&, n).

En efecto, teniendo en cuenta que § y n son distribuciones de tipo dis-
creto se tiene

M (T Tm)= = TE(4) Tn (B) M (A, B)=
= Z (T AT BM A, B)=
=2 £ (T B M(T 4, T B)=

=ZEAYnBYM A, BY=M (&)

que prueba la relacion propuesta.

Supondremos en lo que sigue que nuestra transformaciéon T satisface
las condiciones anteriores. Entonces es fécil ver que para cada A C L existe
unry tal que

T4 (A)=A4
Ti(A)#A para 1 <i<ry.
Para cada A C L representaremos con A la clase de elementos
de € (L)
A={A, TA, T?A, .., T 4}

Denotaremos el cardinal de un conjunto cualquiera C por |C|. Con esto
para la clase anterior se tiene

|A|=ry

De las propiedades de la transformaciéon T se sigue que las clases ante-
riores producen sendas particionesen X, Y
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X={4,4",..}

Y={B, B',..}
Ahora definimos la funcion

M: XxY—->R

por
MA,B)=M(¢z.,np)

donde £+, ngy son distribuciones sobre X, Y concentradas uniformemente
en los conjuntos

A={A, TA, T*4, ..., T 4}
B={(B, TB, T*B, .., T"*'B}
Con estos datos podemos definir el juego
G=X,Y,M
que llamaremos juego asociado del G.
Teorema 2.1.— Supongamos se cumplen las condiciones anteriores para

la transformacion 7' de L en el juego G =(X, Y, M).
Sean &, 7 estrategias Optimas en el juego auxiliar

G:(X’ ?,M)7

formado con la notaciéon anterior.
Entonces &*, n* definidas por

1 — —
£ (A= — £ AEX
r4
1 _
n* (B)= — 7 (B) BeY
rB
son estrategias 6ptimas en el juego inicial
G=X,Y,M).
Ambos juegos G y G tienen el mismo valor.

Dewmostracion.— Sea § € X* una estrategia mixta del juego G que re-
parte uniformemente la probabilidad en las clases de X, es decir,
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EA)=E(TA)=...=£(TA7"4) paratodo 4 €X
Es fécil ver que

M (£,B)=M (Tt, TBY=M (¢, TB)=M (¢, T'B)=M (£, ng)
paratodo BEY

dondeng esla distribucion concentrada uniformemente en B.
Lucgo con la notacién del enunciado, para cualquier BE Y

ME*,B)=ME*,np)=

=2 M (4,n5) ’i EA)=EU)MA,B)=ME,B)>T
A

donde v es ¢l valor del juego.
Del mismo modo se ve que

MA,n%)<T

con lo que queda probado el Tcorema. #

3. EXISTENCIA DE VARIAS TRANSFORMACIONES

Dado eljuego G = (X, Y, M) sobre el conjunto finito L, supongamos
que tenemos las n transformaciones

T,,7,,..,T,,
T;: L—>L, i=1,2,3,..,n
quc conmutan
1,7, =T;T; i,j=1,2,..,n

y tales que para cada i se cumple
1. T;esunabiyeccion.
2. T} X=X, T; Y=Y,
3. M(T;A, T;B)=M(A4,B), A€X, BEY.
Supondremos ademds:

4. Paracada A €X (6 A €Y) existe un r;4 para el que vale

TiAT g = 4
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y para todo conjunto de nimeros
51,82, ey Sp

no todos nulos tales que

O<Si <riA
se cumple
TpTs: .. TihA+A.

Para cada A € X definamos la clase
A={C: C=TirTi2 ... TinA, paraalgin iy,i,, ..., i,}

y definicion andloga para cada B €Y.
Llamaremos también

X={4: A€X}
Y={B: BEY}
y definiremos la funcion M: X x Y > IR mediante
MA,B)=M (1, n5)

donde &7 € X*, ng € Y* son distribuciones de probabilidad concentradas
uniformemente en A y B respectivamente. _

Las clases A constituyen una particion de X,y lasBde Y.

Con estos datos se puede definir el juego auxiliar G=(X, Y, M) y del
mismo modo que en la seccidn anterior se obtiene el siguiente Teorema.

Teorema 3.1.— Sea G = (X, Y, M) un juego geométrico sobre el con-
junto finito L, donde existen las transformaciones

T,,7,,..,T,
en las condiciones antes sefialadas, y
G=(X,Y, M)
el juego auxiliar asociado a G, con las notaciones que acabamos de dar.
Si

En

son estrategias 6ptimas del juego G, entonces las estrategias £*, n* defini-
das por
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1 _ _
£ (A)= — £(A), rq = Al

Ty

1 - —
n* (B)= — n(B), rg =|B|

Tp

para A € X, BE€ Y son Optimas en el juego G y ambos juegos tienen el
mismo valor.

Demostracién.— Similar a la del Teorema 2.1. #

4. JUEGOS SOBRE RETICULOS
Sean m y n dos nimeros naturales dados. Llamaremos
L={1,2,..,n}x{1,2,..,m}

Sobre este reticulo rectangular L han sido estudiados varios juegos geo-
métricos: AG, SAG, SSG, etc.

Nosotros aqui vamos a plantear algunos juegos generales sobre este
reticulo L (la funcién de pago contendra una funcion arbitraria) de los cuales
resultardn como casos particulares los citados AG, SAG, SSG, etc.

En el reticulo L llamaremos columna L; al conjunto

L,={i}x{1,2,..,m}CL.

En los juegos sobre este conjunto L, los conjuntos X, Y serdn familias
de subconjuntos de L. Una familia especial F es la formada por las funciones

A: {1,2,..,n}~>{1,2,...,m}

Asi pues 4 € F equivale a decir que A es un subconjunto de L con un
solo elemento en cada columna de L, es decir

ANL;i=1, i=1,2,.,n

Juego general sobre reticulos (JGR)
Vamos a llamar juego general sobre reticulos (JGR) al juego

JGR=(X, Y, M)
sobre el conjunto
L=1{1,2,..,n}x{1,2,.. m}
tal que
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X={A: ACL, |A|€H, |ANL,|EH;, i=1,2,..n}
Y={B: BCL, |BI€K, |BNL;|EK, i=1,2,..,n}
M (A,B)=f(lAl, |Bl, |ANBI)

donde H, H;, K, K;, son subconjuntos de enteros dados. Las condiciones an-
teriores sobre |4 N L;|, |B N L;| pueden ser sustituidas por otras cuales-
quiera siempre que se mantengan las propiedades exigidas en la seccion 3
para las transformaciones 7; que se utilicen en L.

Y ademds

f: {0,1,2,..,nm}3 >R

es una funciéon dada.

El dominio de la funcién anterior podria reducirse a H x K x N con
un conjunto N conveniente pero, en general, esto no es necesario. También
puede incluirse aqui el caso en que M dependa s6lo de dos o de uno de los
tres cardinales |A4|, |Bi, ,A N B]|.

En el conjunto L asociado al juego general sobre reticulos (JGR) utiliza-
remos las n transformaciones

T,: L—L, s=1,2,..,n
definidas por
@G, n si i#s
T,(i,N=SG,j+1) si i=s, j<m
(s, 1) si i=s, j=m.

Estas transformaciones cumplen las condiciones sefialadas en la sec-
cion 3.

Por e¢llo se puede aplicar el Teorema 3.1 que facilita la resolucion de
este juego, si sabemos resolver el juego auxiliar asociado '

G=(X,Y,M)
siendo aqui
o 1
MA,By=M(Eq,np)= “'Z—lAng(IAI, |Bl, 1A NB|)

donde ¢ € X*, ny € Y* sondistribuciones concentradas uniformemente

en las clases A y B respectivamente.

Una vez resuelto el juego G se obtiene la solucion del JGR mediante
la aplicacion del Teorema 3.1.

Una mayor concrecion de los conjuntos X, Y del JGR =(X, Y, M) per-
mitird obtener resultados mds precisos por lo que consideraremos tres casos
especiales que llamaremos primer juego sobre reticulos (JR1), segundo juego
sobre reticulos (JR2) y juego de penetracion ponderado (JPP).


file:///A/eH
file:///B/eK

JUEGOS SOBRE RETICULOS 781

Primer juego y segundo juego sobre reticulos (JR1) y (JR2)

Sien el JGR se toma

X=F

M (A4,B)=f(IB|, |ANBI)

donde f es una funcidén dada con dominio apropiado, se obtiene el primer
juego sobre reticulos (JR1).
Si en el JGR se toma

Y=F

M (4, B)=f(l4], 14 NB)

siendo f una funcién conocida, se obtiene el segundo juego sobre reticu-
los (JR2).

Es inmediato que por las transformaciones 7; que estamos considerando
en L el conjunto F se reduce a una sola clase de estrategias, o sea, si
AEF, A=F. _

Asi pues en el juego G =(X, Y, M) asociado a

JR1=(X, Y, M) (X=F)

el conjunto X = {F} es unitario por lo que la resoluciéon del juego G se
reduce a un problema de minimo, que consiste en calcular By € Y de
modo que
— = = 1
i r;M(X B)= mln M(&p,B)= Py mBm E f(Bl, [ANB)=
1

= N
oy Azpf(lBol, A N Bo )

y la distribucion uniforme sobre F = X vy la concentrada uniformemente
sobre B, C Y son las estrategias 6ptimas para los jugadores I y II respecti-
vamente.

De un modo simétrico en el JR2 = (X, Y, M) se debe calcular un
Ay €EX tal que

1
’ n —
o mix % z f(IAI, lANB|)=

rrzéxM(A,ny)=

1
= — Z_[(4ol, 140 NBI)
m Be
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y las estrategias Optimas son, para el jugador I la concentrada uniformemente
en el conjunto 49 C X y para el jugador II la uniforme en Y.

Casos particulares del JR1 son:

El AG (ambush game) que se obtiene tomando

Y={B: BCL, |BI<s, |BNL|<k,
i=1,2,..,n, s<kn, 1Sksn}

M@A,B)=f(ANB|)
donde f estd definida por
fO=1, f@=0 para i=1.
El SAG (simple ambush game), caso particular del anterior en el que se

omite la restriccion BN L;| <k.
El SSG (simple search game) que se obtiene con

Y={B: BCL, |B|>=s}
M(A,B)=f(lANBJ)

donde f esta definida por
f(0)=0, fO=1 para i=1.
El MSG (multiple search game) que resulta con

Y={B: BCL, |B|=s}
M(A,B)=14ANB|
es decir
r=i, i=0,1,2,.., n

Son casos particulares del JR2:
El CG (concealment game) en el que

X={A: ACL}
M (A, B)=f(lAl, |ANBI)
donde
. .._yi sij=0
FEN=00 i j+o.

El CMAG (compound multiple ambush game) que se obtiene tomando
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X=1{A: ACL, |A|<s, |ANL;|<k}
M(A,B)=|ANB|.

El MAG (multiple ambush game) es el caso particular del anterior en
elque k=m.
El VMSG (variant of the multiple search game) para el que

X=1{4: ACL, t<|A|<s)
M(A,B)=a|A|—b|ANB| a,bER.

Todos estos casos particulares pueden verse tratados de modo individual
en la obra de Ruckle (1983), pudiéndose obtener por el método expuesto
anteriormente los resultados alli conseguidos para cada uno de dichos juegos.

Juego de penetracion ponderado (JPP)

La tercera clase citada de juegos que se obtiene a partir del JGR es el
juego de penetracién ponderado (JPP) que exponemos a continuacion.

Para cada entero positivo # llamaremos F, al conjunto de las funciones
de la forma :

A {1,2,...,h}—{1,2, .., m}.
En el juego de penetraciéon ponderado

JPP=(X,Y, M)

n
X=UF
h=1 h

Y={B: BCL, |B|<s, |[BNL;|<k}
(k<m, s<kn)

y la funcion de pago se define por
M (A, B)=f(|A]) {4, B)
donde fes una funcién positiva y

1 si ANB=¢

A, By=
“UB=00 § anB#g

Para resolver este juego tendremos en cuenta que el conjunto
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Q={B: BEY, |B|=s}

es una clase completa.
Para aplicar el Teorema 3.1 al juego JPP y segin lo anterior hay que
résolver el juego auxiliar

G=X,0,M
donde
X:{F15F2a "an} Q={F }BI=S}
_ _ 1
M Fy,B)y=M(¢R,,B)= Py AEEFhf(lAI)<A,B>=

h
=Jrfmnum—M=g@ﬂ)
m 1

donde hemos utilizado las notaciones

Sllele‘! i=1,2,...,n
0<s; <k, Sy +8, .. +s, =8

S=(851,52, ey Sy)

Para dar la soluciéon de este juego definiremos S® y 4, mediante las
condiciones

SO =(s9,59, ..., 59)

con
k 1<i<p
s9=9r i=p+1
0 i>p+1
donde
p = [s/k], r=s—pk
y
—_ k"
fM)Q%?¥~ si h<p
=g, S°=
gh)y=g,S®% (m — k)P (m — 1) .
fh) — i si A>p
g (hy)= max g(h)
1< h<n
y

By={i,)): 1 <j<k, para i<p, 1<j<r para i=p+1}
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Teorema 4.1.— En el juego JPP con las notaciones precedentes una es-
trategia Optima para el jugador I es la distribucidon concentrada uniforme-
mente en £ y para el jugador II la distribucion concentrada uniformemente

en la clase By, siendo el valor del juego g (%,).

Demostracion.— Segun las consideraciones anteriores debemos probar
que (Fy,, Bo) esun punto de silla de M lo que equivale a probar que

g(h,S°)<g(ho,S°)<g(ho,S)
paratodo 2y S.
El lado izquierdo de estas relaciones esti asegurado por la defini-
cion de hg.
Para el lado derecho se tiene, incluso para todo #, que
g(h,8)=g*h,S%).
En efecto, es evidente que
h
I (m —s;) = (m — k)
1
que aplicaremos si 2 < p, mientras que si 2 > p recordando que un pro-
ducto de enteros de la forma

m —sj, (Si<k)> S1 +S2+...+Sn =S

es minimo cuando aparecen s; =Kk el mayor nimero posible de veces, lo que
equivale a decir S =59, se tiene

h 1 n
I on—s;) > — III(m—s,-)>
1 n
II m
h+1
—_ k¥ _ -p-1 — kP (m—
> (m— kY (m —rym" > (m—kP (m—r)
mn—h mp+l
que prueba que
fy
g(h,$)= "5~ (m —s)>g (h, S°)
segin se deseaba. #

Casos particulares del JPP son:
El MPG (modified penetration game), se obtiene considerando la
funcion
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fh)=h, h=1,2,..,n.

El PG (penetration game), se obtiene del anterior MPG tomando &k =m.
El VCG (variant of the concealment game) que se obtiene a partir del
MPG tomando

lo que equivale a tomar
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