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Abstract

We define a convolution on V&, provided 4 is a Banach algebra. The space of multipliers of
V/i is characterized for Banach algebras 4 with bounded sequential approximate identity and some
questions about idempotent elements and the spectrum of these algebras are studied in the case
A=cop.

Resumen

Sobre los espacios Vg de medidas vectoriales con valores en un dlgebra 4 se define la convolu-
cién por dos procedimientos distintos. Se estudian los multiplicadores del dlgebra Vfi cuando 4 tiene
unidad aproximada acotada secuencial y se resuelven algunas cuestiones relativas a los elementos idem-
potentes y espectros en el caso de A =¢,.

1. INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es el estudio de los espacios V4 de medidas
de p-variacién acotada sobre un grupo compacto G y con valores en un
dlgebra de Banach conmutativa 4.

Estos espacios, considerados valorados en un espacio de Banach, han
sido estudiados por diferentes autores y en distintos contextos. Son un susti-
tuto de los espacios de Bochner-Lebesgue L5 (G) en distintos casos. Asi
por ejemplo:

+

(Lﬁ (G)H* = Vp'* con =1 y 1 <[7 < oo

RS
pl

= |-

(ver [6]), V4 son los valores frontera de las funciones en k% (D) (ver [3]),
aparecen como espacios de multiplicadores (ver [5]), ... Estos espacios apare-
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cen por primera vez en [4] en el caso de funciones real-valuadas y son estu-
diadas posteriormente por Leader [12] en el caso real y Dinculeanu [7] en el
caso vectorial.

Supuesto que A es un dlgebra de Banach, nosotros intentaremos dotar
de un producto al espacio VZ de modo que lo convierta en dlgebra de
Banach y esto se hard por dos caminos diferentes.

A continuacién estudiaremos para estos espacios algunos de los tdpicos
clasicos de la teoria de Algebras de Banach, como son el estudio de los mul-
tiplicadores y el estudio del espectro.

Aunque los espacios V§ estdn obviamente contenidos en My, siendo
M, las medidas regulares de variacion acotada y My es dlgebra de Banach
(ver [15]), nosotros introduciremos sobre ellos una convolucion directamen-
te, ya que el espacio ¥}, que definiremos a continuacién, es un espacio de
trabajo mds sencillo y la convolucidén en este Gltimo es sencilla de definir.

En lo que sigue A serd un dlgebra de Banach conmutativa, G un grupo
compacto con medida de Haar m.

Recordemos las definiciones de los espacios V4 .

Definiciones 1

— Si 1 <p <o, V§ eselespacio de medidas aditivas u: B (G) > A4

tales que
e (B)IIP )””
- = z — < +oo .1

Hlp Sgp(EEn m (EY ! (.h

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de G.

— Para p =1, V}i es el espacio de medidas contablemente aditivas
u: @B (G)—~ A, absolutamente continuas respecto de m y de variacion aco-
tada, dotado de la norma |u|; = |1l (G).

— Para p =9, Vj es el espaci~ de medidas finitamente aditivas tales
que existe C> 0 de modo que |l (£)||< Cm (E) para todo E € &8 (G).
La norma en este espacio es

lul_=inf {C: lln (E)I < Cm (E) ¥ EEJBG)L (1.2)

Recordemos que en los casos 1 < p< oo las medidas en estos espacios
son necesariamente contablemente aditivas y absolutamente continuas y que
V4 (1 < p < o) son espacios de Banach con sus normas respectivas [7].

Es sencillo verificar la relacion siguiente entre éstos

VeCviCvlCvlCmy (1<p<q<oo) (1.3)
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donde por M4 :denotamos las medidas regulares sobre G y de variacién
acotada.

Expondremos en forma de proposicion algunos de los resultados que
utilizamos sobre estos espacios.

Proposicién 1.— [2]. Sea 1 < p <o  Si pn € V] entonces existe
gEL? (G) tal que

&= [ gmdn  VECB©) (1.3)
Y
lulp =llgllp. (1.4)
Proposicion 2.— [2]. Sea 1 < p < oo,
Lfl G VY isométricamente. (1.5)
L (G)=V§
si y s6lo si A tiene la propiedad de Radon-Nikodym. (1.6)

Para poner de manifiesto las diferencias entre L/I1 y V/} demostraremos
la siguiente proposicion, donde G=T= {z: |z|=1}.

Proposicién 3.— Una medida p € V7, siy solo si existe una sucesion
de funciones {f,},ez en L' (T) y una funcién positiva f€ L' (T) ta-
les que :

D 1, OIS<f(x) ae
2) fn(m)IT 0 vmez

y con

w®= ([ 5 war)

Demostracion.— Sea u € Vclo y consideremos u, la medida que resulta
de componer con el funcional coordenada n-¢sima. Obviamente u,, es una
medida absolutamente continua y de variacion acotada y entonces el teore-
ma de RadonNikodym asegura que existe f,, €L! (T) tal que

My, (E)=fEf,, () dt VYEE B(). (L.7)
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Andlogamente || es también absolutamente continua y de variacién acotada
y de ahi que existe g=>0, g € L' (T) tal que 3

]#](E)=[Eg(t)dl‘ VEE B (T) (1.8)
Al ser obviamente [, | (E) < |u| (E) ¥V E se tiene de modo sencillo que

Ifn OI<g @ t-a.e. (1.9)

Para demostrar (2) tengamos en cuenta que

J, o wae > 0

|nl->oo

pues M (E)E ¢y y por tanto para toda funcién simple s,

Jos @ @a

converge a cero. El teorema de Egoroff nos permite demostrar de forma sen-
cilla que

J et @

converge a cero para toda g continua, ya que dada g € C(T) y dado €> 0,
existen E€ & (T) con m (E)< e yssimple tal que Is(®) —g (DI <e
Y t€& E. Asipues

UTfng

<clf, +UT fos

<|[ me-o|+|[ ]+ [ he<

+ fE"fn" " sup 1g ()|

El segundo sumando puede hacerce “pequefio” para n suficientemente
“grande” y el tercer sumando al ser f, € L' (T) tiende a cero si M (E)
tiende a cero.

Tomando g () =e se obtiene la implicacion directa. Para ver el
reciproco, es obvio comprobar que

—imt

vy= ([ fwar)

es una medida con valores en 17. Para ver que el rango de i estd contenido
en cg, tengamos en cuenta que de ser
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f,,(m)l—> 0 Vmez

- oo

Ifn OIS<f(t) ae.

se deduce de modo simple que ¥ g& C (T)

[ewnwar > o
T

Ahora el teorema de Lusin junto con el argumento de aproximacién
similar al anterior nos conduce a probar que

o ={f fu a1} _

converge a cero si |n| —> oo,
El hecho de ser una medida de variacidén acotada y absolutamente conti-
nua se desprende de la acotacion |fy ()| <f(¢) a.e. #

Esta proposicién pone de manifiesto las diferencias entre L, vy Ve
puesto que una funcién f € Lclo (T) si f se corresponde con una sucesion
(fa nen con fy €LY (T), tales que

(D) I @I<g @) rae.

(2) fa (m) - 0 uniformemente en m € Z.

In |-+

Donde g (¢) = sup |fy (1) EL(T) y (2) esdebido a que f,; (x) >0 x-a.e.
luego teT

n x)p(x)=>0 x-ae. ¥V lolle < 1.
Como |Ify () ¢ ()| < g (¢) t-a.e. uniformemente l¢ll. <1 entonces

fom) » 0

|7 |+

uniformemente en m.

2. DEFINICION DE LA CONVOLUCION EN VZ
Método 1

Dada ME€EMg y fE€ Cq (G) esclaro que tiene sentido la integracion
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| r@du@=tim = roq) n &) @D

donde x; € E;, E; son una particion de G y el limite se toma cuando el
didmetro de la particion tiende a cero.
El limite en (2.1) existe por las condiciones sobre fy u y ser A un

dlgebra de Banach.
Observemos que si estamos con medidas no sélo en My sino en V}

podemos obtener el siguiente lema.

Lemal.—SiveEV] y E€E &B(G) entoncessi E—s={x: x +sEE}
la funcion s - » (E — s) esuna funcién continua.

Demostracién.— Utilizando la proposicion 1 existe g € L! (G) tal que

lv (E—5)—v(E-sHIl=
=y (E-s)\(E —s5) —v (E —sH)\(E —s)HI<
SIWIHE -—I\NE =N+ V| [(E—sH\(E -9 <

<PIE-9AE-5= | 20 dm @)

E-s)A(E—s
Al ser
m((E-s)\(E—-s") > 0
§=S
y v
m((E = s)\(E ) > 0
S
entonces

v(E—5s) —>,V(E—S').

§s

Definicion 2. Dada n €My, y v € V4 definimos
v u(E)= fG v (E — ) du (5). 2.2)

Estd bien definida por el lema | y obviamente es finitamente aditiva.
Comprobemos que es regular y serd entonces contablemente aditiva [8].
Al inspeccionar (2.2) y (2.1), es claro que

Iy u (B)] <[G VI (E - 5)d 11 (5)

y por tanto
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IIV*M(E)I|</G (ng(t—s)dm’(t))dlul(s)<
<[ ([se-9dwie)ann=

= [ (ul <9y @y am . 2.3)

Al ser |u| = g una funcion en L' (G) es claro que v * i esregular y de
variacién acotada.
Veamos qué propiedades se mantienen al convolucionar.

Proposicion 3.— Si M €My y vEVE con 1 <p < entonces
wxvEVY. Ademds |ux v, <|uly [v],.

Demostracion.— Por (1.3) se tiene que
s w @I [ g 1) () dm ()

y asi tendremos, para cada particibonmde Gy 1 <p <oo,

( z v s nEYIP )Up =( 3 ( v+ u (B )P )1’1’
E€x  m(EYT! Eer \ m (E)'P

@l
=sor{ 2 B el B il <1} <

<sgp{j; (Eg" —n—i%ll-;[r XE) (g= D) @) dm @) : EEW 1BeIP' < 1}<

< g fullly, < lgly - luly =12lp - nly

Los casos p =1, p =2 se hacen de forma similar.

Corolario 1.—

a) Para 1 < p < oo, V,ﬁ’ son dlgebras de Banach con la convolucion.
b) V}f es un ideal en M4 para cualquier 1 <p < o,
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Método 2

Introduciremos, ahora, una convoluciéon en V,‘Z de un modo distinto.
Para ello usaremos la teoria de operadores.

Dinculeanu en [7] encontré una formulacion equivalente del espacio V4
en términos de operadores, demostrando la isometria existente entre V4 y

% (IP' (G), A), + — =1,

1
pl

T |-

donde® ¥ (L”' (G), A) denota el espacio de los operadoresen L (L”' (@), A)
tales que

Ty =sup {Z la;| * IT X)) 12 aiX g llpr < 13 <Aoo, 2.4
La isometria viene dada graciasa M (E)=T (Xg) para cada E € B (G).

Por otro lado, puede verse en [1] un procedimiento para definir una convo-
lucion entre ciertos tipos de operadores como sigue:

Definicion 3.— Para 1 <p' <oo,
Si REL IP G),A) y KEL (Cyq (G), A) podemos definir
K#R: LP' (G)~> A dado por:
K+R(Y)=K(gy) (2.5)
donde g, csla funcion dada por
gy ()=R (¥5) con Ys(O)=y(s—1) (2.6)
como s— Y es continua se deduce que gy, lo es también. #
Vamos a abordar la definiciéon de convolucidén entre medidas.
Sean YEV con 1 <p<ooy nEMy.

Consideremos T, € & (Lp' (G), A) el operador asociado a ¥ por la
isometria de Dinculeanuy sea K,: C4 (G) > A dado por

Ky (g)=fG g (¢) du (1)

segun (2.1). .
Claramente K, * T, €L (LP (G), A).

Proposicion 4.— En las condiciones anteriores K, + T, E%(Lp' (G),A) y

WK, * T, llp < 1vlp - Iuly. 2.7
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Demostracion.— Por la proposicion 1,

v (E)=fE g (t)dm (1) con g€L (G)
y por tanto
[v] (E—s)=fE g (t —s)dm,
asi pues, dada
n
I = oXg Il <1,
i=1 p
se tiene

o1&, = T, 0l = 2 eyl | [ v an o], <

™M=

i

1

z
1

< .

n
i=

™ [Gnv(E,-—s)nA cd |l (5) =

=,-;%1 el o (fEl.gO—s)dm ) d lul ()=

=z el fEig* Ll () dm (1) <

Slg ully <Tuly - lglp = 1uly - vlp. #

Nota.— Enelcaso p =1 puede hacerse un proceso andlogo teniendo en
cuentaque puEMy siysoélosi T,: C(G) > A definido por

Ty = [V dus)

es absolutamente sumante (ver [6]).

3. MULTIPLICADORES Y ESPECTRO PARA V,

Es conocida la siguiente caracterizacion de los multiplicadores del 4l-
gebra L} (G) (ver [13]).

Si A es un dlgebra conmutativa con unidad aproximada acotada se-
cuencial entonces

Mul (L) (G)) = Mwui (4) 3.1
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Usando (1.6) tenemos que en caso de que A tenga la propiedad de Radon-
Nikodym se verifica que

Mul (V4 ) =My 4 -

Este altimo resultado es el que perseguimos en caso de que A sea cualquie-
ra con las condiciones precedentes, tanto si tiene la propiedad de Radon-
Nikodym como si no la tiene. Para ello daremos el siguiente

Lema 2.— Sean A, B dlgebras de Banach conmutativas y A con u.a.a. Si
A < B < Mul (A) entonces Mul (B) es isométrico a Mul (4) (donde
A < B indica que A es ideal en B y estd contenida isométricamente en B).

Demostracion.— Sea ¢: Mul (B) > Mul (4)
T —¢(M=Tls

Estd bien definida. En efecto, como T es un multiplicador y A tiene
u.a.a. el teorema de factorizacion de Cohen asegura que Ar=4 y por tanto
T(A)=T (A*)=A T (A) y como A es ideal en B se tiene que T (4) C A.
Es claro que ¢ es homomorfismo de dlgebras, inyectivo y continuo siendo

1714 v ay = 1T Nl (8

Estudiemos la suprayectividad. Dado S € Mul (4) consideremos el multi-
plicador

¢s: Mul (4) > Mul (4)
T - ST
y pensemos en
dsjp =5

Es claro que S € Mul (B) pues B es ideal en Mul (4), y ademds ¢ (S) =
=S pues S|y =S.

Teniendo en cuenta que ¢ es inyectiva se observa que dado T € Mul (B)
y Tly =S entonces S=T, luego

I T llpa () = 1S v B = i bﬁgg . 1Sbllp <

= sup ||S'b“Mu1 ) <”S”Mul (A)=”T|A “Mul Ay
"b"Mul 4 <1

Proposicion 5.— Si A es un dlgebra conmutativa con u.a.a. secuencial
entonces

Mul (V) = My (4)- 3.2)
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Demostracion.— Se basa en el lema anterior junto con (3.1) ya que
Ly <V} <My <M -
Por ser L} (G)=L' (G) <§,, A es conocido de forma sencilla que [14]
Spec (L) (G))=T® Spec (4),

dondeI' es el grupo dual de G.

La pregunta que nos formulamos es saber si Spec (Vj ) coincide con el
Spec (L} (G)) o no.

Es claro que Spec (L} (G)) C Spec (V4 ), pero en general, el contenido
es estricto.

Proposicion 6.— Sea G=T y A=cy
Spec (L&, (T) & Spec (V)

Demostraciéon.— Consideremos u: & (T) = Co
E - {Xg Mhez

donde 3(5 denota la transformada de Fourier de Xg.
Es una comprobacion que M € V},. Ademiés K no es representable por

una fen L&, (T) pues 16 ()lleg =1, ¥ n €Z. -
Teniendo en cuenta que

R (E)= ( fE g int dt)nez

un célculo simple prueba que M es idempotente. En efecto,

@@= [ wE-ao=([ ([, ma)ma) -

= Xp_ o (1) s dtds) )
(foT £ (D)e nez

Con el cambio
t+s=u
s=v
se obtiene que u * u (E) = u (E) para todo E € &8 (T). Ahora bien, si
Spec (V) =Spec (L},) entonces V7, /L¢, (T) esun algebra radical.
Por consiguiente
N+ LI ™ =lI(u + L3 I
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converge a 1, que es una contradiccion.

En la demostracion hemos utilizado que cierta medida es idempotente,
ahora daremos un resultado general que nos permite encontrar idempotentes
denormalen Vi con 1<p<2.

Proposicion 7.— Sea 1 <p<2 y p€ Vfo u es idempotente con

lul, =1 si y sélo si existen dos sucesiones {fe,yc{o, 1} vy {m}CZ
donde card {n: m, =k} es finito para todo k €Z y

u(E)= (] e, en! dt)
E nelZz
para todo E € B (T).

Demostracion.— Dado u € Vfo por la prop. 3, §2 tenemos

wwvgamm

con A
W< f ae y fo(m) - 0

[n|e

para cada m € Z. Como
w®=[ rma vy pev

entonces f€ LP (T) y por tanto f, € LP (T).
Alser pu * u=p entonces u, * M, =u, y deaqui f, *f, =f, se

deduce, pues, tomando los coeficientes de Fourier de f, que f, (m) =
=€,m €1{0,1}. Como

fo (M) =0
lml-)oo
se tiene que I M, tal que
My .
o= 2 Eym et (2.3)
=—Mn

Ahora bien, como |ul, =Ifll, entonces I, ll, <Ifl, =1. Por otro lado,
alser f, €LP, 1 <p <2, entonces (f, (m)),, ez €17 y asi

My, S \P
(E el ) <1

m=1
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y consecuentemente €,,, =0 salvo para a lo mds un valor de m, llamémos-
le m,. Asi construimos m,; y €, donde €, =1 siexiste algin my; con

J/‘; (my) =1y g, =0 si f, =0.
Asf hemos probado que

u(E)= (fE £n eMn! dt) ey
n

El hecho de no existir un namero infinito de my que coinciden se
A
debe a que en ese caso fy (k)=1 para un namero infinito de valores de n 'y

fu ()P 0.

Para ver el reciproco, obsérvese que una medida dada por

u, (E)= /E £, emnt dt

es tal que
Mn (E) | ~> 0

nl-)oo

ya que la transformada de Fourier 5(\5 (my,) —~> 0 pues m, debe ser una sub-
sucesion no acotada de Z por las hipotesis.

Es inmediato verificar que © € V& pues realmente u € V5 al ser
lul (E)<m (E), ¥ EEZ(T). #

Observaciones.— De (1.3) se.deduce que si p > 2 entonces VB C VA y
por tanto ¢l teorema anterior es aplicable a medidas 4 € V& con 1 <p oo

con |lull, =1. Por otro lado la restriccion de ser de norma 1, puede quitarse
observando la demostracion, obteniendo entonces un resultado similar.

Reconocimientos.— Queremos agradecer al profesor J. Galé Gimeno sus
utiles sugerencias.
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