
Densidad de la transversalîdad en multijets 
de variedades con borde anguloso 

Por JUAN MARGALEF ROIG Y ENRIQUE OUTERELO DOMÍNGUEZ 

Presentado por el académico numerario D. José J. Et ayo 

Recibido: 27 octubre 1986 

Resumen 

Se introducen los multijets en variedades con borde anguloso, se define una noción de transver-

salidad, para este tipo de variedades, que no coincide con la definición clásica, se define la noción de 

subvariedad fuertemente bien situada y se prueba un teorema de densidad de la transversalidad en mul

tijets ( { / e C^ iX,X') I 0'^f)^^\^ Y} es residual en C^ (X, X') con la topología de Whitney, donde 

Y es una subvariedad fuertemente bien situada de J {X, X'p O-

Como aplicación de dicho teorema se pruebanlos teoremas sobre la densidad de las inmersio

nes, que en particular dan los teoremas de inmersiones de variedades con borde anguloso en espacios 

euclídeos. 

1. INTRODUCCIÓN 

Sean X, X' variedades paracompactas y Hausdorff de clase p (p E 
E NU {oo}) con borde anguloso y modeladas sobre espacios de Banach 
reales, y kGNU{0} con k<p. (Para notaciones véase [3]). 

Consideramos el conjunto G^ (X, X') = {(x, f)/xEX y / es una 
aplicación de clase p definida sobre un entorno de x y con valores en X'}. 
Entonces la relación binaria (x,/) Rk {x\f) si y sólo ú x=x y las locali-
zaciones d e / y / ' tienen las mismas diferenciales hasta el orden k en x, es una 
relación de equivalencia en G^ (Z, X') y el conjunto cociente G^ (Z, 
X') I Rk se designa por / ^ (X, X'). Para cada {xj) G G^ (Z, Z')^la clase 
de equivalencia correspondiente se designa por [(x,/)] ó fx if)- (jx (f) QS 
el fc-jet d e / e n x ) . 

Se tienen las aplicaciones 

s: J^ {X,r)^X, sQÍ(f))=x 

b: j'iX,r)-^X\ e ( / í c f ) ) = / ( x ) , 

llamadas origen y final respectivamente. 
Designamos por T^^^ la única topología en / ^ (X, X') tal que para 

toda c = (U, * , (E, A)) carta de Z y toda c' = (U', * ' , (E', A')) carta de 
X', J^ {U, U') G r(*^ y la aplicación 
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TT?': J^ (U, U')^ExE'x£ {E, E') x ... x 4 (£, E') 

definida por 

es un homeomorfismo de / (í/, U') sobre su imagen, cuando se considera 
en / (f/, U') la topología T^ ^ restringida. («£? (£, E') designa el espacio de 
Banach real de las aplicaciones r-lineales simétricas y continuas de E en E'). 

Si aX' = 0, 

TT̂ ' (/^ (f/, í/')) = ^ (í/) X ^ ' {U') X £ (^, ^') X ... X 4^ (^, E') 

y / (X, X') es una variedad diferenciable de clase p-k. 
Si 

j^: CP {X,X')-^C{XJHX.X')) 

es la aplicación definida por /^ (/) (x) = / ^ (/), designamos por T /̂ (p, A:) 
a la topología en C^ {X, X') imagen inversa por/^ de la topología fuerte o 
de las gráficas, r ^ \ en C (Z, J^ (Z, X')) definida por la topología de X y 
la topología T^^^ en J^ {X, X') {A T^ ip, k) se le llama topología de 
Whitney de orden k en C^ (X, X')). La topología T^; (p, k) tiene una base 
formada por el conjunto {M (U) / UE T^^^}, donde 

M(U)={fecp (X,x')ij^ (f)(X) c u}. 

Una aplicación / : X -> X' se dice que es una inmersión de clase p, si 
/ es de clase p y para todo x GX existe c = (U, ^ , (E, A)) carta de X cen
trada en X ( ^ (jc) = 0) y existe c' = {U\ ^ ' , (£", A')) carta de X' centrada 
en x' - f {x) {^' {x') - 0) tales que E es un subespacio lineal cerrado de 
£*' admitiendo un suplementario algebraico cerrado en £*', f {U) C U\ 
^ (f/) C ^ ' ( [ / ' ) y ^'f^-^ es la inclusión de ^ {U) e n * ' ( í / ' ) . El con
junto de inmersiones de clase p de X en X' se designará por InP (X, X'). El 
conjunto de inmersiones de clase p inyectivas de X en X' se designará por 
( /«Oinyect . (X,r ) . 

Una aplicación / : X -» X' es una inmersión difeomórfica de clase p si 
es una inmersión de clase p y homeomorfismo sobre la imagen. Al conjunto 
de inmersiones difeomórficas cerradas de clase p de X en X' se le designa por 
(/n^)dife.cerr. iX, X'). Finalmente el conjunto de apHcaciones de clase p 
propias de X en X' se le designa por Prop.^ (X, X'). 

Se dice que X" C X' es una subvariedad de clase p de X' si para todo 
x' E X" existe c = (l}\ "^^ {E\ A')) carta de X' centrada en x" y existe 
(£"', A'') con E" subespacio Hneal cerrado de £"' admitiendo un suplementa
rio algebraico cerrado, y A" conjunto finito de £ {E!\ R) linealmente in
dependiente tales que 

y 

^' (u' nx") = ^'{U')nEA^'. 
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Una subvariedad de clase p, X'\ de X' se dice que está bien situada si 
9X" = X" n dX' y se dice que está fuertemente bien situada si está bien 
situada y para todo x" EBjç (X') nX" se verifica que 

T,^a' = T,nBk{X') + T,nX". 

La noción de transversalidad que se adopta es la siguiente: "Sea /una 
aplicación de clase p de X en X', X" una subvariedad de clase p de X' y 
X E f^ (X") con ind (x) = A: > 0. Se dice que /es transversal a X" en x, y 
se escribe f^^X", si 

7>0c)Z' = im T, (f 15,;,) + 7>ec)/ (^/(x)^") 

admite suplementario topológico en T^Bj^X, donde /: X"*-->Z' y B]^X = 
^{x^X lmá{x)=k}r 

Si f'fSxX" se cumple que: 

Tf(x)X' = im (Txf) + Tf(x)j {Tf(x)X") 

(TxfVHTf^x)} (Tf^x)X")) 

admite suplementario topológico en TxX lo que constituye la definición 
clásica de transversalidad. Cuando x E int X, las dos definiciones son 
equivalentes. 

Sin embargo las dos definiciones precedentes de transversalidad no son 
equivalentes ni siquiera en dimensión finita. Considérese por ejemplo f(t) = 
= (/, O de {teR/t>0} en {(x, y) ER'^ / x>0} y la subvariedad deter
minada por X > O, j^ = O (véase [1 ]). En [1 ] se ha probado: Sea / : X -->X' 
una aplicación de clase p y X" una subvariedad de clase p y bien situada 
de X\ Supongamos que / es transversal a X". Entonces /"^ (X") es una 
subvariedad de clase p de X bien situada y para todo x E/"^ (X"), 

Este resultado no es cierto con la definición clásica de transversalidad en 
variedades con borde anguloso. 

En [2] se ha probado el siguiente teorema: 

Teorema 0.— Sean X, X' variedades de clase p (p E NU {^}), Haus-
dorff, segundo axioma de numerabilidad con dim X = n, dim X' = n' y 
3X' = 0 (n,n'EN). Sea rGNU{0} con r<p y sea F una subvariedad de 
clase p — r de J^ (X, X') con codimensión fija y fuertemente bien situada. 

Sea s EN con 5 < p — r y p — r — \ >n — cod (Y), Entonces 

T^ = {gECPiX,r)/r(g)físY} 

es residual y por tanto denso en C^ (X, X') con la topología T^, (p, r + s). 
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2. DENSIDAD DE LA TRANSVERSALIDAD EN MULTIJETS 

Sean X, X' variedades diferenciales de clase p ENU {©O}, paracompac-
tas Hausdorff modeladas sobre espacios de Banach reales, y sea t EÍN — {1}. 
Se define 

X'=XxlxX 

X^'^ = {(X2,...,X,)eX' /Xt^Xj,l < / < / < t } . 

Entonces 
X' - X^'^ = U (p,y)-i (A) 

l<i<j<t 

por tanto X es un abierto de JST̂  
Sea k^NU{0} con k<p y s: J^ iX,X')-^X la aplicación origen. 

Se considera 

s'=sx!lxs : / ^ ( Z , Z y - > Z ' . 

Entonces a J^ (X, X*)^^^ = (Z)"^ (X^^^) se le llama espacio de /c:-multijets y 
puesto que X^^^ es abierto, se tiene que / ^ (X, X')^^^ es abierto de 
/ " (Z, Xy y por tanto, si dX' = 0, es una subvariedad abierta de 
j ^ (x,x'y. 

Sea / : X -^ X' una aplicación diferenciable de clase p. Entonces se 
tiene la aplicación 

çjk^it). x^'^-^j^(x,rf^ 
definida por 

Es claro que si dX' = 0, Q'^f)^^^ es de clase p — k. 

Lema 1.— Sean X, X' variedades diferenciables de clase p G NU {c»}, 
Hausdorff, cumpliendo el segundo axioma de numerabilidad, X pura de 
dimensión my X' pura de dimensión m'. 
_ Sea Y una subvariedad de clase p de Z' e FQ un abierto de Y tal que 
YQ es compacto y YQ C Y. Entonces si k ENU {0} con k<,p se tiene 
que G- {g G C^ (X, X') / para todo xEX con g (x) E YQ se verifica que 
Tg..X = im Txg + Tg.. Y} es abierto de C^ (X, X') con la topología 
Tw (P, k). 

Demostración.- Sea U= {j\fEJ^ (Z, X') I f{x)^YQ ó / ( x ) G FQ 
y Tf(x)X' = im 3";^/+ r/(;c)^}- Sea {/„ / n EN} una sucesión de elementos 

de / ^ (X, X') - U=C que converge a /o en / ^ (X, X') con la topología 
T^^\ Sean XQ=S (/O), ^ó = 6 (/o), -̂ /Í =̂ 5 (/«) Y -̂ ^ =b(Jn) para todo 
n EN. Por la continuidad de ^ y è, se tiene que 
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Xçy=limXn y XQ =limXn. 

Por otra parte, para todo n GN, 

. x;,eYo y T,'J'¥^imT,^(}\) + T,'J, 

Así XQ G FQ. 

Sean /o = [(^o,/o)]» ^ = (f̂ , ^, í^ '" , A)) carta de X centrada en x^, 
^ ( ^ o ) = 0 , con UCdomifo) Y x'= (U\ ip^iR'^'^M)) carta de Z'adapta
da a F en x¿ mediante (E\ A'), es decir 

tal que /o (U) C U'. Se considera la aplicación HQ definida por: 

donde E" es suplementario de E' en R^\ 6 (x, y)=x + y y P2 (x,y)=y. 
Sea [(Xn,fn)] - in P^ra todo nGN. Como límx„ =Xo y límx¿ = 

= XQ, existe /ÎQ ^ ^ tal que para todo n>nQ, x^ GU y x'^ EU', Luego 
para todo n^riQ existe V^ abierto de ^(U) con 

^(x^)eV,, / „ ^ - i ( F j C C / ' y ^-1 (F^)C domCfJ; 

lo que permite construir h^ como sigue: 

*^~1 fv, <p' Í" I B-^ Po 

hn' K^ ^-' (V^)-^ U' -^^' (U')^R'^ ^ E'xE" -ÍE". 

La condición Tx'^X' i= im Tx^ (jn) + T^x^jY implica que Dhn (<p(x„)) 

no es suprayectiva y como {h: R^ -^E"lh es lineal y sobre} es un abierto 
de £(R'^,E") se tiene que 

Dho ((p (Xo)) = lim Dhn (^ (x„ )) 

no es sobre. Como consecuencia se prueba sin dificultad que 

Tx'oX'^imTxoO'o) + Tx'oY y Jo^C. 

Luego C es cerrado y Í7 es abierto de / ^ (X, X') con la topología T^^\ de 
donde M (U)= {fEC^ (X, X') / j^f {X) C U) es abierto de C^ {X, X') 
con la topología T\^ {p,k). Por último G=M(U). 

Teorema 2.— Sean X, Z ' variedades diferenciables de clase p ENU {©o}, 
Hausdorff, cumpliendo el segundo axioma de numerabilidad, X pura de 
dimensión ny X' pura de dimensión n con 3X' = <¡>. 
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Sean t GN - {1}. r GNU {0} con r<p, 7 una subvariedad de clase 
p — r de Z'' {X, X'f^^ de codimensión fija y fuertemente bien situada y 
s EN con s < p - r, p - r - \>nt - cod (V). Entonces T (F, r, t, s) = 
= {f e CP (X, X') I {j'ff^ ^Y} es residual, y por tanto denso, en 
C^ {X^X') con la topología T^; (p, s + r). 

Demostración.— Como Y es subvariedad de clase p ~ r àt J^ {X, 
X'f\ y por tanto de J' (X, X'Y, Y= G n C donde G es un abierto de 
J^ (X, X')̂ ^^ y C es cerrado de J^ (X, X')̂ ^^ con la topología inducida por la 
producto,/" veces, de la T^^\ 

Para cada y = (yi, ..., yt) e Y C r (X, X'f\ como J' (X, X')̂ ^^ es 
regular, existe V-^ entorno abierto de y en J^ (X, X')̂ ^^ tal que W d G y 
el cierre está tomado en /'^_(X, X')^^\ Así F^ n r = F^ es un abierto de 
Y que contiene a y tal que Fy C G Pi C= 7, donde Yy es la adherencia de 
Yy en J^ {X, X')^^\ Además tomando V^ suficientemente pequeño se 
puede suponer que: 

a) Yy es compacto y por tanto cerrado en J^ (X, X')^ 
b) Existen Cy^ = (Uy^,^y^, (R'', Ay^)), ..., Cy^==iUy^,^ytAR'',^yt)) 

cartas de_X centradas en s (ji), ..., s (jt) respectivamente con 
Uy^, .,., Uy^ compactos y disjuntos dos a dos y ^y^ (Uy^), ..., 

^yt ^^yt^ acotados y existen Cy^ = {Uy^, ^y^, i?^), ..., Cy^ = 

= (t/J;^, ^'y^, i?'̂  ) cartas de X' centradas en b {y^ ), ..., b {y^) respec

tivamente tales que 

{SX ... X 5 ) ( F ^ ) C Uy^ X ... x Uy^, • 

{bxlxb){Yy)CU'y^ x - x í ^ r 

Como J^ (X, X')̂ ^^ cumple el segundo axioma de numerabilidad, Y 
también lo cumple y por tanto 

F = U 7 m . 

Para todo k E {O, ..., n} sea 

BkX= U Xf, 

donde Xf es una subvariedad compacta de BkX con 9Xf =7̂ 0, 3^Xf =0 , 
int (Xf ) es un abierto de 5ytX y Xf CXf+i para todo /GiV, (véase [2]). 

Para todo {k^, ..., ^r) E {O, ..., nf, todo (z'i, ..., tt) G N^ y todo 
m EN se considera: 
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T{r; m; ki,..., kt; ¿i,..., it) = 

= {g e c (Z, X') / V X = (xi,..., xt) e (Xf̂ i x ... x xf) n x^'^ 

con {¡''gf''^ (x) G F ,̂,„ se verifica que (j'gf^ ]^^(x) n(BiciX x ... x Bk X) * ^ ^^• 

Es claro que 

{gecp (X,x')/o-'gf^^Y} = 
= n {T{r; m; k^, ...,kt; / j , . . . , / , ) /m; k^,...,kt; Zj, ...,/> varían}. 

Veamos que T (r; m; fcj,...,/:^; z\,...,/j) es abierto de C (X, X') con la 
topología Tj,/ (p, 5 +r). En efecto. Sea a definida por el diagrama conmu
tativo siguiente: 

CP {X, X') ' 'CP-' (X, Jr (X, X')) 
( 7 

cp-' (Zfi ,/'• {X,x')) X... X cp-' (X'^tjr (jsr, X')) 
11 If u 

'CP-' (x î X ...xx^t'j' ix,xy) 
^ H it' ^ ' ^ ^ 

donde 

Entonces a es continua con la topología Ti^ (p, r +5) y Ti^ (p —r, s) ya 

que X^i, ..., X^t son compactos. 

Por el lema anterior se tiene que 

G = {geCP-' (Xf̂ i X ... X Xfí, J' (X, X'Y) I para todo x eX^i x ... x Xft 

con g (x) G F^m se verifica que Tg^x)J' (^, ^'Y = im T^g + rg(;c) H 

es abierto de 

CP-' (Xfi X ... X Xfí, /'• (Z, XV) 

con la topología T^/ (p — r, s). 
Por último oT^ (G) = T (r; m; /ci, ..., /r ;̂ / i , ..., zV) es abierto de 

CP (X, X') con la topología T^ (p, r + s). 
Veamos que T (r; m; ki, ..., A:̂ ; /"i, ..., it) es denso en CP (X, X') 

con la topología Tw ip, r-^ s). En efecto. 
Por b) se tiene que 
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y por tanto existen Afn , Bfn ;..., A¡n , B¡n abiertos de i?" tales que 

^ymp,sH7ym)CA'^ CÂl^ CB'^ CBÍ; C^^miU^ml...,^^^^ 

CAin CAÜCB'm CBÜC^^m (U^m). 

Como Bin 5 •••? ̂ m son compactos, 

Z ) ( 5 ¿ ; , i ? ' ^ - ^ ^ m ( f / ^ m ) ) > 0 , . . . , i 5 ( 5 ¡ : , i í « - ^ 

y existen__a:í„ : i?" -^ [O, 1] de clase oo, / € {1, ..., t}, tales que â ^ (ĵ ) = 1 
si j^ G A^fn , <^m iy) = 0 si y ^B\n para todo / G {1, ..., í}. Análogamente 

y por tanto existe A^ ,B¡n ; ...\A'm, B^ abiertos de R"' tales que 

^;mp,b' (Y^m)C A'^ C Â^ C B;^ CBÍ^C 

^^yf (U;ml ..,,^'^mp,bUYym)C A ; ^ cÂi!^ C B;Í^ C ^ (U^m) 

y existen c4 : R^' -^[0, 1] de cíaselo, zG {1, ..., í}, tales que c^ iy')= 1 

si 3^ 'G^¿ , c4 (y') = 0 si j ' ? ^ ; ; ^ para todo / G { l , . . . , í } . 

Sea feCP (X, X'), M' = i?'^' x £ (R'', i?"') x ... x 4 (R"", i?'^') e F^m 
entorno abierto de Y m en Y tal que 

( p ^ m p / r ^ m C ^ j „ y ^'^mp^b^Y^m C A¡n 

para todo i E {1, ..., r}. Por continuidad es claro que existe M^ entorno 
abierto de O en M' tsil que si X/ G U m y / (Xj) G U'm con / G {1, ..., t} 
se verifica que ^ ^ 

= (42^3;^ iXi)Oim^yff(Xi)m¡^ym (X/) + (P^m/(X/)) G (̂ ^m (C /p ) 

para todo m/ G Afi, donde 

m/ (;;) = m-Q 4- m/i (ĵ ) + ... + m¡, (y, ..., y) 

para todo y E R^, m¡ = im¡Q, m\i,..., m/^). En efecto: Como (p m (U m) 

es acotado, existe Miy entorno abierto de O en M' tal que para todo 
m' EMij y todo x E.U m se cumple que 

Wm'^ym (X)\\ <D {BÍ , i?"' - (p;m (t/;m )). 
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Basta tomar 
t 

Ml = n Mw. 
/ = i 

Se define 

p: M\ -^CP {X,X') 

como sigue 

fix) si {xfUm ó nx)fU[m), V / e { l , . . . , 0 
p(mi,..., m;)(x) = 

(̂ ^m )-̂  \ . (m/, X) si X G i/̂ m y / ( x ) G fTm 

Es claro que p {m'i, ..., m¡) es de clase p y que P es una C^-representa
ción ya que Cp : M\ x X -^X' es de clase p. Entonces ÍP: M\ -> C^"^ (X, 
r {X,X')) es una C^~''-representación. 

Sean 

£ = - min {Z)(sopa'^,i?'^'-(^;m ( tTp)) , / G { l , . . . , i } , 

D^rnPib'Y^m^R^ -A'^\ /E{1 , . . . , ^}} y 

V x i G Í7 m con </? m (Xi) Gsop a^ , ..., 

...,V Xf EUym con <̂ ŵ (x^)Gsopc4} 

que es un abierto de M^ que contiene al 0. Se construye H: M^ x X^^^ -^ 
->/' ' (JST, Z'/^^ de clase p — r como sigue: 

Para todo /G{1,...,/^} sea 

Entonces para todo (m'/, ..., m", y^, ...,yf) GM^ x [(Fj x ... x V^) nX^^-^] 
se cumple que 

H (mi „.,ml y,, ,..,y,) er {V,, U'^m)x ... xJ' (V,, U'^m) n 

nj' iX,x')^^\ 

Se considera el siguiente diagrama conmutativo: 
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H 
M' X [(Fi X ... X Vf) nX^^^]->/'' (F i , ¿7> )x ... x/ ' ' (F,, U'm ) nr {X.X'f^ 

yi 

1M^ X ^ V ? ^ X ... X(P, 
yt 

yt 
C m Cm 
yi yt 

^c m'' - ""^c m 
y\ yt 

M'xi^ym ( F i ) x . . . X ^ ^ m {V^)-^<Pym {V,)x^'yrn (U'^m) X £ (R^ R^') X ... 

... X £¡ (R\R^') X ... X 0 m (V,)Xip'm (U'm)x£(R\ /?«') X ... 
'yt ^ yt yt 

... xje^(i?'^,i?«') 

donde 

h{m^,...,m^, Zi,...,z^) = (zi, m^z^ +'Pyff'Py\i (^iX Dt^^ (^i), ... 

donde t^.: ^ m (Vi)-^^'m (U'm) está definida por 

tmi (y) = ̂ / (Ĵ ) + "Py^f^'f^ (y) = ̂ p̂ m Pirtii,..., rrif) ^~\n (y) 

para todo z G {1, ..., i}. 
Entonces 

h: M'' x^m ( F i ) x . . . x^m (V,)~>ipm (V,) X R^' x£(R\R^')x... 
>i yt yi 

... x i : í ( i ?^ i?^ ' )x . . . x<p̂ m (V,)xR^' x£{R^,R''')x... x£l{R^,R^'\ 

definida como h, es difeomorfismo de clase p — r. Así h es difeomorfismo 

de M^ X if m (Fj) X ... X ^p m (Vt) sobre su imagen y por tanto la H del 

diagrama anterior es difeomorfismo sobre su imagen. _ 
Como Y está fuertemente bien situada, se tiene que H^Y^ , 
Aplicando el teorema de R. Abraham [1] de densidad parametrizado, 

se tiene que 

^Y-n = ii^i,..., ^t) eM' /H(m,,..., mt, - ) ^JY^} = 

= {(mi,..., mt)eM' Ifp {m,,..., mtf^ ^ Y^] 

es resituai en M^ y por tanto denso en M^. Así existe {mf, ..., mf)) 
sucesión de elementos de Mf*̂  que converge a 0 y por tanto 

p ( m f , . . . , m f ) - > p ( 0 ) = / 

en la topología Tw (p, r -^ s) de C^ (X,X'). En efecto: Por las propieda
des de la tapologia de Whitney es suficiente ver que 

1) pimf,...,mf) = f 
X-U m U ...U U m 

yi yt 
X -U m U . . . U Î / m 

y\ yt 
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2) Si a es una métrica en /''"^^ {X, X'), 

W^'p{rnf,...,mf)) 
U m U .,.U U m 

yi yt 

IP^N} 

converge uniformemente a 

U m U ... U Í/ m 
yi yt 

Lo primero es inmediato a partir de la definición de p. 

Veamos 2). e.r+s : M^ x X -»/'''*"^ (X, X') es continua y por tanto 
j-r^sp. ]^t ^ çp-{r^s) ç^x, J'"-' {X, X')) es también continua con la topolo
gía compacta-abierta. Luego /''•*"^p (mf, ..., mf) convergea j'^'^^f. Como 
la topología compacta-abierta describe la convergencia uniforme sobre com
pactos, se deduce 2). 

Luego tenemos que 

K={geCP iX,X')/(rgf^físY^} 

es denso en C^ (X, X') con la topología Tw (p, r + s). Por último 

KC Tir; m; ki, ..., kt; ii,...,it) 

{gecP(X,r)/U'g)^'^físY} 

es residual en C^ (X, X') con la topología Tw (p, r + s) como queríamos 
demostrar. 

Observación.— Con la definición clásica de transversalidad, el conjunto 
r (F, r, t, s) del teorema 2 es más grande y en [4] se prueba que este conjun
to más grande es residual incluyendo borde anguloso en X'. 

3. APLICACIONES 

Veamos algunas aplicaciones del teorema que acabamos de probar. 

Teorema 3.— Sean X, X' variedades diferenciables de clase p ENU {oo} 
Hausdorff, segundo axioma de numerabilidad y puras de dimensiones n y 
n' respectivamente con dX' = 0. Supongamos que n' > 2n y sea s E N 
con s <p — I, y p> I, Entonces In^ (X, X') es abierto y residual (y por 
tanto denso) en C^ (X, X') con la topología Tw (p, 5 + 1 ) . 

Demostración.— In^ (X, X') es abierto ya que lo es en la topología 
Tw (P, 1). Para cada r E {1, ..., q = mín {n, n')} se tiene que 
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Sr= {j^J' (X, r ) / corrango ij) = r] 

es subvariedad de clase p — 1 fuertemente bien situada de J^ {X,X') de 
codimensión fija h = (n - q + r) (n' - q + r). Como n >2n, q = n y h> 
> n + 1. Así j^f es transversal a Ŝ  si y sólo si j^f(X) O 5^ = 0 ya que 
para todo x EX, 

r . i / i (X,X')^ T, (/• V) (T^x) + r . i ^ , . 

Por el teorema de transversalidad de Thom (Teorema 0), se tiene que 

T,= {fecP(X,r)/í^ffísS,}={fecP{X,r)/o'^f)(X)nSr=^cl>} 

es residual en C^ (X, X') con la topología T^^ (p, 5 4-1). 
Por último 

n T, = M (X, T), 
r = 1 

Teorema 4.— Sean X, X' como en el teorema anterior. Supongamos que 
n' > 2n + \ y sea s G N con s < p — 1, p > 1. Entonces (/i^^)inyect. (^^ 
X') es residual y por tanto denso en C^ (X, X') con la topología 
T^; (p, s+ \). 

Demostración.— Como Inf (X, X') es abierto y denso, es suficiente 
probar que H = {/E C^ {X, X') / / e s inyectiva} es residual. Observamos en 
primer lugar que / : X -^ X' es inyectiva si y sólo si la imagen de (/^/)^^^: 
X(^ ^ / o ^x^ XY^^ no corta a Y = (b^T' (A') n / ^ (Z, X')^^\ 

Por otro lado Y es una subvariedad de clase p fuertemente bien situada 
de / ^ (X, X') de codimensión igual a la dimensión de X\ ya que 6^ es 
sumersión. Por tanto, como n' > 2n = dim X(2), se tiene que (j^f)^'^^ ^ Y 
si y sólo si (/• V)^^^ (X^^^) nY=(l). 

Por el teorema 2 se tiene que H = {f E C^ (X, X') / (/'V)^^^ * H es 
residual en C^ (X, X') con la topología Tw (p,s). 

Corolario 5.— En las hipótesis del teorema anterior (/n^)dife.cerr. (X, 
X') es denso en Prop.^ (X, X') con la topología T^; (p, 5). 

Corolario 6.— Sea X una variedad de clase p E NU {0°}, Hausdorff, 
cumpliendo el segundo axioma de numerabilidad y pura de dimensión n. 
Entonces existe / : X -> R^^ inmersión de clase p, existe g: X -> ií̂ w + i 
inmersión inyectiva de clase p y existe H: X -^R^^^^ inmersión difeomór-
fica cerrada de clase p. 
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